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OBSERVATIONS  ESSENTIELLES 

SUR  CETTE  TROISIÈME  ÉDITION. 


Le  succès  des  deux  premières  éditions  de  ma  Géo- 
métrie ne  m’a  pas  empêché  de  faire  de  nombreuses 
et  importantes  améliorations  à cet  ouvrage.  Le  pré- 
liminaire expose  et  motive  le  plan  nouveau  que  j’ai 
adopté;  il  me  parait  être  le  vrai  développement  de 
l’idée  de  la  Géométrie  élémentaire. 

J’ai  employé  quelques  termes  nouveaux , expres- 
sifs, et  plus  concis  que  les  locutions  anciennes  (1  2, 
déf.  8 , et  I.  5 , déf.  9) . Le  mot  inverse  a été  employé 
au  lieu  de  symétrique  pour  les  angles  polyèdres,  jus- 
qu’au moment  où  l’on  a pu  faire  voir  que  l’un  et 
l’autre  rendent  la  même  idée. 

Certains  énoncés  difficiles  à dire  ont  été  réformés 
(p.  22, 1. 1 , p.8, 1. 5,  etc. ).  Pour  remplacer  des  termes 
qui  se  répètent  souvent,  on  a employé  des  signes 
abréviatifs  [angle,  triangle , parallélogramme , etc.). 

Dans  les  proportions  nous  avons  en  France  un 
usage  qui  me  semble  mauvais.  C’est  l’emploi  des  quatre 
points  au  lieu  du  signe  d’égalité.  Je  ne  vois  aucune 
espèce  d’avantage  à la  première  notation;  au  con- 
traire, les  commençants  oublient  assez  vite  la  signi- 
fication des  quatre  points,  et,  par  suite,  la  nature 
de  la  proportion.  Je  me  propose  de  renoncer,  plus 
tard,  aux  quatre  points.  Comme  dans  mes  deux 
premières  éditions , j’ai  peu  insisté  sur  la  définition 
de  la  droite,  et  sur  celle  des  grandeurs  géométriques: 
angle , longueur,  surface , volume.  Pour  ces  trois  der- 
nières, je  ne  les  ai  pas  définies,  et  l’on  sait  pourquoi. 
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Dans  la  théorie  des  parallèles,  la  méthode  de  Ber- 
trand, de  Genève,  ne  me  paraît  pas  aujourd’hui  plus 
rigoureuse  qu’autrefois.  Le  vice  de  ces  raisonnements 
se  trouve  dans  le  vague  de  l’expression  plus  grand , 
qui  y est  employée  dans  deux  sens  différents.  Rien 
n’empêche,  avec  ce  secours,  de  démontrer  le  postula- 
tum  bien  plus  simplement  qu’on  ne  le  fait.  Il  est  vrai 
qu’alors  le  défaut  devient  plus  saillant.  En  effet , si 
l’on  veut  employer  cette  manière  de  déguiser  la  dif- 
ficulté, pourquoi  ne  pas  faire  ainsi:  La  droite  AC 
fait  avec  AB  un  angle  droit,  l’angle  DBA  est  aigu; 


E B A 


par  suite  DBE  est  obtus;  donc  DBE  ne  peut 
pas  être  contenu  dans  A , et  BD  coupera  AC. 


Les  raisonnements  fonctionnels  de  Legendre  sup- 
posent au  fond  ce  qui  est  en  question. 

II  y a aussi  un  postulatum  dans  l’espace  : savoir 
qu’une  aire  plane  est  moindre  que  toute  surface 
courbe  terminée  au  même  contour.  Cette  propriété 
se  démontre  s’il  s’agit  d’une  surface  polyédrale  au 
lieu  d’une  surface  courbe  (I.  5,  p.  51);  le  germe  du 
raisonnement  se  trouve  dans  le  I.  6,  2e  édit.  Du 
reste,  cela  n’est  pas  nouveau,  si  je  ne  me  trompe. 
On  peut  éviter  ce  postulatum  par  un  autre,  en 
donnant  une  certaine  définition  de  l’aire  d’une  sur- 
face courbe. 

La  théorie  élémentaire  des  infiniment-petits  a été 
rejetée  à sa  véritable  place,  en  arithmétique,  auprès 
des  incommensurables. 

La  table  des  matières  donne  une  idée  nette  de  ce 
que  l’ouvrage  renferme,  ainsi  que  de  l’ordre  qui  a 
été  suivi;  chaque  livre  est  résumé  par  un  som- 
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maire  placé  eu  tête.  L’utilité  de  ces  sommaires  est 
évidente. 

D’après  l’ordre  que  j’ai  suivi,  toute  la  théorie  des 
transversales , sur  le  plan , forme  un  appendice , c’est- 
à-dire  une  subdivision , du  troisième  livre.  Elle  y est 
présentée  d’une  manière  à la  fois  plus  simple  et  plus 
complète:  j’ai  donné  là  aussi  les  premières  indica- 
tions sur  les  méthodes  de  transformation,  objet  sur 
lequel  je  suis  revenu  dans  une  note  à la  suite  de  la 
Géométrie. 

De  nouvelles  éludes  sur  la  détermination  de  n 
par  la  méthode  de  Schwab,  ont  amené  des  simpli- 
fications notables  dans  cette  matière;  on  les  trou- 
vera en  partie  au  troisième  livre,  en  partie  dans 
une  note,  à la  fin  de  la  Géométrie. 

Dans  le  cinquième  livre,  partant  de  l’idée  d’après 
laquelle  j’ai,  dans  les  deux  premières  éditions,  pré- 
senté la  symétrie  des  angles  polyèdres,  j’ai  com- 
plété la  théorie  de  la  symétrie  de  toute  espèce  de 
figures.  Un  théorème  simple  sur  l’égalité  trouve  de 
nombreuses  applications  à chaque  pas,  et  simplifie 
la  géométrie  (p.  51,  1.  5)  de  l’espace. 

Dans  le  sixième  livre,  quelques  propriétés  des 
triangles  sphériques  n’ont  été  qu’énoncées,  parce 
qu’elles  sont  déjà  démontrées  dans  le  cinquième,  à 
. propos  des  angles  polyèdres,  et  que  du  reste  le  lec- 
teur les  prouvera  facilement  en  imitant  le  premier 
livre. 

Dans  le  huitième  livre  j’ai  donné  une  démonstra-  ' 
tion  nouvelle  pour  le  volume  du  prisme;  elle  est 
plus  simple  que  celle  de  la  deuxième  édition,  la- 
quelle a passé  tacitement  dans  un  ouvrage  posté- 
rieur au  mien.  Le  volume  du  corps,  décrit  par  un 
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triangle  autour  d’un  axe  situé  dans  son  plan  (I.  8, 
p.  23  et  24),  fait  reconnaître  la  supériorité  de  la 
méthode  rigoureuse  des  infiniment-petits. 

En  général , la  géométrie  de  l’espace  m’a  paru  de- 
voir être  présentée  avec  autant  de  développements 
que  celle  du  plan  ; c’est  pour  ce  motif  que  j’ai  donné 
certains  théorèmes  sur  l’intersection  et  le  contact 
des  surfaces  cylindriques,  etc. 

Dans  la  trigonométrie  on  trouvera  les  développe- 
ments du  sinus  et  du  cosinus  en  fonction  de  l’arc;  j’ai 
montré  que,  contrairement  à ce  que  j’avais  avancé 
précédemment,  les  formules  de  Simpson  peuvent 
être  employées  au  calcul  du  sinus  de  0°  à 90°.  Enfin 
j’ai  déterminé  avec  plus  de  précision  la  limite  de 
l’erreur  des  calculs  de  triangles. 

Mon  ouvrage,  composé  d’après  des  idées  pure- 
ment scientifiques , répond  par  cela  même  aux  be- 
soins des  divers  degrés  d’enseignement  dans  nos  col- 
lèges. (Voir  sous  ce  rapport  l’avis  qui  est  en  tête  de 
la  table  des  matières.) 

Pour  cette  édition  je  dois  beaucoup  à la  lecture 
des  ouvrages  de  MM.  Chasles,  Poncelet,  Gergonne, 
Terqcem,  etc. 


Signes  particuliers  à la  Géométrie. 

A Angle. 

A Triangle. 

O Parallélogramme. 

Parallélipipède. 

Triangle  sphérique. 

Pour  les  signes  numériques , voyez  l'Arilhiuélique. 


Digitized  by  Google 


TABLE 

DES 

DÉFINITIONS  ET  PROPOSITIONS. 

* i. 

- — — 


Atn's.  1°  Les  articles  non  marqués  d'astérisques  répondent 
au  programme  des  classes  préparatoires  et  accessoires  à la 
philosophie.  On  pourra , dans  ce  cas , simplifier  les  dé- 
monstrations relatives  aux  corps  ronds. 

2°  En  y joignant  les  parties  marquées  d’un  seul  ",  on 
A le  cours  élémentaire  proprement  dit. 

3"  Ce  qui  est  marqué  de  deux  * est  destiné  aux  lecteurs 
qui  désirent  faire  des  études  plus  approfondies. 

Nota.  Pour  la  facilité  des  recherches,  il  y a pour  chaque 
livre  une  table  des  définitions  et  une  table  des  propositions. 

PRÉLIMINAIRE. 

fign. 


Idée  de  la  géométrie  ; surfaces,  volumes,  lignes,  point.  1 

Ligne  droite,  brisée,  courbe  ; plan 2 

Principes  relatifs  à la  droite,  au  plan 3 

* Théorème.  Trois  points  non  eu  ligne  droite  déter- 

minent un  plan ib. 

* Division  de  la  géométrie i 5 


LIVRE  I. 

LES  FIGURES  PLANES.  - GRANDEUR  ABSOLUE  DE  LEURS 
ÉLÉMENTS. 

I.A  DROITE.  ' 

Définitions. 


1 L’angle 7 

2 Angle  droit;  la  perpendiculaire 8 

3 Angle  (A)  aigu  , obtus 9 


. . . Digitized  by  Google 


X 


TABLfc 


Page*. 

4 Angles  supplémentaires ib. 

5 Angles  alternes  internes,  etc 11 

6 Parallèles ib. 

7 Polygones 17 

8-11  Triangle  (a)  : ses  éléments.  Triangle  isoscèle , 

équilatéral , scalène ib. 

12  Triangle  rectangle,  hypothénuse,  cathètes. ...  19 

13  Figures  égales ib. 

14-15  Figures  équilatérales , équiangles 21 

16  Distance  d'un  point  à une  droite 23 

17  Lieu  géométrique ib. 

18  Polygone  convexe 24 

19  Diagonales 95 

20-25  Quadrilatère,  trapèze,  parallélogramme,  rec- 
tangle, lozange,  carré 26-27 

26-29  Symétrie  par  rapporté  un  point,  à une  droite  31 
30-31  Centre , axe  de  symétrie  d’une  figure 32 

Propositions. 

1 Th.  En  un  point  d'une  droite,  il  ne  passe  qu’une 

seule  perpendiculaire 8 

Cor.  Les  angles  droits  sont  tous  égaux ib. 

2 Th.  Les  deux  A adjacents  qu'une  droite  forme 

avec  une  autre  font  en  somme  deux  A 
droits 9 

3 Th.  Réciproquement,  etc ib. 

4 Th.  Les  A opposés  au  sommet,  formés  par  deux  *qg 

droites,  sont  égaux .* 10 

5 Th.  Deux  droites  sont  parallèles,  si  deux  A al- 

ternes internes,  etc.,  sont  égaux 12 

6 Poslulatum.  Par  un  point  pris  hors  d'une  droite 

il  ne  passe  qu’une  parallèle 13 

7 Th.  Deux  droites  se  rencontrent  si  deux  A al- 

ternes internes,  etc.,  sont  inégaux  , etc.  14 

8 Th.  Si  deux  parallèles  sont  coupées  par  une  sé- 

cante, les  A alternes  internes  sont  égaux, 

etc 14 


Digitized  by  Google 


DES  DÉFINITIONS  ET  PROPOSITIONS.  XI 

Pages. 

9  Th.  Deux  droites  respectivement  perpendicu- 
laires à deux  droites  concourantes,  se 
coupent 25 

10  Th.  Deux  angles  qui  ont  les  côtés  parallèles,  ou 

perpendiculaires,  sont  égaux  ou  supplé- 
mentaires  ib. 

11  Th.  Deux  droites  parallèles  à une  troisième  sont 

parallèles 16 

12  Th.  Dans  un  même  'A  à des  côtés  égaux,  sont 

opposés  des  A égaux,  et  réciproquement.  17 

13  Th.  De  deux  côtés  d'un  A celui-là  est  le  plus 

grand  qui  est  opposé  à un  plus  grand  A, 
et  réciproquement . 18 

14  Th.  Dans  tout  a,  la  somme  du  A vaut  2 A droits.  ib. 

15-19  Tb.  Cinq  cas  d'égalité  des  A 19-21 

20  Th.  La  perpendiculaire  et  les  obliques 22 

Rem.  Dans  tout  A isoscèle  la  perpendicu- 
laire menée  du  sommet,  etc ib. 

21  Th.  La  perpendiculaire  élevée  au  milieu  d’un 

segment  de  droite  est  le  lieu  des  points 
également  distants  des  extrémités 23 

22  Th.  Si  dans  un  A,  en  conservant  deux  côtés,  on 

fait  varier  l'angle  compris,  le  troisième 
côté  varie  dans  le  même  sens  que  cet 
angle,  et  réciproquement ib. 

*23  Th.  Tout  polygone  den  côtés  à «("""2“)  dia- 

gonales 24 

24  Th.  Somme  des  angles  d’un  polygone 25 

Cas  du  polygone  non  convexe ib. 

*25  Th.  Dans  tout  parallélogramme  (/~7)  les  côtés 

opposés  sont  égaux 26 

Rem.  Deux  parallèles  sont  partout  égale- 
ment distants ib. 

26  Th.  lin  quadrilatère  est  un  O si  les  côtés  op- 

posés, etc 27 

27  Th.  Les  diagonales  du  O se  coupent  en  parties 

égales,  etc.,  et  réciproquement ib. 


Digitized  by  Google 


XII 


TABI.fi 


Pagei. 


28  Tb.  Le  contour  d'un  polygone  convexe  est  plus 
court  que  celui  de  toute  ligne  envelop- 


pante  28 

29  Tb.  Égalité  des  polygones 29 

30  Th.  Figures  égales ib. 

31  Th.  Les  figures  symétriques  sont  égales 31 


LIVRE  II. 

LES  FIGURES  FLANES.  — GRANDEUR  ABSOLUE  DE  LEURS 
ÉLÉMENTS. 

LA  DROITE  ET  LE  CERCLE. 

Définitions. 

1-4  La  circonférence  du  cercle,  centre,  rayon, 


diamètre,  arc,  cordes 33 

5-6  La  tangente,  la  sécante 37 

7-8  Angle  inscrit,  semi-inscrit 39 

9 Segment  de  cercle ib. 

10-11  Angle  excentrique,  extérieur 40 

12-13  Figures  inscrites,  circonscrites  au  cercle,  etc.  41 

14  Bissectrice  d’un  A ib. 

15-18  Polygones  équiangles , équilatéraux,  régu- 
liers   40-43 

19-20  Hayon,  apothème,  centre,  angle  au  centre, 

du  polygone  régulier 44 

2!  Cercles  tangents 47 

Propositions. 

1 Th.  Intersection  de  la  droite  et  du  cercle 34 

2 Th.  Le  diamètre  est  la  plus  grande  corde ib. 

3 Th.  Tout  diamètre  est  un  axe  de  symétrie  du 

cercle 34 

4 Th.  Dans  un  même  demi-cercle,  des  cordes 

égales,  etc 35 

5 Th.  Cordes  inégales  dans  un  même  demi-cercle.  36 


Digitized  by  Google 


DK8  DÉFINITIONS  HT  PROPOSITIONS.  XIII 

Paj*s. 

6 Th.  Conditions  pour  les  positions  relatives  de 

la  droite  et  du  cercle . . ib. 

7 Th.  Deux  parallèles  interceptent  sur  la  circon- 

férence des  arcs  égaux.. 37 

8 Th.  Dans  un  même  cercle  des  A auccntre  égaux, 

interceptent  des  arcs  égaux 38 

9 Th.  L’a  inscrit  et  l’A  semi-inscrit  comparés  à 

l’ A au  centre 39 

Cor.  1.  Les  A inscrits  dans  le  même  seg- 
ment sont  égaux 40 

Cor.  2.  L’a  inscrit  dans  un  demi-cercle  ib. 
est  droit..., ib. 

10  Th.  L’A  excentrique  et  l’ A extérieur  comparés 

à I"  A au  centre ib. 

11  Th.  A tout  A on  peut  circonscrire  un  cercle. . 41 

12  Th.  A tout  A on  peut  inscrire  un  cercle 42 

Rem.  1.  Les  bissectrices  des  A d’un  A con- 
courent. .*. 42 

Rem.  2.  La  bissectrice  d'un  A est  le  lieu 
des  points  intérieurs,  également  dis- 
tants des  côtés ib. 

Rem.  3.  Les  quatre  cercles  tangents  à trois 

droites ib. 

‘13  Th.  Le  quadrilatère  inscriptible 43 

*14  Tb.  Le  quadrilatère  circonscriptible ib. 

15  Th.  A tout  polygone  régulier  on  peut  circons- 

crire et  inscrire  un  cercle 44 

16  Tb.  Un  polygone  inscrit  est  régulier  s'il  est 

équilatéral;  un  polygone  circonscrit  est 
régulier  s’il  est  équiangle 45 

17  Th.  Deux  circonférences  de  cercle  ne  sauraient 

avoir  plus  de  deux  points  communs  sans 
se  confondre 46 

18  Th.  Si  deux  cercles  se  coupent  en  deux  points , 

ces  points  sont  symétriques  par  rapport 
à la  ligne  des  centres;  s'ils  n'ont  qu'un 
point  commun  , il  est  sur  celte  ligne. . . ib. 


Digitized  by  Google 


XIV 


TABLK 


19-21  Th.  Conditions  pour  les  diverses  positions 

relatives  de  deux  cercles 47-49 

1  Pr.  Sur  le  milieu  d’une  droite  élever  une  per- 
pendiculaire  • ■ 49 

Rem.  Division  d’unedroitcen2,  4, 8 , etc., 

parties  égales ih. 


2 Pr.  Par  trois  points  donnés  faire  passer  un 
cercle,  ou  bien  retrouver  le  centre  d’un 

cercle  décrit 

3-4  Pr.  La  perpendiculaire 

5 Pr.  En  un  point  d'une  droite  faire  un  A égal 

à un  A donné 

6 Pr.  D’un  point  mener  un  parallèle  à une  droite 


7-1  fl  Pr.  Construction  du  A 51^-53 

11  Pr.  Diviser  un  A ou  un  arc  en  2,  4,  8,  etc., 

parties  égales 54 

Cor.  Inscrire  et  circonscrire  les  polygones 

réguliers  de  2,  4,  8,  etc.,  cAtés tfc, 

12  Pr.  D’un  point  donné  mener  une  tangente  à un 

cercle ib 

13  Pr.  Sur  une  droite  donnée  décrire  un  segment 

capable  d’un  A donné 55 

Rem.  Lieu  des  sommets  des  A égaux  , etc.  56 


LIVRE  I1L 

LES  FIGURES  PLANES.  — GRANDEUR  RELATIVE  DE  LEURS 
ÉLÉMENTS. 


Définitions. 

1 La  commune  mesure  de  deux  grandeurs  de  même 

espèce 57 

2 Grandeurs  commensurables  entre  elles,  incom- 

mensurables  58 

3 Le  rapport  de  deux  grandeurs  de  même  espèce.  60 

4 La  mesure 61 

5-7  Similitude  directe,  inverse,  centre,  rapport 

de  similitude,  rayon  vecteur . 70 


Digitized  by  Google 


PS  P g 


DES  DÉFINITIONS  ET  PROPOSITIONS.  XV 

Piges. 

8-9  Points  homologues,  droites  homologues,  di- 
mensions homologues. .... . . s*. ... . 71 

10  Sommets , angles , côtés  homologues 72 

11-12  Projection  d'un  point,  d’une  ligne. . . . ...  82 

13  Carré  d’une  ligne .’ 85 

H Polygone  infinitésimal »'&. 

Proposition». 

1 Pr.  La  plus  grande  commune  mesure  de  deux 

droites,  etc 58 

2 Th.  Le  rapport  de  deux  segments  de  droites, 

etc 59 

3 Th.  Deux  A sont  dans  le  rapport  des  arcs,  etc.  61 

Cas  où  les  arcs  n’ont  pas  de  commune  me- 
sure. . 62 

Rem.  La  mesure  de  l’ A au  centre  est  la 

même  que  celle  de  l'arc,  etc 63 

' Rem.  4.  Principe  général  pour  le  passage 
du  commensurable  à l'incommensu- 
rable  64 

4 Th.  Des  parallèles  qui  déterminent  des  seg- 

ments égaux  sur  une  droite , déter- 
minent aussi  des  segments  égaux  sur 
toute  autre  transversale 67 

5 Th.  Droites  concourantes  coupées  par  des  pa- 

rallèles   ib. 

6 Th.  Parallèles  rencontrées  par  des  concou- 

rantes   69 

7 Pr.  Diviser  une  droite  en  parties  qui  aient 

entre  elles  des  rapports  donnés 70 

8 Pr.  La  quatrième  proportionnelle 71 

*9  Th.  Il  existe  une  infinité  de  figures  semblables 

à une  figure  donnée 72 

10  Th.  Deux  polygones  sont  semblables  si  les  som- 

mets sont  des  systèmes  de  points  sem- 
blables,«etc 73 

11  Th.  Dans  deux  polygones  semblables  les  A ho- 

mologues sont  égaux , etc. . . : 74 


Digitized  by  Google 


XVI 


TABLK 


* Rem.  Expression  des  conditions  de  la  si- 
militude par  des  équations Ht 

12  Th,  Cas  de  similitude  des  à ih, 

13  Th.  Peux  a sont  semblables  s’ils  ont  les  côtés 

parallèles  ou  perpendiculaires 75 

1k  Th.  Deux  polygones  se  décomposent  en  A sem- 
blables ■ etc 29 

* 15  Th.  Deux  figures  semblables  à une  troisième 

sont  semblables  entre  elles 7 7 

1f>  Pr.  Construire  un  polygone  semblable  à un  po- 
lygone donné 28 

17  Th.  Rapport  des  contours  des  polygones  sem- 

blables  29 

1 8 Th.  Deux  polygones  réguliers  du  môme  nombre 

de  côtés  sont  semblables,  etc »* *• 

* 19  Th.  Tous  les  cercles  sont  semblables ■ 89 

• * 90  Th.  Centre  de  similitude  de  deux  cercles.  ■ . . 81 

21  Th.  Si  on  projette  le  sommet  de  I*  A droit  d’un  a 

rectangle  sur  l’hypothénuse,  etc 82 

22  Pr.  La  moyenne  proportionnelle 83 

23  Th.  Dans  tous  & rectangle,  le  carré  de  l’hypo- 

lbénuse,  etc 85 

*24  Th.  Le  carré  du  côté  opposé  à un  A oblique 

d’un  A,  etc 89 

125  Th,  Dans  tout  a la  somme  des  carrés,  de  deux 

côtés,  etc 87 

*26  Th.  Dans  tout  quadrilatère,  la  somme  des  car- 

rés des  côtés,  etc 88 

27  Th.  Droites  concourantes  coupées  par  un  cercle  89 
28_Er,  Diviser  une  circonférence  en  3,  6, 12,  etc., 

parties  égales 90 

*29  Pr.  Diviser  une  circonférence  en  5,  10,  20, 

etc.;  15,  30,  etc,,  parties  égales 92 

*30  Pr.  Diviser  une  droite  en  moyenne  et  extrême 

raison.  . . . 93 

31  Th.  Les  circonférences  des  ceçples  sont  entre 

elles  comme  leurs  rayons 94 

32  Pr.  Étant  donnés  le  rayon  et  l'apothème  d’un 


Digitized  by  Google 


DES  DEFINITIONS  ET  PROPOSITIONS.  XVII 

Pages 

polygone  régulier,  trouver  le  rayon  et 
l'apothème  d’un  polygone  régulier  de 
môme  périmètre,  et  d’un  nombre  de 

côtés  double 97 

33  Pr.  Calculer  la  valeur  approchée  du  rapport 

de  h circonférence  au  diamètre 99 

/(«marquer •. ib. 

' 34  Pr.  Rectification  approximative  de  la  circon- 
férence  v 106 

**  APPENDICE. 

LES  TRANSVERSALES. 

Définitions. 

1  Axe  de  similitude 110 

2-3  Division  harmonique,  système  harmonique, 
moyenne  harmonique,  points  conjugués, 
faisceau  harmonique,  rayons  conjugués.  111-112 
4 La  troisième  diagonale  d’un  quadrilatère. . . . ib. 
5-6  Pôle,  polaire,  par  rapport  à deux  droites, 

au  cercle 114-116 

7 La  disomologue  de  deux  cercles. . . 123 

Propositions. 

1 Th.  Toute  transversale  détermine  sur  les  côtés 

d’un  A six  segments  dont  trois  non  consé- 
cutifs font  un  produit  constant,  et  réci- 
proquement  107 

2 Th.  Les  droites  qui  joigneut  les  sommets  d’un  a 

à un  point  quelconque  du  plan,  déter- 
minent sur  les  côtés  des  segments,  etc..  ib. 

3 Th.  Trois  figures  semblables,  2 à 2,  semblable- 

ment placées,  ont  un  axe  de  similitude.  1J0 
Cor.  Trois  cercles  inégaux  et  non  concen- 
triques ont  trois  axes  de  similitude 111 

4 Th.  Dans  tout  quadrilatère  une  diagonale  coupe 

harmoniquement  les  deux  autres ib. 


Digitized  by  Google 


xvjii 


TABLE 


Page* 

5 Th.  Les  droites  qui  joignent  un  poiut  à quatre 

points  harmoniques  forment  un  faisceau 
harmonique 1*3 

6 Th.  Cas  particulier  du  précédent ib. 

7 Th.  Si  d'un  point  pris  sur  le  plan  d’un  A on  mène 

des  transversales , etc ib. 

8 Th.  Dans  un  faisceau  harmonique  tout  point  pris 

sur  un  rayon  est  le  pôle  de  son  conjugué 
par  rapport  à l’A  des  deux  autres 114 

9 Th.  Étant  donné  un  système  harmonique,  le  lieu 

des  points  dont  les  distances  à deux  points 
conjugués  sont  dans  le  rapport  harmo- 
nique, est  une  circonférence  décrite , etc.  115 

10  Th.  Intersection  des  sécantes  de  contact  de  tous 

les  couples  de  tangentes  à un  cercle,  me- 
nées à partir  des  points  d'une  droite,  etc.  ib. 

11  Th.  La  réciproque  de  pr.  10 116 

12  Th.  Si  la  polaire  coupe  la  circonférence,  les 

droites  qui  joignent  le  pôle  aux  depx 
points  d’intersection  sont  tangentes....  117 

13  Th.  La  polaire  d'un  point  déterminé  par  deux 

sécantes ib. 

14  Th.  Propriétés  du  quadrilatère  inscrit,  etc ib. 

15  Th.  La  polaire  d’un  point  d’une  droite  passe  au 

pôle  de  cette  droite 118 

16  Th.  L’bexagone  de  Pascal , 119 

17  Th.  L’hexagone  de  Brianchon 120 

18  Th.  La  disomologue 122 

19  Th.  Si  deux  cercles  sont  touchés  par  un  troi- 

sième, la  disomologue  des  deux  premiers 
est , par  rapport  à chacun  des  points  de 
contact,  homologue  de  la  polaire  du  centre 
de  similitude ; 123 

20  Th.  Les  disomologues  de  trois  cercles  concourent 

en  un  point — 124 

21  Th.  Contact  d’un  cercle  avec  trois  autres ib. 

22  Pr.  Mener  un  cercle  tangent  à trois  autres 125 


Digitized  by  Google 


DES  DÉFINITIONS  ET  PROPOSITIONS. 


XIX 


LIVRE  IV.  . 

LES  FIGURES  PLANES. 

LEURS  SURFACES  COMPARÉES  PAR  L’INTERMÉDIAIRE  DES 
LONGUEURS. 

Définitions. 

PojjM. 

1 Figures  planes  équivalentes 129 

2 Rapport  de  deux  surfaces ib. 

3 L’aire » 130 

4-6  Hauteur  du  A,  du  ZZ7.  du  trapèze. ib. 

7 Secteur  circulaire 138 

8 Secteur  polygonal  régulier ib. 

Propositions. 

1 Th.  Deux  O équiangles  entre  eux  sont  comme 

les  produits  des  côtés  adjacents 130 

Remarque  sur  l’incommensurable. .......  ib. 

Cor.  Deux  A qui  ont  un  A commun , sont 
comme  les  produits  des  côtés  qui  com- 
prennent cet  A 13J 

2 Th.  L’aire  du  rectangle 132 

* Interprétation  de  quelques  propositions  du  3e  liv. 

Le  carré  de  l’hypotbénuse , etc * ib. 

3 Th.  L’aire  du  ZZ7 135 

4 Th.  L’aire  du  A ib. 

5 Th.  L’aire  de  trapèze 136 

6 Th.  L’aire  du  polygone  régulier. ...» 137 

7 Th.  L’aire  du  secteur  de  cercle  et  du  cercle. . 138 

* Trois  problèmes  numériques ib. 

8 Th.  Rapport  des  aires  des  figures  semblables. . 144 

*9  Pr.  Transformer  un  rectangle  en  un  autre  de 

base  donnée •. 145 

10  Pr.  Transformer  un  polygone  en  un  A équiva- 
lent  146 


Digitized  by  Google 


XX 


TABLE 


11  Pr.  Transformer  un  polygone  en  un  carré  équi- 

valent  Lifi 

12  Pr.  Transformer  un  polygone  en  un  rectangle 


une.  différence  donnée  entre  les  c6tés  atl- 

* jacenls L47 

13  Pr.  Transformer  une  figure  donnée  en~üne  figure 

équivalente , semblable  à une  figure  don- 



1 4 Pr.  Transformer  une  figure  donnée  en  une  figure 

semblable,  ayant  avec  faire  de  la  pre- 
‘ mlère  un  rapport  donné *&• 

15  Transformer  deux  figures  semblables  en  une  troi- 

sième égale  à leur  somme  ou  à leur  diffé- 
rence, etc 15Q 


LIVRE  Y. 


i.Erns  ftr.fcMKNTS. 

DROITES  ET  PLANS. 

Définitions. 

1 Trace  d’un  plan  sur  un  autre 154 

2 Pied,  trace,  d’une  droite  sur  un  plan ib. 

3 Droite  perpendiculaire  A un  plan 155 

4 Projection  d’un  point  d’une  ligne,  d’une  aire, 

sur  un  plan ib. 

5 Plan  et  droite  parallèles 162 

6 Plans  parallèles 163 

7 Le  dièdre,  6es  faces,  son  arête 165 

8 Les  plans  perpendiculaires 166 

9 La  section  droite  du  dièdre ib. 

10  L'angle  polyèdre,  ses  faces,  etc.,  l’angle  trièdre, 

etc 172 

11  Angle  polyèdre  convexe ib. 

*1%  Trièdres  supplémentaires 176 

I 


Digitized  by  Google 


DES  DÉFINITIONS  ET  PROPOSITIONS.  XXI 

13  Trièdre  isoscèle,  équiangle. . .1 

1 4 Faces , dièdres  et  arêtes , homologues  dans  deux 

trièdres  à faces  égales 

15-16  Angles  polyèdres  inverses 

17-19  Polyèdre:  faces,  arêtes,  sommets,  diagonales  187 
20-26  Prisme,  etc.,  parallélipipèdes , cube 19Ï-193 

27  Points  symétriques  par  rapport  à un  plan 195 

28  Figures  id 

29  Figures  simplement  symétriques 

30-31  La  pyramide;  sommet,  base,  hauteur 199 

32-33  TroDC  de  prisme,  de  pyramide 200 

Propositions. 

1 Tb.  Intersection  de  deux  plans 153 

2 Tb.  Droite  perpendiculaire  à deux  autres  qui 

se  coupent ; 15* 

3 Th.  Par  un  point,  il  ne  passe  pas  plus  d’une. 

droite  perpendiculaire  à un  plan 155 

4 Tb.  Par  un  point  il  ne  passe  pas  plus  d’un  plan 

perpendiculaire  à une  droite 156 

5 Th.  Lieu  des  perpendiculaires  menées  en  un 

point  d’une  droite 157 

6 Th.  La  perpendiculaire  et  les  obliques 158 

7 Th.  Le  plan  perpendiculaire  au  milieu  d’une 

droite. *b. 

8 Tb.  Les  droites  qui  joignent  un  point  d’un  plan 

à divers  points  d’une  droite  perpendi- 
culaire à ce  plan  sont  perpendiculaires 
à une  même  droite  située  dans  le  plan..  159 

9 Th.  Deux  parallèles  ont  leurs  plans  perpendi-  *■ 

culaires  communs 160 

10  Th.  D’un  point  on  peut  mener  une  perpendi- 

culaire à un  plan ib. 

11  Th.  Deux  droites  parallèles  à une  troisième 

sont  parallèles  entre  elles 161 

12  Th.  Deux  droites  étant  parallèles,  tout  plan  qui 

contient  l’une  sans  contenir  l’autre,  est 


Digitized  by  Google 


XXII 


TABLE 


parallèle  â celle-ci,  et  réciproquement.  161 

13  Th.  Deux  plans  concourants,  contenant  res- 

pectivement deux  droites  parallèles, 
se  coupent  suivant  une  parallèle  à ces 

. * droites . 162 

Cor.  Deux  plans  sont  parallèles  si  l’un  con- 
tient deux  droites  concourantes  paral- 
lèles à deux  droites  situées  dans  l’autre.  ib. 

14  Th.  Une  droite  étant  parallèle  à un  plan,  toute 

perpendiculaire  menée  d'un  point  de  la 
droite,  sur  le  plan,  est  perpendiculaire 
à la  droite ib. 

15  Th.  Les  parallèles  comprises  entre  un  plan  et 

une  droite  parallèle  sont  égales '163 

16  Th.  Les  traces  d’un  plan  sur  deux  plans  paral- 

lèles sout  parallèles ib. 

17  Th.  Une  droite  perpendiculaire  à un  plan  est 

perpendiculaire  à tout  plan  parallèle  au 

premier 164 

‘18  Th.  D’un  point  pris  hors  d'un  plan  on  peut 
mener  un  plan  unique  parallèle  au  pre- 
mier  ib. 

19  Th.  Des  parallèles  comprises  entre  plans  parai* 

lèles  sont  égales,  et  réciproquement. . 165 

20  Th . Deux  dièdres  égaux  ont  des  sections  droites 

égales,  et  réciproquement 167 

*21  Th.  La  somme  des  dièdres  adjacents,  etc.. . . ib. 

‘22  Tb.Lesdièdresopposés  au  sommet  sont  égaux.  ib. 

‘ 23-24  Th.  Plans  parallèles  coupés  par  un  plan,  etc.  168 

25  Th.  Deux  plans  sont  perpendiculaires  si  l’un 

contient  une  droite  perpendiculaire  à 
l’autre. 169 

26  Th. Uncdroitemenéedansunefaced'undièdre 

droit  perpendiculairement  à l’arôte,  est 
perpendiculaire  à l’autre  face ib. 

27  Th.  Une  droite  et  un  plan  étant  perpendicu- 

laires à un  même  plan,  la  droite  est  pa- 


Digitized  by  Google 


DES  DÉFINITIONS  F,T  PROPOSITIONS.  XXI» 

PafiM 

rallèle  au  prémier  plan , ou  s‘y  trouve 

située.  1^® 

Cor.  La  projection  d’une  droite  est  une 

droite » ,6> 

‘28  Th.  Un  plan  perpendiculaire  à une  droite  est 
perpendiculaire  à tout  plan  parallèle  à 

cette  droite 

29  Tb.  Un  plan  perpendiculaire  à deux  plans  qui 

se  coupent,  l’eslà  leur  Intersection. . . 171 

*30  Th.  Plus  courte  distance  de  deux  droites  non 

situées  dans  un  même  plan *&• 

*31  Th.  Angles  polyèdres  non  convexes 172 

* 32  Th.  Dans  tout  trièdre  convexe,  la  plus  grande 

face  est  moindre  que  la  somme  des 

deux  autres 174 

*33  Th.  Le  trièdre  supplémentaire 175 

* 34  Tb.  Dans  un  même  trièdre , à des  faces  égales 

sont  opposés  des  dièdres  égaux  , et  ré- 
ciproquement  176 

* 35  Th.  Dans  un  même  trièdre  la  plus  grande  face, 

etc 177 

*36  Les  trièdres  inverses *&• 

*37-42  Th.  Cas  d’égalité  des  trièdres ; 178 

* 43  Th.  Dans  tout  angle  polyèdre  convexe  la  gomme 

des  faces  est  moindre  que  quatre  angles 
droits 181 

* 44  Th . Dans  tout  angle  polyèdre  convexe  la  somme 

des  dièdres,  etc '.  184 

*45  Th.  Avec  des  faces  données,  comprenant  des 
dièdres  donnés  on  peut  former  au  plus 

deux  angles  polyèdres 185 

*46  Th.  Deux  angles  polyèdres  inverses  peuvent 

se  décomposer  en  parties  superposables  187 

47  Th.  Tout  polyèdre  peut  se  décomposer  en  té- 
traèdres ........... 188 

?*48  Th.  Relation  entre  le  nombre  des  faces,  des 

sommets  et  des  arêtes  dans  un  polyèdre  189 

* * 49  Th,  Somme  des  angles  des  faces  d'un  polyèdre.  190 


Digitized  by  Google 


XXIV 


TABLE 


50  Th.  Égalité  des  figures  dans  l'espace 190 

* Similitude  des  figures  planes,  dans  des 

plans  différents 192 

Sections  parallèles  d’un  prisme 193 

Faces  opposées  d’un  ^ ib, 

*51  Th.  Si  un  polyèdre  convexe  est  enveloppé  par 
un  autre  polyèdre,  la  surface  du  pre- 
mier est  moindre  que  celle  du  second.  ■ ib. 
52  Th.  Dans  tout  les  diagonales  se  coupent  en 

leur  milieu 195 

*53  Th.  Deux  figures  symétriques  par  rapport  à 

une  droite  sont  superposables 196 

*54  Th.  Les  figures  symétriques  d'une  même 
figure,  par  rapport  à un  plan  ou  un 
point,  sont  superposables ib. 

Rem,  Deux  angles  polyèdres  inverses  sont 

symétriques ib. 

*55  Th,  Toute  figure  symétrique  d'un  second  po- 
lyèdre est  un  second  polyèdre ib. 

Cor.  Les  deux  prismes  triangulaires  dans 
lesquels  se  décompose  un  ^ sont  symé- 
triques  19Ï 

* 56  Th.  Deux  polyèdres  symétriques  sont  décotn- 

posables  en  tétraèdres  symétriques, 

etc.,  et  réciproquement 199 

57  Th.  Les  sections  faites  dans  une  pyramide  par 
des  plans  parallèles  sont  semblables  et 

semblablement  placées. 209 

Rem.  Droites  coupées  par  des  plans  parallèles  ib. 


LIVRE_¥.L 

LES  FIGURES  PANS  L'ESPACE,  GRANDEUR  ABSOLUE  DES 
ÉLÉMENTS.- 

PLANS  ET  SURFACES  COURBES  DANS  LEURS  POSITIONS 
Définitions. 

1-2  Surface  cylindrique  : directrice,  arête.  ■ . . 201 


Digitized  by  Google 


I 


DES  DÉFINITIONS  ET  PROPOSITIONS.  XXV 

I’jjm 

3-4  Surface  conique  ou  cône , cône  circulaire , 

etc •• . . 203 

5 Plan  tangent..., 204  * 

6 Surface  de  révolution , axe  , méridienne  , sec- 

tion droite.  ; : 206 

7-8  La  sphère,  ses  cercles.. ib. 

9-10  Triangles  sphériques  ( <^  ) , polygones  sphé- 
riques  209 

* 1 1 Les  supplémentaires 210 

* 12-14  isoscèles;  symétrie ib. 

*14  Polygones  sphériques,  symétriques 211 

*16  Pyramide  sphérique ib. 

* 17  Pôle  des  cercles  de  la  sphère 213 

* 18-19  Prisme  inscrit,  circonscrit  au  cylindre. . . 216. 

*20-21  Pyramide  inscrite,  circonscrite  au  cône. . 217 

*22-23  Polyèdro  inscrit,  circonscrit  à la  sphère. . ib. 

24  Polyèdre  régulier 219 

*25  Surfaces  courbes  tangentes 224 

*26  Angle  du  cône  droit 225 

Propositions. 

* 1 Th.  Sections  planes  du  cylindre 202 

Rem.  Plan  do  symétrie  du  cylindre  circu- 
laire  203 

* 2 Th.  Sections  planes  du  cône ; ib. 

Retn.  Plan  do  symétrie  du  cône  circulaire  204 

**  3 Th.  Le  plan  tangent  au  cylindre,  au  cône, 

en  un  point  de  sa  surface. ib. 

* * 4 Th.  Le  plan  tangent  au  cylindre,  au  cône,  par 

un  point  extérieur 205 

5 Th.  Sections  droites  des  surfaces  de  révolu- 

tion  206 

6 Th.  Tout  grand  cercle  de  la  sphère  la  divise 

en  deux  parties  égales 207 

7 Th.  Les  petits  cercles  égaux  sont  également 

distants  du  centre  de  la  sphère 208 

8 Th.  Par  deux  points  pris  sur  la  surface  de  la 


■ Digitized  by  Google 


XWI 


TARLIi 


PiE«s. 


sphère  , on  peut  faire  passer  un  arc  de 

- grand  cercle 208 

- 9 Th.  Dans  un  <?•  convexe,  le  plus  grand  côté 

est  la  somme  de  deux  autres 210 

'10  Th.  Dans  un  •9’-  les  angles  opposés  à des  côtés 

égaux  sont  égaux , et  réciproquement  ib. 

11  Th.  Dans  un  9>  le  plus  grand  côté,  etc ib. 

1 2 Th.  Symétrie  dans  les  <?■ ib. 

‘ 13-18  Th.  Égalité  des-Ç>. ib. 

*19  Th.  Limite  de  la  somme  des  côtés  d’un  poly- 
gone sphérique  convexe 2U 

' 20  Th.  Limite  de  la  somme  des  angles  d’un  poly- 
gone sphérique  convexe ib. 

* 21  Th.  Polygones  sphériques  formés  avec  des  élé- 

ments donnés ib. 

‘22  Th.  Deux  polygones  sphériques  symétriques 

peuvent  se  décomposer  en  parties  su- 
perposables  ib. 

'23  Th.  Deux  pyramides  sphériques  symétriques 

peuvent  se  décomposer  en  parties  su- 

perposables ib. 

*24  Th.  Le  plus  court  chemin  sur  la  sphère,  etc.  212 

* 25  Th.  Tout  cercle  de  la  sphère  a deux  pôles. . . 213 

'26-27  Th.  Plan  tangent  à la  sphère,  etc 214 

* 28  Th.  A tout  tétraèdre  on  peut  circonscrire  une 

sphère  unique 217 

‘ 29  Th.  A tout  tétraèdre  on  peut  inscrire , etc. . ■ 218 

“30  Th.  Les  polyèdres  réguliers 219 

*  *  * 31  Th.  A tout  polyèdre  régulier  on  peut  inscrire 

et  circonscrire  une  sphère 222 

'*32  Th.  Intersection  de  deux  cylindres  d’arétes 
parallèles,  de  deux  cônes  de  même  som- 

. met 223 

“33  Th.  Contact  de  deux  cylindres  droits,  de  deux 

cônes  droits  de  même  sommet 224 

* ' 34  Th.  Conditions  pour  l’intersection  et  le  con- 

. tact  des  cylindres.. .-. ib. 

‘ ' 35  Th.  Id.  de  deux  cônes  droitsde  même  sommet.  225 


Digitized  by  Google 


DES  DÉFINITIONS  ET  PROPOSITIONS.  XXVII 

Page». 

36  Th.  Intersection  de  deux  surfaces  de  révolu- 

tion do  même  axe 226 

37  Tb.  Sphère  tangente  au  cylindre  droit,  au 

. " cône  droit 227 

LIVRE  VII. 

FIGÜRES  DANS  L’ESPACE. 

GRANDEUR  RELATIVE  DE  LEURS  ÉLÉMENTS. 

Définitions. 

1 La  similitude 231 

2 Plans  de  similitude  des  sphères 238 

3 Plaus  polaires,  pôles. 239 

4 Droites  polaires '. 241 

5 Axe  disomologue  de  trois  sphères ib. 

Propositions. 

1 Tb.  Deux  dièdres  sont  entre  eux, comme  leurs 

sections  droites 228 

2 Th.  Mesure  de  l’angle  polyèdre 5fâ9 

3 Th.  Les  polyèdres  semblables,  faces,  angles.  ib. 

4 Th.  Deux  polyèdres  semblables  peuvent  se  dé- 

composer en  tétraèdres  semblables,  etc.  232 

5 Th.  Similitude  des  tétraèdres. . ; 233 

Rem.  Nombre  des  conditions  de  la  similitude  ib. 

67  Th.  Similitude  des  cylindres  circulaires  , des 

cônes 234 

8 Th.  Similitude  des  surfaces  des  révolutions.  ■ ib. 

9 Th.  Axes  de  similitude  des  cylindres,  cônes, 

sphères. ib. 

10  Th.  Plans  de  similitude  de  quatre  sphères. . . ib. 

11  Th.  Plans  polaires  et  pôles  dans  la  sphère. . . 239 

12  Tb.  Le  plan  polaire  d’un  point  d’un  plan  passe 

■ par  le  pôle  de  ce  plan ......  240 


Digitized  by  Google 


XXVIII 


TABI.K 


l’a  je* 

240 


“13  Th.  Plan  disomologue  de  deux  sphères. 

“ 14  Th.  Les  six  plans  disomologues  de  4 sphères 

se  coupent  en  un  point 241 

“15  Th.  Deux  sphères  touchées  par  une  troisième.  «6. 

“16  Th.  Trois  sphères  touchées  par  une  quatrième.  ib. 

**  Sphère  tangente  à 4 autres ib. 

LIVRE  VIII. 

LES  FIGURES  DANS  L’ESPACE. 

GRANDEUR  RELATIVE  DES  AIRES  ET  VOLUMES  COMPARÉS 
PAR  L’INTERMÉDIAIRE  DE  LA  LONGUEUR. 

Définitions. 

1 Pyramide  régulièro 244 

2 Sens  des  expressions  : cylindre,  cône,  dans  ce 

livre '. . . . 245 

3 Fuseau  cylindrique 246 

4 Fuseau  conique - 247 

5 Tronc  de  cône ib. 

6 Zone  sphérique 250 

" 7 Fuseau  sphérique 251 

8 Rapport  des  volumes 257 

9 Volumes  équivalents ib. 

” 10—1 1 Secteur,  segment  cylindrique 268 

12  Secteur  sphérique 271 

* 13  Onglet .' 272 

*14  Segment 275 

§ 1.  Aires. 

Propositions. 

1 Th.  Surface  latérale  du  prisme 243 

2 Th.  — — de  la  pyramide  régulière.  244 

3 Tb.  — — du  cylindre  droit 245 

4 Th.  — — du  cône  droit 246 

5 Th.  — — du  tronc  de  cône  droit. . 247 


Digitized  by  Google 


DES  DÉFINITIONS  ET  PROPOSITIONS.  XXIX 

P«B.. 

Rem.  Développemenldu  cylindre  etdu  cône.  218 

6 Tb.  Surface  décrite  par  une  ligne  brisée  régu- 

lière  219 

7 Tb.  Aire  de  la  zone  sphérique,  de  la  sphère.  250 

* 8 Tb.  Aire  du  fuseau  sphérique 251 

* 9 Th.  Aire  du  polygone  sphérique.- 253 

'10  Th.  Rapport  des  aires  des  figures  semblables.  254 

11  Th.  Si  deux  pyramides  de  même  hauteur  sont 

coupées  par  un  plan  parallèle  au  plan 
commun  des  bases,  les  sections,  etc.  250 

§ 2.  Volumiîs. 

12  Th.  Rapport  de  deux  ^ équiangles 257 

13  Th.  Volume  du  ^ rectangle 258 

Subdivisions  du  mètre  cube. 260 

14  Th.  Volume  du  prisme ib. 

Idem.  Diverses  formes 26 1 

15  Th.  Deux  troncs  de  pyramides  de  même  hau- 

teur et  de  bases  équivalentes  sont  équi- 
valents  262 

16  Th.  Volume  de  la  pyramide 263 

* Rapport  des  volumes  de  deux  tétraèdres  qui 

ont  un  angle  trièdre  commun ib. 

*17  Tb.  Tronc  de  pyramide 263 

'18  Th.  Tronc  de  prisme  triangulaire 265 

'19  Th.  Deux  polyèdres  symétriques  sont  équiva- 
lents  266 

20  Th.  Volume  du  cylindre  circulaire 267 

21  Th.  Volume  du  cône  circulaire ib. 

22  Th.  Volume  du  tronc  de  cône 267 

23  Th.  Volume  du  corps  décrit  par  un  A,  etc.. . 268 

'24  Th.  Volume  du  corps  id 270 

25  Th.  Volume  de  la  sphère,  du  secteur,  de  l’on- 
glet, de  la  pyramide  sphérique 271 

'26  Th.  Volume  du  corps  décrit  par  un  segment 

sphérique •. 274 

'27  Th.  Volume  du  segment  de  sphère 275 


Digitized  by  Google 


XXX 


TABLE 


t*age», 

* 28  Th.  Comparaison  des  corps  circonscrits  à une 

sphère 216 

* 29  Th.  Comparaison  des  corps  semblables 277 

*  Problèmes  numériques 216 

*-*  Note  sur  la  transformation  des  figures.  283 

**  Th.  de  M.  Poncelet 286 

Note  sur  le  calcul  de  tc 292 

Exercices ■ ■ . 299 

Note  sur  le  volume  du  tronc  de  prisme  et  de 

l’obélisque 457 


LA  TRIGONOMÉTRIE." 

LIVRE  I, 

PBINC1PBS  PB  L ANALYSE  DES  FONCTIONS  ANGULAIBES. 

Définitions. 

1  But  de  la  trigonométrie 307 

2-4  Sinus,  tangente,  sécante 308 

5 Cosinus , cotangente , cosécante 309 

Conventions  pour  les  signes. 310 


Propositions. 

1 Pr.  Reconnaitre  les  signes,  les  valeurs  des 

lignes  trigonométriques 312 

2 Th.  Si  un  arc  augmente  d’un  nombre^ntier  de 

circonférences 314 

3 Th.  Si  un  arc  augmente  d’un  nombre  impair 

de  demi-circonférences 315 

4 Th.  Lignes  trigonométriques  de  deux  arcs 

égaux  et  de  signes  contraires 316 


■ Les  astérisques  désignent  ici  des  parties  qui  sortent  du  Cours 
élémentaire. 


Digitized  by  Google 


DES  DÉFINITIONS  ET  PROPOSITIONS. 


XXXI 

'■■'B'1' 


5 Tb.  Lignes  Irigonomélriques  de  deux  arcs  sup- 

plémentaires  

6 Pr.  Réduire  an  premiejr  quadrant  une  ligne  tri- 

gonoraétrique 

7 Pr.  Trouver  les  arcs  qui  répondent  à une  ligne 

Irigonométrique  donnée 

8 Tb.  L’angle  détermine  les  rapports  des  lignes 

Irigonomélriques 

Rem.  L’homogénéité. 

9 Pr.  Les  relations  entre  les  lignes  trigonomé- 

triques  d'un  même  arc 

10  Pr.  Exprimer  cinq  des  lignes  trigonométriques 

en  fonction  de  la  sixième 

1 1 Pr.  Calculer  sin  (a  HH  6),  cos  (a  &) ’ 

12  Pr.  Calculer  sin  2a,  cos  2a,  sin  3a,  etc 

Formule  de  Moivre 

13  Pr.  Trouver  sin  ^ a,  cos  ia  en  fonction  de 

JL  A 


cos  a 


14  Pr.  Trouver  sin  ^ a,  cos-^o  en  fonction  de 

« A 

« sin  a 


*15  Pr.  Trouver  sin  i a , cos  ^-a  en  fonction  de 

O u 


sin  a , cos  a 

16  Pr.  Trouver  tg  (a±6),  etc. . 

17  Pr.  Trouver  tg2a,  tg3a,  etc 

Id.  tg  na  


1 1 

18  Pr.  Trouver  tg  a , fj  — a,  etc 

* 19  Pr.  Établir  une  équation  entre  deux  lignes  res- 
pectivement relatives  aux  arcs  na,  ta 
20  Pr.  Transformer  uoe  somme  de  sinus  ou  cosi- 
nus en  un  produit,  et  réciproquement. 
Formules  diverses 


316 

317 
319 

321 

322 

323 

327 

329 

334 

335 


340 


342 


345 

350 

352 

353 

ib.  - 


360 

362 

366 


XXXI! 


TABLE 


LIVRE  H. 

RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES. 

§ 1.  CALCULEES  TABLES  DE  SINUS,  ETC. 
Propositions. 

r«6M 

1 Th.  Tout  arc  moindre  qu’un  quadrant  sur- 

passe son  sinus,  et  est  sa  tangente.  368 

2 Th.  Le  rapport  d’un  arc  infiniment  petit  à son 

sinus 3G9 

3 Th.  Le  rapport  des  différences  du  sinus  et  de 

l'arc 370 

* 4 Pr.  Développer  sinus  et  cosinus  en  fonction  de 

l’arc 371 

* 5 Pr.  Calculer  sin  10",  cos  10" 372 

* fi  Pr.  Calculer  les  sinus  et  cosinus  de  10 ''en  10".  374 

1,  Formules  de  vérification 37C> 

II  et  111.  Evaluation  de  l’erreur  du  calcul 

des  tables 378 

IV.  Le  rayon 382 

V.  Usage  des  tables ib • 

* 7-10  Pr.  évaluation  de  l’erreur  de  la  proportion 

des  différences;  tables  des  erreurs. . . 383 


§ 2.  Résolütiôn  des  à. 

11  Tb.  Dans  tout  A rectangle  chaque  c6lé  de l’A 

droit  est  égal  A l’by  pothénuse  multipliée 
par,  etc 394 

12  Th.  Dans  tout  A les  sinus  des  A sont  ::  les 

c6tés  opposés 395 

13  Th.  Dans  tout  À le  carré  d’un  coté , etc 366 

14-17  Pr.  Résolution  des  diverses  cas  du.  a rec- 
tangle  • • 399 

18-21  Pr»  Résolution  des  diyers__cas  du  A obli- 

quangle » 40 1 


Digitized  by  Google 


DES  DÉFINITIONS  ET  PROPOSITIONS.  XXXIII 

P»ge». 

22  Pr.  Trouver  la  surface  d'un  A en  fonctions  de 

trois  des  éléments. 412 

Exemples 413 

§ 3.  Résolution  des 

* 23  Pr.  Principes  pour  celte  question 421 

24  Pr.  Formules  de  Néper 428 

25-30  Pr.  Résolution  des  <?■  rectangles 432 

31-36  Pr.  Résolution  des  •ç*  obliquangles 435 

37-38  Discussion  de  cas  ambigus 442 

39  Pr.  Surface  du  en  fonction  des  trois  côtés.  445 

Exemples 447 

Note.  Formules  de  la  page  372  452 


ADDITIONS. 

Page  il,  dernière  ligne  : après  CD,  ajoutes  siluées  dans  un  même 
plan. 

Livre  V,  l'rop.  13.  Cor.  Si  deux  droites  concourantes  A,  B,  sont 
respectivement  parallèles  à deux  droites  concourantes  A',  B',  le  plan 
(AB)  des  deux  premières  est  parallèle  au  plan  (A'B')  des  deux  autres. 
Car  si  les  plans  AB  , A'B',  qui  contiennent  respectivement  les  droites, 
A, A',  se  coupaient,  leur  intersection  serait  parallèle  à A;  de  même 
elle  le  serait  à B.  Donc  deux  droites  A , B,  issues  d'un  même  point 
seraient  parallèles  à une  même  droite,  ce  qui  ne  se  peut. 

Livre  V,  l'r.  19.  Cor.  Deux  plans  parallèles  ÇD,  CD’,  sont  partout 
également  distants.  En  effet,  soient  dc^  droites  AB,  A'B',  perpendi- 
culaires au  plan  CD;  elles  le  seront  aussi  au  plan  CD'  (p.  17);  d'ailleurs 
elles  seront  parallèles  (p.  9,  2").  Donc  elles  sont  égales , etc. 

SUPPRESSIONS. 

L'indication  1“  , en  tête  du  théorème,  p.  3,  et  aux  p.  13, 14, 19, 1. 2. 

Læs  mots  : pour  la  seconde  l'ois , page  48  , ligne  8 en  remontant. 


■^^tized  by  GotJgl 


FAUTES  A COR  K IG  EK. 


Pages 

Lignes. 

Au  lieu  de 

Lisez 

18 

11  en  rem. 

AB-t-DC  . 

AD+DC 

25 

10  id. 

B 

A 

40 

6 

BD 

BC 

60 

14  en  rem. 

11  5 

11  : 5 

62 

17 

le  rendre 

rendre  ce  reste 

142 

. 5 . 

b— ib'> 

b — b'< 

173 

3jcn  rem. 

pris  le 

pris  dans  le 

210 

. 9 

I.  ' 

polyèdre 

polygone 

233 

5 . 

demi-somme 

somme 

ib. 

'7 

1 

1 

8 

2 

254 

14 

Remarque.  Soit 

Cela  posé  soit 

335 

20  et  23 

» 

oe 

RENVOIS  A RECTIFIER. 


27 

13 

. 23 

19 

28 

8 

d.  1 

d.  2 

31 

5 en  rem. 

42 

45 

211 

2 id. 

42  fig.  251 

46  lig.  2: 

Digitized  by  Google 


GÉOMÉTRIE 

ÉLÉMENTAIRE.  ' 


OBJET  DE  LA  GÉOMÉTRIE.  - DIVISIOX  DES  MATIÈRES. 

Définition  1.  Parmi  les  propriétés  des  corps,  la  géomé- 
trie ne  considère  que  l’étendue  : elle  est  la  science  de  l’é- 
tendue limitée;  son  objet  est  d’étudier  cette  propriété  sous 
le  rapport  de  la  forme  et  de  la  grandeur. 

Quant  à la  forme,  l’étendue  offre  deux  modifications 
principales  : l’une  appelée  surface,  l'autre  appelée  ligne. 

Déf.  2.  On  nomme  surface  la  limite  qui  circonscrit  un 
corps.  Une  surface  peut  être  plus  ou  moins  grande:  si  on  la 
conçoit  divisée  en  parties,  la  surface  totale  est  plus  grande 
que  chaque  partie.  Une  surface  est  une  grandeur. 

Déf.  3.  Si  une  surface  est  divisée  en  parties,  les  limites 
qui  les  séparent  sont  appelées  des  lignes.  Une  ligne  peut  être 
plus  ou  moins  longue.  — Une  ligne  est  une  grandeur. 

Déf.  4.  Une  ligne  étant  terminée  ou  divisée  en  parties, 
les  extrémités  de  la  ligne  ou  de  ses  parties  se  nomment  des 
points. 

Le  volume  d’un  corps  peut  aussi  être  plus  ou  moins  grand: 
le  volume  est  une  troisième  espèce  de  grandeur.  Tout  assem- 
blage de  points,  de  lignes,  de  surfaces,  de  corps,  se  nomme 
une  figure. 


« 
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Etudier  la  forme  des  lignes,  des  surfaces,  c’est  les  com- 
parer sous  le  rapport  de  celte  propriété  ; or,  pour  cela  il 
faut  un  terme  de  comparaison  final,  une  forme  primitive 
dont  la  notion  n’exige  pas  elle-mêmè  la  connaissance  de 
de  quelque  autre  forme. — Cette  forme,  dont  tout  le  monde 
a une  idée  plus  ou  moins  nette,  s’appelle  ligne  droite,  ou 
simplement  droite. 

Déf.  5.  La  ligne  droite  est  la  plus  courte  ligne  qui  puisse 
être  conçue  d’un  point  à un  autre.  Nous  regardons  comme 
vérités  d’expérience:  1°  que  d’un  point  à un  autre  on  peut 
toujours  concevoir  une  droite,  mais  qu’on  n’en  saurait 
imaginer  plus  d’une  ; 2°  que  toute  droite  peut  être  prolongée 
dans  deux  sens,  mais  d’une  manière  seulement  dans  chaque 
sens,  de  telle  façon  qu’une  droite  prolongée  est  encore  une 
droite.  Il  s’ensuit  que  deux  droites  qui  ont  deux  points 
quelconques  communs,  ne  forment  qu'une  seule  et  même 
droite.  Cela  posé  , la  géométrie  admet  dans  son  domaine 
toutes  les  lignes  et  surfaces  qui  peuvent  être  définies  d’une 
manière  exacte  et  exclusive  au  moyen  de  la  droite,  soit  mé- 
diatement,  soit  immédiatement.  La  droite  est  donc  la  forme 
fondamentale,  élémentaire  de  toute  la  géométrie.  — Elle 
est  aussi  la  base  de  la  géométrie  quant  aux  grandeurs  ; car 
la  comparaison  de  celles-ci  sera  ramenée  à la  comparaison 
des  longueurs,  et  la  longueur  est,  parmi  les  différentes 
grandeurs  géométriques,  celle  qui  se  prête  le  plus  facile- 
ment à nos  moyens  de  connaître. 

Déf.  6.  Une  ligne  composée  de  droites  qui  se  coupent 
successivement,  se  nomme  ligne  brisée. 

Déf.  7.  Toute  ligne  qui  n’est  ni  droite  ni  brisée,  se 
nomme  ligne  courbe. 

Parmi  les  surfaces,  il  en  est  une  qui  ne  suppose  que  la 
notion  de  la  droite,  et  à laquelle,  pour  cette  raison,  on  com- 
pare toutes  les  autres,  immédiatement  ou  non.  — C’est  le 
plan. 

Déf.  8.  Le  pian  est  une  surface  à laquelle  une  droite 
peut  s’appliquer  exactement  dans  tous  les  sens,  de  telle  fa- 
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çon  que  toute  droite  qui  passe  par  deux  points  du  plan  est 
tout  entière  sur  cette  surface. 

Remarque.  Nous  admettons  comme  vérités  d’observation  : 
1°  que  tout  plan  peut  se  prolonger  indéfiniment  dans  tous 
les  sens  ; 2°  que  si  l’on  considère  deux  points  situés  l’un 
d’un  côté  d’un  plan , l’autre  de  l’autre  côté , tous  les  deux 
d’ailleurs  hors  du  plan,  toute  ligne  non  interrompue, 
droite  ou  non,  qui  va  d’un  de  ces  points  à l’autre,  coupera 
le  plan  au  moins  en  un  point;  3°  si  une  droite  AB  (fig.  1) 
est  située  dans  un  plan  CD,  toute  ligne  non  interrompue, 
droite  ou  non,  qui  est  dans  ce  plan , et  qui  passexl’urt  point 
E,  pris  d’un  côté  de  AB,  à un  point  F,  pris  de  l’autre,  cou- 
pera AB  au  moins  en  un  point  ; 4“  que  tout  plan  peut  tour- 
ner autour  d’une  droite  qui  y est  située,  et  parcourir  ainsi 
tout  l’espace,  de  sorte  qu'il  n’existe  aucun  point,  que  le 
plan,  dans  son  mouvement,  ne  puisse  enfin  atteindre. 

La  définition  5 explique  les  propriétés  premières  de  la 
droite.  On  en  déduit  les  suivantes  par  rapport  au  plan. 

Théorème.  — Fig.  2. 

Par  trois  points  non  situés  en  ligne  droite  on  peut  toujours 
faire  passer  un  plan  unique. 

1°  Soient  les  trois  points  A,  B,  C,  non  situés  en  ligne 
droite.  Tirez  la  droite  indéfinie  AB.  Daos^un  plan  quelcon- 
que tirez  unedroite;  transportez  cçpian  jusqu’à  ceque  cette 
dernièredroite  s'applique  sur  AB;  faites  alors  tourner  ce  plan 
autour  de  AB.  jusqu’à  ce  qu’il  contienne  le  point  C,  ce  qui 
est  possible,  d’après  l’axiome  4"  ci-dessus.  Le  plan  contien- 
dra donc  les  trois  points  A,  B,  C.  Soit  DE  ce  pian.  Je  dis  de 
plus  que  tout  autre  plan  qui  contient  ces  trois  points , se 
confondra  avec  le  plan  DE.  En  effet,  soit  FG  un  second  plan 
passant  par  ces  trois  points;  la  droite  AB  ayant  deux  points 
A,  B dans  chacun  des  plans  DE,  FG  (déf.  8),  est  tout  en- 
tière dans  chacun  de  ces  plans.  Il  en  sera  de  môme  de  la 
droite  BC  qui  joint  les  points  B,  C.  Cela  posé,  prenez  dans 
le  plan  DE  un  point  quelconque  H : je  dis  que  ce  point  H 
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sera  aussi  dans  le  plan  FG.  Pour  le  prouver,  prenez  sur  AB 
prolongée  de  l’autre  côté  de  EM]  par  rapporté  H,  un  point 
quelconque  I : tirez  la  droite  IH.  La  droite  AB  étant  dans  le 
plan  DE,  le  point  I s’y  trouve  aussi  ; le  point  H y est  égale- 
ment ; donc  1a  droite  III  est  dans  ce  même  plan  DE,  et  elle 
coupera  la  droite  BC,quiestdansce  plan(déf.8,  rem.).  Soit  K 
le  point  d’intersection  de  BG  et  IH;  les  droites  AB,  BC  sont 
aussi  dans  le  plan  FG  : donc  les  points  I,  K,  pris  respective- 
ment sur  ces  droites  sont  dans  ce  plan,  ainsi  que  la  droite  IK. 
Mais  dès  lors  le  point  H,  situé  sur  IK,  est  lui-même  dans  le 
plan  FG.  Donc  en  effet  tout  point  II,  pris  dans  le  plan  DE,  se 
trouve  dans  le  plan  FG  ; donc  le  plan  DE  se  confond  avec  FG. 

Remarque.  Au  lieu  des  trois  points  A,  B,  C,  on  pourrait 
donner  les  droites  AB,  BC,  pour  déterminer  le  plan  DE. 

Déf.  9.  Toute  surface  qui  n’est  ni  plane,  ni  composée  de 
surfaces  planes,  est  appelée  surface  courbe. 

Le  plan,  a-t-on  dit,  est  le  terme  de  comparaison  final 
des  surfaces.  L’étude  du  plan  doit  donc  précéder  celle  des 
surfaces  courbes,  et  des  surfaces  formées  d’assemblages  de 
de  plans.  De  là  la  division  de  la  géométrie  en  géométrie 
des  figures  planes,  et  géométrie  de  l'espace  (figures  non 
planes).  * 

Parmi  les  figures  curvilignes,  la  géométrie  élémentaire 
ne  considère  que  celles  qui  dérivent  du  cercle,  dont  l’idée 
est  généralemenfaussi  familière  que  celle  de  la  droite.  On 
le  définira  plus  loin.  , 

Dans  une  figure  plane  il  ne  peut  y avoir  que  trois  choses 
à considérer  : la  longueur  des  lignes,  leur  position  relative, 
et  la  surface.  C’est  donc  sous  ces  trois  points  de  vue  seule- 
ment que  nous  aurons  à étudier  les  propriétés  des  figures 
planes.  Quant  à l’espace,  il  y aura  de  plus  à considérer  les 
• volumes. 

Il  est  évidentque  la  première  étude  à faire  sur  les  figures, 
c’est  de  les  définir,  d'en  reconnaître  la  composition.  Or,  il  est 
naturel  de  commencer  par  les  figures  rectilignes.  D’un  autre 
côté,  on  peut  s’assurer  a priori  qu’une"  combinaison  de  lignes 
droites,  une  figure  rectiligne  quelconque,  peut,  se  détermi- 
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ner  par  le  moyen  des  positions  ou  directions  relatives  de  ces 
droites,  et  les  longueurs  de  celles  qui  ne  sont  point  indéfi- 
nies. C’est  pour  cela  que  nous  regarderons  la  direction  re- 
lative et  la  longueur  comme  les  éléments  fondamentaux  des 
figures  ; mais  la  direction  relative  de  deux  droites  situées 
dans  un  plan  s’estime  par  leur  inclinaison,  qui  pouvant  être 
plus  ou  moins  grande,  est  une  grandeur  d'un  nouveau  genre 
que  nous  apprendrons  à connaître  bientôt  sous  le  nomd’ang/e. 
D’un  autre  côté,  des  grandeurs  géométriques  peuvent  être 
combinées  entre  elles  de  deux  manières  : i°  immédiatement 
et  sans  le  secours  des  nombres;  2°  par  l’intermédiaire  des 
nombres.  C’est  ainsi,  quant  au  premier  cas,  que  des  droites 
peuvent  être  ajoutées  l'une  à l’autre,  sans  qu’on  sache  quelle 
est  leur  expression  en  nombres.  Que  si  à l'idée  d’étendue  on 
joint  celle  de  nombre,  il  y a complication.  Donc  pour  passer 
du  simple  aucomposé,  il  convient  d’étudier  d’abord  les  figures 
planes  dans  leurs  éléments,  indépendammentdelapossibilité 
d’exprimer  ceux-ci  en  nombres,  c’est-à-dire  en  les  consi- 
dérant dans  leur  grandeur  absolue.  Après  cela  on  s’occupera 
des  relations  numériques  de  ces  mêmes  éléments,  et  enfin 
de  celles  des  surfaces  des  figures  planes. 

Dans  l’espace  il  y aura  à traiter  des  assemblages  de  droites, 
de  plans,  de  surfaces  courbes  ; les  angles  et  les  longueurs 
sont  encore  ici  les  grandeurs  élémentaires,  dont  l’étude  sera 
suivie  de  celle  des  surfaces  (grandeurs)  et  des  volumes.  De  là 
lès  divisions  suivantes  : 

Livre  I.  Les  figures  planes  : grandeur  absolue  de  leurs 
éléments  : la  droite. . 

Livre  II.  Les  figures  planes  : grandeur  absolue  de' leurs 
éléments  : le  cercle  et  la  droite. 

Livre  III.  Les  figures  planes  : grandeur  relative  des  élé- 
ments. [Lois  numéiiques  de  L étendue.) 

Livre  IV.  Les' figures  planes  : grandeur  relative  des  sur- 
faces comparées  au  moyen  de  la  longueur.  [Lois  numériques.) 
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Livre  V.  Les  figures  dans  l’espace  : grandeur  absolue  de 
leurs  éléments  : la  droite.. 

Livre  VI.  Les  figures  dans  l'espace  : grandeur  absolue 
de  leurs  éléments  : la  droite  et  le  cercle. 

Livre  VII.  Les  figures  dans  l’espace  : grandeur  relative 
de  leurs  éléments.  ( Lois  numériques.) 

Livre  VIII.  Les  figures  dans  l’espace  : grandeur  relative 
des  surfaces  et  des  volumes  comparés  par  le  moyen  de  la 
• longueur.  (Lois  numériques.) 

Remarquer  que  les  livres  1,  2,  5,  6 comprennent  pro-“ 
prement  la  géométrie  pure,  indépendante  du  nombre,  la 
géométrie  des  formes.  Aussi  cette  partie  de  la  géométrie  est- 
elle  subdivisée  d’après  la  nature  différente  des  formes.  Les 
livres  3,  4,  7,  8 comprennent  le  calcul  appliqué  à l’étendue, 
et  cette  partie  est  subdivisée  d’après  la  nature  différente  des 
grandeurs.  Ici  c’est  l’idée  de  grandeur  qui  est  le  point  de 
départ.  Du  reste  la  séparation  n’est  pas  tranchée  et  ne  sau- 
rait l’être  : toutes  ces  parties  sont  liées  les  unes  aux  autres 
de  la  manière  la  plus  intime. 

Ces  huit  livres  contiennent  les  lois  élémentaires  qui  ré- 
gissent l’étendue  figurée. 

Remarque.  Si  par  la  suite  il  nous  arrive  de  regarder  le 
point  comme  un  élément  des  figures,  il  est  évident  que  le  mot 
élément  n’aura  pas  dans  ce  cas  le  sens  de  grandeur  élémen- 
taire, sens  qu’il  a dans  ce  qui  précède. 
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LIVRE  L 

LES  FIGURES  PLANES  : 
GRANDEUR  ABSOLUE  DE  LEURS  ÉLÉMENTS. 


LA  DROITE. 


\°  La  direction  relative  dans  i concourantes , pr.  1 — 5. 

les  droites ( non  concourantes , pr.  b— H. 

2"  La  direction  relative  et  la  j les  triangles,  pr.  -12 — 22. 

longueur,  dans.  . . .[les  polygones  quelconques,  pr.  23 — 51. 

Dék.  1. — Fn;.3.Une£gureforméededeuxdroitesAB,  AC, 
qui  sont  situées  dans  un  même  plan  et  se  coupent  en  un 
point  A,  s’appelle  un  angle;  le  point  A se  nomme  le  sommet 
de  l’angle;  les  droites  AB,  AC,  se  nomment  les  côtés. 

Pour  se  faire  une  idée  nette  de  l’angle,  on  n’a  qu’à  sup- 
poser que  la  droite  AB,  d’abord  couchée  sur  AC  et  ne  faisant 
qu’une  seule  et  même  droite  avec  celle-ci,  tourne  autour 
du  point  A,  tandis  que  AC  reste  fixe;  à mesure  que  AB 
tourne,  l’angle  qu’elle  fait  avec  AC  augmente. 

L’angle  se  désigne  par  trois  lettres,  dont  une  placée  au 
sommet  et  les  deux  autres  sur  les  côtés  ; la  lettre  du  sommet 
se  place  entre  les  deux  autres.  Ainsi  l’angle  formé  par  AB 
et  AC  se  nomme  l’angle  BAC. 

Soit  un  second  angle  bac;  plaçons  le  côté ac  sur  AC,  de 
façon  que  le  point  a tombe  sur  A ; Je  point  c tombera  quelque 
part  en  E.  Si  l’on  couche  le  plan  ôaesur  le  planBAC,  trois  cas 
pourront  se  présenter  : 1°  le  côté  ab  peut  tomber  sur  AB, 
de  sorte  que  b vienne  tomber  en  un  point  F ; dans  ce  cas 
on  dit  (jue  l’angle  bac  est  égal  à l’angle  BAC  ; 2°  le  côté  ab 
peut  tomber  entre  AB  et  AC,  par  exemple,  sur  AU,  et  dans 
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ce  cas  l’angle  bac  qst  dit  plus  petit  que  BAC.;  3°  enfin,  si  le 
côté  ab  tombe  hors  de  l’angle  BAC,  en  AG  je  suppose,  l’an- 
gle bac  sera  dit  plus  grand  que  BAC.  On  voit  donc  que  la 
longueur  des  côtés  n’entre  point  en  ligne  de  compte  dans  la 
considération  de  l’angle. 

Au  lieu  de  désigner  un  angle  par  trois  lettres,  on  peut  le 
désigner  par  la  seule  lettre  du  sommet,  s’il  n’y  en  a qu’un  qui 
ait  son  sommet  au  môme  point  . ainsi  on  peut  dire  l’angle  a. 

Si  deux  angles  BAD,  DAC,  situés  dans  le  môme  plan,  ont 
même  sommet  A,  et  un  côté  commun  AD,  l’angle  BAC  formé 
par  les  côtés  non  communs,  est  appelé  la  somme  des  angles 
BAD , DAC;  par  suite  DAC  est  la  différence  des  angles  BAC, 

BAD.  Si  l’on  fait  une  somme  de  3,  4,  etc.,  angles  égaux  à 
un  angle  donné,  on  aura  multiplié  celui-ci  par  3,  4,  etc. 

Déf,  2.  Fig.  4. — Si  une  droite  AB,  ou  AE,  part  d’un  point 
A d’une  autre  droite  DC*  deux  cas  sont  possibles  : ou  la 
première  droite  fait  avec  In  seconde  deux  angles  adjacents 
égaux,  ou  elle  fait  avec  celle-ci  deuxiangles  inégaux  : si  la 
droite  AB  fait  avec  DC  deux  angles  égaux  BAD,  BAC,  ces 
angles  sont  dits  droits,  et  la  droite  AB  est  dite  perpendiculaire 
à DC.  Dans  le  cas  où  une  droite  AE  fait  avec  CD  deux  angles 
..inégaux  DAE,  CAE,  ces  angles  sont  appelés  obliques,  et 
la  droite  AE  est  dite  oblique  à DC. 

PROPOSITION  I. 

Théorème.  — Fig.  4. 

En  un  point  A d’une  droite  DC,  et  dans  un  même  plan 
qui  la  contient,  il  n existe  pas  plus  d'une  perpendiculaire  à 
cette  droite  DC , d'un  même  côté  de  cette  droite. 

En  effet,  soit  AB  une,;perpendiculaire  à DC  : les  angles  . * 
DAB,  CAB  sont  égaux  (déf.  2);  mais  si  de  A on  mène  du 
même  côté  de  DC,  une  droite  AE  quelconque  , l’angle  EAC 
sera  •<  BAC,  tandis  que  EAD  > BAD  ou  BAC;  donc  EAC 
< EAD,  et  la  droite  AE  est  oblique.  Donc  ; etc. 

Corollaire.  Soit  une  droite  HF,  perpendiculaire  à Gl; 
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placez  le  point  F sur  A,  et  la  droite  Gl  sur  DG;.  couchez  le 
plan  GHI  sur  le  plan  DBG;  la  droite  FH  devra,  après  celte 
transposition,  être  perpendiculaire  à DC  ; donc  elle  coïncide 
avec  AB,  et  l'angle  droit  GFH  coïncide  avec  DAB  et  lui  est 
égal.  Donc  tous  Iqs  angles  droits  sont  égaux. 

Déf.  3.  - — Fig.  4.  Tout  angle  EAC  plus  petit  qu'un  an- 
gle droit  est  appelé  angle  aigu.  Tout  angle  EAD  plus  grand 
qu’un  angle  droit  est  appelé  angle  obtus. 

Deux  angles  sont  dits  de  môme  espèce  s’ils  sont  tous  les 
deux  ou  aigus,  ou  droits,  ou  obtus. 

Déf.  4.  Deux  angles  dont  la  somme  est  égale  à deux  an- 
gles droits  sont  dits  supplémentaires  ; on  dit* encore  que  l’un 
est  le  supplément  de  l’autre. 

Remarque  1.  Deux  angles  qui  ont  le  môme  supplément 
sont  évidemment  égaux. 

Remarque 2.  Le  supplément  d'un  angle  droit  est  lui-méme 
un  angle  droit. 

PROPOSITION  II. 

Théorème.  — Fig.  5. 

Toutes  les  fois  qu'une  ligne  droite  CD  en  rencontre  une  * 
autre  AB,  les  angles  adjacents  ADG,  CDB,  sont  supplémen- 
taires. 

Car  si  au  point  D on  mène  la  droite  DE  perpendiculaire  à 
AB,  l’angle  ADG  se  composera  de  ADE-I-EDG;  donc  ADC * 
-f-CDB=ADE4-EDC+CDB';  or,  ADE  est  un  angle  droit; 
EDC+CDB  forme  l’angle  droit  EDB  ; donc  ADC-t-CDB  vaut 
deux  angles  droits.  * , **•• 

Corollaire.  — Fig.  4.  Si  l’un  des  deux  angles  adjacents 
était  droit,  l’autre  le  serait  aussi  (déf.  4,  rem.  2).  Par  consé- 
quent, pour  qu’une  droite  HF  (lig.  4)  soit  perpendiculaire  à 
une  antre  GI,  il  suffit  que  l’un  des  deux  angles  adjacents 
GFH,  IFH  soit  droit,  puisque  dès  lors  l’autre  l’est  aussi  (déf.  2). 

Donc  si  une  droite  FH  est  perpendiculaire  a une  autre  Gl, 
réciproquement  GF  est  aussi  perpendiculaire  à HK  ; car  III 

s ■. 
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étant  perpendiculaire  à GI,  l’angle  GFH  est  droit,  ce  qui 
suffit  pour  que  GF  soit  perpendiculaire  à 11K. 

Remarque. — Fig.  5.  Si  du  point  1)  on  tire  du  même  côté 
de  AB  tant  de  droites  qu’on  voudra,  la  somme  des  angles  con- 
sécutifs ADH , HDG,  GDG,  etc.,  est  la  même  que  celle  des 
deux  angles  droits  ADE,  EDB. 

PROPOSITION  III. 

Théorème.  — Fig.  5. 

Réciproquement  si  deux  angles  adjacents  ABC,  CDB,  font 
en  somme  deux  angles  droits  , les  côtés  extérieurs  AI) , I)B , 
seront  en  ligne  droite. 

Car  si  DB  n’était  pas  le  prolongement  de  AD,  soit  I)K 
ce  prolongement  ; la  ligne  ADR  serait  droite  , et  la  somme 
des  angles  ADC+CDK  serait  égale  à deux  droits;  mais  si 
cela  était,  la  somme  ADC-t-CDB  serait  plus  petite  que  deux 
droits,  ce  qui  n’est  pas.  Donc  DK  ne  saurait  être  le  prolon- 
gement de  AD.  Donc  DBestce  prolongement. 

PROPOSITION  IV. 

Théorème.  — Fig.  6. 

Si  deux  droites  AB,  CE,  se  coupent,  les  angles  opposés 
„ au  sommet  sont  égaux. 

En  effet,  AB  étant  une  ligne  droite , l’angle  ADC  est  sup- 
plémentaire de  CDB  (p.  2);  par  une  raison  semblable,  le 
* même  angle  ADC  est  supplémentaire  de  ADE  ; donc  les 
deux  angles  ADE,  CDB  ont  le  même  supplément  et  sont 
égaux  (déf.  4,  r.  1).  On  prouve  de  même  que  ADC=BDE. 

Remarque  1 . La  somme  des  4 angles  formés  autour  du 
point  D vaut  4 augles  droits.  Car  (p.  1)  la  somme  des 
angles  ADC  + CDB  vaut  2 droits,  de  même  que  la  somme 
des  angles  ADE-I-EDB. 

En  général,  si  d’un  point  D on  mène  , dans  différentes 
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directions,  tant  de  droites  qu’on  voudra,  la  somme  des  angles 
consécutifs  ainsi  formés  sera  la  môme  que  celle  des  angles 
ADC,  CDU,  BDE,  EDA , laquelle  vaut  quatre  angles  droits. 

Remarque  2.  Deux  portions  de  droites  AD,  DC,  font 
proprement  entre  elles  deux  angles , dont  un  seul  a été 
considéré  jusqu’ici  ; l’autre,  plus  grand  que  2 droits  , est 
ici  la  somme  des  trois  angles  ADE , EDB , BDC.  Ce  qui  vient 
d’être  dit  complète  la  notion  de  la  somme  des  angles. 

Déf.  5. — Fig.  7.  Lorsquedeux  droites  AB,  CD,sontcou- 
pées  par  une  troisième  EF,  celle-ci  prend  , par  rapport  aux 
deux  autres,  le  nom  de  sètanle  ou  transversale.  En  accou- 
plant un  angle  en  G avec  un  angle  en  11,  on  obtient  divers 
couples  que  l’on  distingue  d’après  les  conventions  suivantes  : 

On  appelle  1°  alternes  deux  angles  situés  de  côtés  diffé- 
rents de  la  sécante  ; tels  sont  EGB , EHC  ; 

2°  Angles  du  meme  ctité , deux  angles  pris  du  môme  côté 
de  la  sécante,  comme  EGB,  EHD  ; 

3°  Interne,  tout  angle  traversé  par  une  des  deux  droites 
AB,  CD  : tel  est  EHD  , que  traverse  GB  ; 

4°  Externe,  tout  angle  que  ne  traverse  aucune  de  ces 
mômes  droites,  par  exemple,  l’angle  EGB. 

Combinant  ces  dénominations,  on  appellera  : 

1°  Angles  alternes  internes,  les  angles  BGF,  CHE,  ou 
AGF,  EHD; 

2°  Angles  alternes  externes,  2 couples  : EGB,  CHF,  ou 
AGE , DHF ; 

3°  Internes  externes  (sous-entendu  d’un  même  côté); 

4 couples  : EGA , E1IC;  AGF,  CHF;  EGB,  EHD;  BGF, 
DHF;  on  les  appelle  aussi  correspondants; 

4°  Internes  d’un  môme  côté,  2 couples  : AGF,  CHE; 
BGF , DHE  ; 

5°  Externes  d’un  môme  côté,  2 couples  : EGA,  CHF; 
EGB,  DHF. 

Remarque.  Deux  droites  indéfinies,  situées  dans  un  plan, 
ne  peuvent  offrir  que  deux  cas  : ou  elles  se  rencontrent , ou 
elles  ne  se  rencontrent  pas. 

I)ef.6.  Deux  droites  AB,  CD  (bg.  8),  sont  dites  parallèles, 
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si,  prolongées  indéfiniment,  elles  ne  se  rencontrent  pas. 
Deux  droites  qui  se  rencontrent  sont  dites  concourantes. 

PROPOSITION  V. 


Théorème.  — Fig.  8. 


Deux  droites  AB,  CD,  sont  parallèles,  si  par  rapport  à 
une  sécante  quelconque  EF, 


Deux  angles 


( 

j 


1°  alternes  externes  \ 

2°  alternes  internes  Uottl  égaux ; 

5°  internes  externes  ! 

<4°  internes  ) 

5°  externes  \ll  un  même  côté  sont  supplémentaires. 


1"  Supposons  que  les  angles  alternes  internes  AGF,  DUE 
soient  égaux.  Je  disque  les  droites  AB,  CD  ne  pourront  pas 
se  rencontrer.  En  effet,  admettons,  s’ il  est  possible,  qu’elles 
puissent  se  rencontrer  à droite  de  EF.  Puisque  les  angles 
ACF , DHE  sont  égaux , leurs  suppléments  BGH , CHG  le  se- 
ront aussi.  Cela  posé,  soit  la  figure  B'G'H'D' égale  àBGHD, 
de  façon  queG'H'=GH,  l’angle  B'G'H'=BGHtH  D'H'G'=DHG. 
Cette  üguçe  pourra  se  superposer  avec  BGHD  ; savoir  : G'H' 
sur  son  égal  GH,  l’angle  H'G'B’  sur  HGB,  et  en  môme  temps 
G'HD'  sur  son  égal  GHD.  Si  donc  les  droites  GB,  HD  se 
rencontrent  vers  la  droite , G'B',  HT)'  se  rencontreront  aussi. 
Or,  je  dis  que  la  figure  AGHC  est  aussi  égale  à B'G'H'D'  : 
en  effet,  on  peut  placer  GH  sur  H'G',  le  point  H en  G',  le 
point  G en  H’;  l’angle  AGH,  égal  à GHD,  coïncidera  avec 
G'HD  qui  est  égal  à GHD;  etGHC,  égal  à BGH,  coïncidera 
de  môme  avec  B G'H'.  Si  donc  G’B',  H D'  se  rencontrent,  il  eu 
* sera  de  môme  de  GA  et  de  HC  ; donc  les  droites  AB  , CD  se 
rencontreraient  aussi  bien  à gauche  de  EF  qu’à  droite,  et 
ces  deux  droites  AB,  CD  auraient  deux  points  communs 
sans  se  confondre,  ce  qui  est  impossible  (prél.,  déf.  5).  Donc 
elles  ne  se  rencontrent  pas  , et  sont  parallèles. 

Si  l’on  avait  supposé  égaux  les  angles  alternes  internes 
BGH,  CHG,  on  en  aurait  conclu  que  AGF=DHE,  et  on  au- 
rait raisonné  de  même. 

t 
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2“  Supposons  que  les  angles  alternes  externes  EGB,  CHF 
soient  égaux  ; il  en  résulte  que  leurs  opposés  au  sommet 
AGF  , DHE  sont  égaux,  ce  qui  ramène  au  premier  cas.  • 

De  même  si  l’on  suppose  AGE=DHF , on  en  conclura 
l égalité  de  leurs  suppléments  AGF , DHE. 

3°  Considérons  l’un  des  quatre  couples  d’angles  internes 
externes,  par  exemple,  EGB,  EIII)  : s’ils  sont  égaux,  on  en 
conclura  que  AGF,  opposé  au  sommet  avec  le  premier,  est 
égal  au  second  , ce  qui  est  le  premier  cas.  Si  BGF=DHF  , 
l’angle  CHG,  opposé  au  sommet  au  dernier,  sera  égal  au  pre- 
mier, et  ce  sont  des  angles  alternes  internes.  De  même  des 
deux  autres  couples. 

4°  Admettons  que  les  angles  internes  du  même  côté  AGF, 

CHE  soient  supplémentaires;  l’angle  DHE,  supplément  du 
second,  sera  par  suite  égal  au  premier,  AGF,  qui  avec 
DHE  forme  des  angles  alternes  internes  égaux.  Si  ce  sont 
les  angles  BGF,  DHE  qui  sont  supplémentaires,  l’angle 
AGF,  supplémentdu  premier  , donnera  avec  le  second  DHE, 
deux  angles  alternes  internes  égaux. 

5°  Enfin , si  les  angles  externes  d’un  môme  côté  AGE , 

CHF  sont  supplémentaires,  il  s’ensuivra  que  AGH,  supplé- 
ment du  premier,  est  égal  à GHD , opposé  au  sommet  du 
second  ; donc,  etc.  De  même  si  EGB  est  supplément  de  DHF, 
on  verra  que  AGH  , égal  au  premier,  est  aussi  égal  à DHE 
supplément  du  second  , etc. 

Corollaire. — Fig.  9.  Deux  droites  AB,  CD,  perpendicu- 
laires à une  même  troisième  EF,  sont  parallèles.  Car  les  an- 
gles alternes  internes  AGF,  DHE  sont  égaux,  comme  droits  ; 
donc  AB,  CD  sont  parallèles.  Il  s’ensuit  que  d’mi  point  pris 
hors  d’une  droite  on  ne  saurait  mener  plus  d’une  perpendi- 
culaire à cette  droite. 

PROPOSITION  VI. 

POSTULATUM . FlG.  9. 

Nous  admettons  que  d’un  point  II  pris  hors  d’une  droite 
AB , on  ne  peut  mener  qu’une  seule  parallèle  à cette  droite  , 


by  Google 


14 


GEOMETRIE. 


de  sorte  que  si  HD  est  parallèle  à AB , toute  droite  HK , 
H'K'  nuire  que  CD  , rencontrera  AB,  si  l’on  prolonge  indéfi- 
niment ces  droites. 


PROPOSITION  VII.  . 

Théorème. — Fig.  10. 

Deux  droites  AR,  CD  se  rencontrent  si  elles  font  avec  une 
sécante  EF  : 

(1°  alternes  internes  \ 

2"  alternes  externes  \ inégaux  ; 

3°  internes  externes  ' 
internes  ) 

5»  externes  \d‘un  w(me  cflié'  non  supplémentaires. 

1°  Soit  l’angle  BGH  •<  CHC  ; si  au  point  G on  fait  l’an- 
gle B’CH  égal  à CHC , la  droite  BG  sera  parallèle  à CD 
(p.  5)  ; mais  dans  ce  cas  GB  ou  AB  ne  saurait  être  parallèle 
à CD  (p.  6)  ; donc  AB  et  CD  se  rencontreront. 

Même  raisonnement  pour  les  autres  cas. 

PROPOSITION  Vlll. 

Théorème.  — Fig.  8. 

Si  deux  parallèles  AB,  CD  sont  coupées  par  une  sécante  EF, 

(1°  alternes  internes  j 
2°  alternes  externes  M.tont  égaux  ; 

5"  internes  externes  j 
4°  interne*  ) 

5°  externes  j d un  même  crî,e" sont  supplémentaires. 

Car  sans  cela  les  droites  AB , CD  ne  seraient  pas  parallèles 
(p.7). 

Corollaire. — Fig.  9.  Si  une  sécante  EF  est  perpendicu- 
laire à une  droite  AB,  cette  sécante  EF  est  aussi  perpendicu- 
laire à toute  droite  CI),  parallèle  à AB  ; car  les  angles  alternes 
internes  AGH,  GIID  seront  égaux  ; mais  EF  étant  perpendi- 
culaire à AB , l’angle  AGH  est  droit  ; donc  GHD  est  aussi  un 
angle  droit , et  EF  est  perpendiculaire  à CD. 
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PROPOSITION  IX. 
Théorème.  — Fig.  1 1 . 


Deux  droites  AR , CD  respectivement  perpendiculaires  à 
deux  droites  concourantes  AK,  CE,  se  coupent. 

Car  si  AR,  CI)  étaient  parallèles,  AE,  qui  est  perpendicu- 
laire à AB,  le  serait  aussi  à CD  (p.  8,  e.).  Mais  EC  est  aussi 
perpendiculaire  à CD  ; donc  deux  droites  AE,  JSC,  perpen- 
diculaires aune  même  droite  se  couperaient , ce  qui  ne  se 
peut  (p.  5,  c.). 

PROPOSITION  X. 

Théorème.  — Fig.  12. 

Deux  angles  qui  ont  les'  côtés  respectivement,  soit  parallè- 
les, soit  perpendiculaires , sont  égaux  ou  supplémentaires. 

1“  Soient  les  angles  BAC  , DEF  , avant  les  côtés  AB , DE 
parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens  par  rapport  à la 
droite  qui  joindrait  les  sommets  A et  E ; les  côtés  AC,  EF 
sont  aussi  parallèles  et  de  même  sens.  Ces  angles  sont  égaux. 
Pour  le  prouver  , prolongez  le  côté  DE  jusqu'à  la  rencontre 
de  AC  en  G.  Les  angles  DEF , DGC  sont  égaux  comme  cor- 
respondants par  rapport  aux  parallèles  AC , EF,  coupées 
par  la  sécante  DG  (p.  8,  3°);  les  angles  DGC,  BAC  sont 
égaux , comme  correspondants  par  rapport  aux  parallèles 
AB,  DG,  coupées  par  la  sécante  AC;  donc  les  angles  DEF, 
BAC,  égaux  à un  même  angle  DGC,  sont  égaux  entre  eux. 

S’il  s’agit  des  angles  DEF  , BAH  , dont  les  côtés  DE,  AB 
sont  parallèles  de  même  sens  , tandis  que  AH  et  EF  sont  pa- 
rallèles de  sens  contraire,  on  prolonge  AH  vers  C;  d’après 
ce  qu’on  vient  de  prouver,  l’angle  BAC  sera  égal  à DEF; 
mais  BAH  est  le  supplément  de  BAC  ; donc  BAH  est  aussi  le 
supplément  de  DEF. 

Enfin,  si  l’on  veut  comparer  les  angles  DEF,  HAI,  qui 
ont  les  côtés  parallèles  et  de  sens  contraire  , on  prolongera 
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les  côtés  de  l'angle  HAÏ  et  l’on  aura  BAC,  quiest  égalé  UEF, 
d’après  ce  qu’on  vient  de  prouver  , et  à HAI , d’après  la  pro- 
position  4.  Donc  HtF— HAI. 

Ainsi , deux  angles  qui  ont  les  côtés  parallèles  sont  égaux, 
si  les  côtés  de  l’un  sont  tous  les  deux  dirigés,  ou  dans  le 
même  sens  que  les  côtés  correspondants  de  l’autre,  ou  en 
sens  contraire  ; ils  sont  supplémentaires,  si  un  côté  de  l’un 
est  de  même  sens  qu’un  côté  de  l’autre  , tandis  que  le  se- 
cond côté  du  premier  est  de  sens  contraire  au  second  côté 
de  l'autre.  * 

2°  Soieut  les  angles  BAC,  (fig.  13)  bac,  le  eôtéaô  étant  sup- 
posé perpendiculaire  à AB,  ac  à AC.  Supposons  l’angle  BAC 
aigu,  et  au  point  A élevons  au-dessus  de  AC  les  droites  AC’ , 
AB’,  respectivement  perpendiculaires  à AC,  AB.  Les  droites 
AC’,  ac,  étant  perpendiculaires  à AC,  sont  parallèles  (p.  5,  c.)  ; 
de  même  AB’  est  parallèle  à ab;  donc  des  deux  angles  en  a 
l'un  est  égal  à B' AC,  l’autre  est  le  supplément  de  B AC'. 
Mais  l’angle  B'AC’=  B AC— C AC,  et  BAC  = BAC — B'AB  ; 
or,  les  angles  B'AB,  CAC'  sont  droits;  donc  BAC  = B AC'. 
Donc  aussi  , des  deux  angles  bac,  bac,  l’un  est  égal  à BAC, 
l’autre  en  est  le  supplément.  Si  l’angle  BAC  n’est  pas  aigu, 
on  prolonge  CA  vers  D pour  former  avec  AB  un  angle  aigu, 
et  l’on  raisonne  comme  on  vient  de  le  faire. 

PROPOSITION  XL 

t 

Théorème.  — Fie.  14. 

Deux  droites  AB,  CD , parallèles  à une  troisième  EF, 
sont  parallèles  entre  elles. 

Menez  une  droite  quelconque  GH  perpendiculaire  à EF  ; 
puisque  AB  est  parallèle  à EF’ , la  droite  GH  sera  aussi  per- 
pendiculaire à AB(p.  8,  c.).  De  même  CD  étant  parallèle 
à EF,  GH  sera  perpendiculaire  à CD  ; donc  les  droites  AB  , 
CD  sont  perpendiculaires  à une  même  droite  GH , et  par 
conséquent  elles  sont  parallèles  (p.  5,  c.). 

Dèf.  7.  On  appelle  polygone  (fig.  20,  27,  31 , etc.)  toute 
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ligure  plane  limitée  par  îles  droites  AB,  BC...,dont  chacune 
est  terminée  à ses  intersections  avec  deux  autres',  et  dont 
l’ensemble  est  nommé  le  contour  ou  périmètre  du  polygone. 
Ces  droites  sont  elles-mêmes  nommées  les  côtés  du  poly- 
gone; les  angles  qu’elles  comprennent,  chacune  avec  les 
côtés  auxquels  elle  se  termine,  se  nomment  les  angles  du 
polygone.  Angles  et  côtés  sont  appelés  les  éléments  du  poly- 
gone. (Au  lieu  du  mot  angle,  nous  emploierons  le  signe  /\.) 

Déf.  8.  Le  polygone  de  trois  côtés  se  nomme  triangle  (A) 
(fig.  15).  — Le  A a trois  angles  A,  B,  C.  — Chaque  côté 
AB,  AC,  BC,  est  opposé  à un  angle  C,  B,  A. 

Les  côtés  comparés  ne  peuvent  présenter  que  trois  cas  : * 
1®  Ils  sont  égaux  tous  les  trois;  2”  il  y en  a deux  qui  sont 
égaux  ; .3“  ils  sont  tous  inégaux. 

Dur.  9.  Le  A qui  a ses  trois  côtés  égaux  est  nommé  A 
équilatéral  (lig.  15,  A B C). 

Déf.  10.  Celui  qui  a deux  côtés  égaux  est  nommé  A iso- 
cèle (fig.  15,  A'B'C',  A"'B'"C'"). 

Déf.  11.  Celui  qui  n’a  pas  de  côtés  égaux  est  appelé  A 
scalène,  ou  simplement  triangle. 

PROPOSITION  XII. 

Théorème.  — Fig.  16. 

Dans  un  même  A à des  côtés  égaux  sont  opposés  des  angles 
égaxix,  et  réciproquement. 

1°  Soit  dans  le  A ABC,  le  côté  AB=AC,  je  dis  que  /\ 
B=C. 

Pour  le  prouver,  regardez  le  A ABC  comme  la  réunion  de 
deux  A superposés,  ABC,  A'B'C';  prenant  le  A A'B'C',  placez 
le  côté  AC'  sur  AB  qui  lui  est  égal  , vu  que  AC=AB  ; l’angle 
C A B'  coïncidera  avec  BAC,  et  le  côté  A'B'  avec  son  égal  AC  ; 
par  suite  C'B'  se  superposera  avec  BC;  l’angle  C'  coïncidant 
avec  /\B,  sera  =B  ; mais  C est  le  môme  /\  que  C';  donc 

A B=c. 

2°  Réciproquement,  soit  A B=C,  je  disque  côté  AC=AB. 
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En  effet,  prenant  encore  le  AA’ B'C',  placez  le  point  C'  sur  B,  B' 
sur  G;  V/\  G'  coïncidera  avec  son  égal  B,  vu  que  C=B,  et 
le  côté  C'A'  se  dirigera  sur  BA  ; de  môme,  /\B'  coïncidera 
avec  C,  .et  le  côté  B' A'  se  dirigera  sur  CA.  Donc  le. point  A' 
tombera  sur  A,  et  le  côté  C'A'=BA  ; par  suite  CA=BA. 

Corollaire.  1°  Dans  tout  A isocèle,  les  angles  opposés  aux 
côtés  égaux  sont  égaux,  et  réciproquement. 

2°DanstoutA  équilatéral  les  trois  angles  sont  égaux,  puis- 
que les  trois  côtés  le  sont.  Béciproquement,  un  A qui  a ses 
trois  angles  égaux,  a aussi  les  trois  côtés  égaux. 

3°  Dans  le  A scalène  il  n’y  a pas  d’angles  égaux , sans 
quoi  les  côtés  opposés  seraient  égaux. 

PROPOSITION  XIII. 

Théorème.  — Fig.  17. 

De  deux  côtés  AB,  AC  d’un  A ABC,  le  plus  grand  est  celui 
qui  est  opposé  à un  plus  grand  angle,  et  réciproquement. 

V Soit  A ABC  > C ; je  dis  que  côté  AC  > AB.  Car 
puisque  A ABC  > C,  on  peut  faire  dans  celui-là  un  A 
DBC=C,  et  par  prop.  12,  on  aura  le  côté  DC=DB.  Mais 
AB  < AD 4- BD,  donc  AB  < AB-t-DC,  ou  AB  < AC. 

2°  Si  dans  le  A ABC  on  suppose  le  côté  AC  > AB,  je  dis 
A ABC  est  > C.  Eu  effet  l’angle  ABC  ne  saurait  être  =C, 
sans  quoi  le  côté  AC  serait  égal  à AD  (p.  12,  2°)  ; 1 angle 
ABC  ne  saurait  non  plus  être -<^C,  sans  quoi,  comme  on 
vient  de  le  prouver,  le  côté  AC,  serait  <^AB.  Donc  A ABC 
est  >C. 

PROPOSITION  XIV. 

Théorème.  — Fig.  18. 

Dans  tout  A ABC  la  somme  des  angles  est  égale  à deux  droits. 

Prolongez  un  côté  AC  vers  D ; du  point  C menez  CE  pa- 
rallèle à AB  ; à cause  des  parallèles  AB,  CE  coupées  par  la 
sécante  AD,  les  angles  internes  externes  BAC,  ECD  sont 
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égaux.  A cause  des  mêmes  parallèles  coupées  par  BC,  les 
/\  alternes  internes  ABC,  ECB  sont  égaux;. ainsi  /\  ABC 
4-BAC=BCE+ECI).  Ajoutant  de  part  et  d’autre  BCA,  on 
voit  que  la  somme  des  /\  du  A est  la  même  que  celle  des 
trois  /\  consécutifs  formés  autour  de  C,  c’est-à-dire  qu’elle 
vaut  deux  droits  (p.  2,  c.  2). 

Remarque  l.Un  Ane  peut  donc-avoir  ni  deux  anglesdroits, 
ni  un  /\  droit  et  un  /\  obtus,  ni  deux  /\  obtus,  ce  qu’on  voit 
d’ailleurs  : car  (lig.  19)  deux  droites  AB,  CI)  perpendiculaires 
à une  même  troisiètne  AC,  ne  peuvent  se  rencontrer,  et  par 
suite  deux  droites  AB,  CD'  faisant  l’une  avec  AC  un  /\  droit, 
l’autre  un  /\  obtus , ne  peuvent  former  avec  AC  un  A , 
non  plus  que  deux  droites  AB',  CD'  qui  font  avec  AC  des  /\ 
obtus. 

Remarque  2.  Deux  A qui  ontdeux  /\  égaux  chacun  à cha- 
cun, ont  aussi  le  troisième  égal  de  part  et  d’autre. 

Remarque  3.  On  vient  de  prouver  que  l’angle  extérieur 
BCD  du  A ABC  (fig.  18),  vaut  la  somme  des  angles  inté- 
rieurs opposés  A et  B. 

Déf.  12.  Le  A ABC  (fig.  20)  qui  renferme  un  /\  droit  A, 
est  appelé  A rectangle;  le  côté  BC  opposé  à l’angle  droit  est 
nommé  hypolhéiiuse  ; les  deux  côtés  de  l’angle  droit  AB,  AC 
sont  appelés  cathèles.  Puisque  les  trois  f\  valent  deux 
droits,  il  s’ensuit  que  les  deux  /\  aigus  B,  C valent  ensemble 
un  /\  droit. 

Déf.  13.  Deux  ligures  sont  dites  égales,  si  on  peut  les 
superposer  de  façon  que  chaque  point  de  l’une  coïncide  avec 
un  point  de  l’autre,  réserve  faite  des  angles  par  rapport 
auxquels  l’égalité  est  toujours  entendue,  comme  on  l’a  expli- 
qué à la  suite  de  déf.  1 . 

PROPOSITION  XV. 

Théorème.  — Fig.  21. 

Deux  A ABC,  DEF,  sont  égaux  s’ils  ont  un  côté  égal 
(AB=DE)  adjacentà  des  angles  respectivement  égaux  (A— D, 
B=E). 
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Placez  le  côté  DE  sur  son  égal  AB,  le  point  D sur  A,  E 
sur  B.  Comme  /\  D=A,  la  droite  DF  prendra  la  direction 
de  AC,  et  comme  /\  E=B,  la  droite  EF  prendra  la  direc- 
tion de  BC.  Donc  le  point  F tombera  eu  C,  et  les  deux  A sont 
égaux.  Il  s'ensuit  que  /\  F=C,  côté  AC=DF,  côté BC=EF. 

Remarque.  Un  côtéet  les  deux /\  adjacents  déterminent  le 
A.  Car  tous  les  A qui  renfermerontcestroismêmes  éléments 
serout  égaux  entre  eux . * 

PROPOSITION  XVI. 

TnÉORÈME.  — Fig.  21. 

Deux  A ABC,  DEF  sont  égaux  s ils  ont  un  côté  égal  \AB= 
DE),  un  f\  adjacent  égal  (A=D)  et  /’  f\  opposé  égal  (C=F). 

Car  dès  lors  l’/\  B=E  (p.  14,  r.  2),  et  on  retombe  sur 
la  p.  15. 

Remarque.  Un  côté,  un  angle  adjacent,  et  l’angle  opposé, 
déterminent  le  A. 


PROPOSITION  XVII. 

Théorème.  — Fig.  21. 

Deux  A ABC,  DEF  sont  égaux  s'ils  ont  un  /\  égal  (A=D), 
compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à chacun  (AB=DE, 
AC=DF). 

Placez  /\  D sur  son  égal  A,  le  côté  DE  sur  AB,  le  côté 
DF  sur  AC  ; comme  DE=AB,  et  DF=AC,  le  point  E tom- 
bera en  B,  le  point  F en  C,  et  les  deux  A coïncideront  ; donc 
CB=EF,  A B=E,  C=F. 

Remarque.  Un  A et  'cs  (^eux  côtés  qui  le  comprennent 
déterminent  le  A. 

PROPOSITION  XVIII. 

Théorème.  — Fig.  22. 

Deux  A ABC,  DEF,  sont  égaux  s’ils  ont  deux  côtés  respec- 
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tivement  égaux  (AB=DE,  AC=DF)  et  l'angle  opposé  à un  de 
ces  côtés,  aussi  égal  (B=E),  pourvu  que  les  angles  C,  F op- 
posés aux  autres  côtés  égaux  soient  de  même  espèce. 

Puisque  /\  B=E,  on  peut  placer  /\  E sur  B,  de  façon 
que  DE  qui  =AB,  coïncide  avec  AB,  le  point  D tombant  en 
A ; EK  prendra  la  direction  de  BC,  et  je  dis  que  le  point  F 
tombera  en  C.  Car  s’il  tombait  sur  un  autre  point  C'  la  droite 
DF  tomberait  sur  AC'  : donc  AC',  AC,  égales  à DF,  seraient 
égales  entre  elles,  le  A ACC’  serait  isocèle,  et  l’A  C=AC'C; 
d’ailleurs  A F serait  égal  à AC'B.  üonc  A AC'B  serait  de 
même  espèce  que  C,  ou  que  son  égal  AC’C,  ce  qui  ne  se 
peut,  à moins  que  ces  angles  en  C'  ne  soient  droits.  Si  donc 
C et  F ne  sont  pas  droits,  le  point  F tombera  sur  C ; s’ils  sont 
droits,  il  y tombera  encore,  sans  quoi  deux  droites  AC,  AC', 
perpendiculaires  à une  même  droite  CB  se  rencontreraient. 
Donc,  enlin,  les  A ABC,  DEF  sont  égaux. 

Corollaire.  Toutes  les  fois  que  le  côté  AC  est>  AB,  l’ A b 
est  C ; de  même  E >■  F ; donc  dans  ce  cas  les  f\  C,  F sont 
aigus  (p.  12,  p.  14,  r.  1),  et  par  suite,  de  même  espèce; 
ainsi  les  A sont  égaux. 

Déf.  14.  Deux  figures  rectilignes  sont  dites  équilatérales 
entre  elles  si  chaque  côté  de  l’une  a son  égal  dans  l’autre. 

Déf.  15.  Deux  ligures  rectilignes  sont  dites  équiangles 
entre  elles  si  chaque  angle  de  l’une  a son  égal  dans  l’autre. 

PROPOSITION  XIX. 

Théorème.  — Fig.  23. 

Deux  A ABC,  DEF  sont  égaux,  s’ils  sont  équilatéraux 
entre  eux. 

Soit  DE=AB,  DF=AC,  EF=BC.  Placez  DE  sur  son  égal 
AB,  et  le  triangle  DEF,  au-dessous  de  ABC,  en  AC'B,  tirez  CC'. 
On  aura  AC'=DF=AC,  BC’=:FE=BC,  le  A AC'Csera  isocèle, 
de  même  que  BC'C.  Il  s’ensuit  (p.  12)  que  A ACC'=AC'C 
et  A BCC’=BC'C  ; par  conséquent  ACC'+BCC'=AC'C-f- 
BC'C,  c’est-à-dire  A ACB=AC'B  ; mais  A AC'B=F  ; donc 
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A.CB  =F,  et  |es  A ABC,  DEF  ayant  un  /\  égal  entre  côtés 
égaux  sont  égaux  ; de  sorte  que  f\  CAB==I),  f\  CBA=E. 

Remarque  1.  Un  A est  déterminé  par  ses  (rois  côtés. 

Remarque  2.  Dans  deux  A égaux  les  côtés  égaux  sont  op- 
posés à des  /\  égaux. 

PROPOSITION  XX. 

Théorème.  — Fig.  24. 

Si  d’un  point  A pris  hors  d’une  droite  BC,  on  mène  une 
droite  AD  perpendiculaire  à BC,  et  diverses  obliques  AE, 
AF,  etc.,  je  dis  que  : 

1°  La  perpendiculaire  est  plus  courte  que  toute  oblique; 

2”  Des  obliques  AE,  AF,  dont  les  pieds  F,  E sont  également 
écartés  de  celui  de  la  perpendiculaire,  sont  égales  et  égale- 
ment inclinées  sur  la  perpendiculaire,  et  réciproquement; 

3°  De  deux  obliques  AG , AF  dont  les  pieds  G , F,  sont  inéga- 
lement écartés  de  celui  de  la  perpendiculaire,  celle  qui  s’écarte 
le  plus  est  la  plus  longue,  et  fait  avec  la  perpendiculaire  le 
plus  grand  /\,  et  réciproquement. 

1°  Dans  le  A ADE,  l’angle  droit  ADE  est  >/\  AED  (p.  14, 
r.  1)  ; donc  AE>  AD  (p.  13). 

2°  De  ce  que  DE=DF,  il  suit  que  les  A ADE,  ADF  ont  un 
/\  égal  en  D,  entre  côtés  égaux  ; donc  ils  sont*égaux  (p.  17), 
et  AF— AE,  /\  DAF=DAE.  Réciproquement  si  AE=AF, 
les  A ADE,  ADF  ont  deux  côtés  respectivement  égaux,  et 
l’angle  en  D opposé  au  plus  grand  côté  égal  ; donc  ils  sont 
égaux  (p.  18),  cl  DE=DF,  etc. 

3°  DG  étant  > DF,  si  on  prend  DE=DF,  qu’on  tire  AE, 
l’A  AEI)  est  aigu,  vu  que  dans  le  A ADE,  l’/\  en  D est 
droit  (p.  14,  r.  1).  Donc  /\  AEG  est  obtus,  et  le  plus  grand 
/\  du  A AEG  ; par  suite  côté  AG>AE  ou  que  AF.  D’ailleurs 
/\  GAD>EÀD  ou  FAD.  Réciproquement,  si  AG>AF,  je  dis 
queDG>DF.  Car  si  DG  était  =DF,  AG  serait=AF,  et  si 
DG  était  <DF,  AG  serait  <AF  ; donc,  etc. 

Remarque.  La  réciproque  de  la  deuxième  partie  peut 
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être  énoncée  ainsi  : dans  tout  A isorcle  AEF , la  perpendicu- 
laire menée  du  point  de  concours  A des  côtés  égaux,  sur  le 
troisième  côté  EF,  tombe  au  milieu  de  ce  côté,  et  divise  l'angle 
EAF  en  deux  parties  égales. 

Déf.  16.  On  appelle  distance  d’un  pointé  une  droite,  la 
ligne  la  plus  courte  menée  de  ce  point  sur  la  droite.  Cette 
distance  est  donc  la  perpendiculaire  menée  du  point  sur  la 
droite. 

Uéf.  17.  Si  tous  Jes  points  d’une  ligne  jouissent  exclusi- 
vement d’une  propriété  commune,  cette  ligne  est  appelée  le 
lieu  de  ces  points. 

PROPOSITION  XXI. 

Théorème.  — Fig.  25. 

La  perpendiculaire  CD  menée  au  milieu  E d'un  segment  de 
droite  AB  , est  le  lieu  des  points  également  distants  des  extré- 
mités de  ce  segment.  (Il  ne  s’agit  que  des  points  du  plan  CAB). 

Soit  C un  point  de  la  perpendiculaire  CD  ; tirez  CA,  CB  : 
puisque  EA=EB,  il  s’ensuit  que  (p.  20,  2°)  CA=CB 
— De  même  DA=DB  , etc. 

Que  si  F est  un  point  pris  hors  de  CD , tirez  les  droites 
AF,  BF,etdu  point  F menez  FC.  perpendiculaire  h AB;  les 
droites  FC,  CD,  perpendiculaires  à une  même  droite  AB, 
ne  pouvant  se  couper,  il  s’ensuit  que  le  point  G sera  au  delà 
de  E relativement  à B ; donc  par  rapport  à la  perpendiculaire 
FG,  l’oblique  FB  < FA  (p.  20,  3°).  Donc  tout  point  pris  sur 
la  perpendiculaire  CD  est  également  distant  de  A et  B,  tandis 
qu’un  point  quelconque  F pris  hors  de  la  perpendiculaire 
est  inégalement  distant  de  A et  B.  D’ailleurs  , tout  point  F 
pris  du  même  côté  de  la  perpendiculaire  que,B,  est  plus  près 
de  B que  de  A. 

PROPOSITION  XXII. 

Théorème.  — Fig.  26. 

Si  dans  un  A ABC , sans  changer  la  longueur  des  deux  co- 
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tés  AB,  AC,  on  change  l’angle  compris  BAC,  le  côté  opposé 
BC  changera  dans  le  même  sens  que  l’angle , et  réciproque- 
ment. 

Soit  CAI)  un  nouveau  A ayant  le  côté  AC  commun  avec 
ABC,  le  côté  AD=AB,  l’angle  CAD  ■<  CAB;  je  disque 
CD  sera  < BC.  En  effet,  tirez  BD,  et  menez  AE  perpendi- 
culaire à cette  ligne  ; les  obliques  égales  AB , AD  seront  éga- 
lement inclinées  sur  AE;  ainsi,  /\  BAE=EAD,  et  comme 
/\  BAC>  CAD,  AE  passe  dans  l’/\  BAC  ; donc  le  point  C 
est,  par  rapport  à AE,  du  môme  côté  que  D,  et  DC  est<BC. 

En  second  lieu,  puisque  le-  côté  BC  augmente  ou  dimi- 
nue en  môme  temps  que  /\  BAC,  et  que  ce  côté  ne  chan- 
gerait pas  si  l’A  BAC  ne  changeait  pas,  il  s’ensuit  que  si 
le  côté  diminue,  i!  faut  que  /\  BAC  ait  diminué.  Donc,  etc. 

Déf.  18.  Un  polygone  est  dit  convexe  s’il  est  situé  tout 
entier  d’un  même  côté  par  rapport  à chacun  de  ses  côtés  , 
même  supposé  prolongé  indéfiniment. 

ABCDEE  (fig.  27),  est  un  polygone  convexe.  La  lig.  28 
est  un  polygone  non  convexe;  le  côté  DC  prolongé  divise 
le  polygone  en  deux  parties. — La  figure  29  présente  un  po- 
Iygone  étoilé  ; on  nomme  ainsi  tout  polygone  dans  lequel 
un  côté  eh  coupe  plus  de  deux  autres , sans  être  prolongé. 
Le  côté  AB  en  coupe  quatre.  — Un  pareil  polygone  peut 
être  considéré  comme  un  assemblage  de  polygones  non  étoi- 
lés : nous  feroqs  donc  abstraction  de  cette  espèce  de  figures. 

Déf.  19.  Une  diagonale  d’un  polygone  est  une  droite  qui 
joint  deux  sommets  non  adjacents  ; dans  le  polygone  ABCD 
(fig.  32) , AC,  BD  sont  des  diagonales. 


PUOPOSITION  XXIII.  ’ 
Théokèmk. 


Tout  polygone  de  n côtés  , étoilé  ou  non , a 


il  (il — 3) 

; diagonales. 


Dans  un  polygone  étoilé  nous  ne  regardons  pas  toutes  les  intersections 
des  ciiles  comme  des  sommets  : chaque  côté  est  suppose  renfermer  deu* 
sommets  et  pas  plus. 


» 


«t 


Digitized  by  Google 


LIVRE  I.  ' 


25 


Chaque  sommet  peut  être  joint  à n — 3 autres,  ce  qui  f.orme  n (n— 3) 
droites,  mais  dans  ce  nombre  chaque  diagonale  est  évidemment  comptée 

deux  fois;  donc  le  nombre  cherché  est  '* 3-'. 

PROPOSITION  XXIV. 

Théorème.  — Fig.  27  et  28. 

Dans  loul  polygone  la  somme  des  angles  est  égale  à deux 
angles  droits  multipliés  par  le  nombre  des  côtés,  moins  quatre 
angles  droits. 

Dans  chacune  «les  figures  on  peut  former  autour  du  point 
intérieur  O,  autant  de  A que  le  polygone  a de  côtés;  la 
somme  des  /\  de  chaque  A valant  deux  droits,  la  somme  des 
A de  tous- ces  A vaut  deux  droits  multipliés  par  le  nombre 
des  côtés;  or,  de  cette  somme,  il  suffit  de  retrancher  les 
quatre  droits,  valeur  des  A consécutifs  en  O,  pour  avoir  la 
somme  des  A polygone.  Donc,  etc. 

Celte  démouslralion.supposc  que  le  polygone  soit  Ici,  que  dans  son  in- 
térieur il  existe  un  point  d'où  l'œil  d'un  spectateur  puisse  voir  tous  les 
sommets  sans  qu’aucun  de  ceux-ci  lui  soit  caché  par  un  côté  interposé, 
La  figure  30  ne  remplit  pas  celle  condition.  Dès  lors  on  prendra  au -dedans 
de  la  figure  un  point  quelconque  O , et  on  y supposera  placé  un  ail 
ayant  la  vue  libre  dans  toutes  les  direclions  sur  le  plan.  Parmi  les  som- 
mets il  y en  aura  un  certain  nombre,  comme  A,  D,  K,  G,  P,  qui  seront 
vu  s du  point  O;  on  les  joindra  à ce  poinl;  d'autres  — B,  C.  F,  II,  ne  sont 
pas  vus  de  O.  — Toutes  les  fois  que  deux  des  rayons  OA,  OD,  OE  vont 
aux  extrémités  d’un  même  côté,  ils  déterminent  avec  ce  côté  un  s;  exem- 
ple DOE,  AOR.  — Si  deux  rayons  consécutifs  AO , OD,  n’aboutissent  pas  à 
un  même  côté,  on  joindra  leurs  extrémités  A,  I),  par  une  diagonale.  On 
formera  ainsi  autour  de  O une  série  de  a additifs,  dont  chacun  a deux 
sommets  communs  avec  le  polygone  donné.  Au  dehors  de  ce  système  de  a 
il  restera  îles  polygones,  ABCD,  etc.,  que  l’on  traitera  comme  le  polygone 
proposé.  On  parv  iendra  ainsi  à décomposer  la  figure  donnée,  eu  a tous  au- 
ditifs. Or,  soit  n le  nombre  des  côtés,  n’  le  nombre  des  diagonales  que  l’on 
a été  dans  le  eas  de  tirer  n’-t-l  sera  le  nombre  des  points  d'assemblage  O, 
O',  O '.  — Chaque  côté  du  polygone  détermine  un  a ; chaque  diagonale  en 
détermine  deux  : en  lout  , n-t-2n’  a,  ce  qui  donne  pour  la  somme  de  leur» 
angles  2 (n-f-2»’)  angles  droits;  mais  les  angles  formés  autour  de  0,0  ,0” 
valent  4(n'-t-i)  ; reste  pour  les  angles  du  polygunc 
2 (»-t-2n')— 4(n’-H)  ou  Vn — 4. 
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Corollaire.  Dans  le  polygone  de  quatre  côtés,  la  somme 
des  /\  sera  2.4 — 4=4  droits. 

Dans  le  polygone  de  cinq  côtés,  la  somme  des  /\  sera 

2.5 —  4=6  droits. 

Dans  le  polygone  de  six  côtés,  la  somme  des  /\  sera 

2.6 —  4=8  droits. 

Déf.  20.  Le  polygone  de  quatre  côtés  sc  nomme  quadri- 
latère (fig.  31-35). 

Déf.  21.  Un  quadrilatère  (fig.  31)  s’appelle  trapèze  s’il  a 
deux  côtés  parallèles  A15,  CD.  Les  angles  A et  1)  sont  par  con- 
séquent supplémentaires,  de  même  que  B et  C. 

Déf.  22.  Le  parallélograme  ( EJ)  est  (fig.  32-35)  un 
quadrilatère  dont  les  côtés  opposés  sont  parallèles  : AB  à CD, 
BC  à AD.  Dans  cette  ligure  les  /\  opposés  sont  égaux  (p.  10, 
1°),  savoir:  A=C,  B=D. 

PROPOSITION  XXV. 

Théorème.  — Fig.  32. 

Dans  tout  EJ  ABCD  les  côtés  opposés  sont  égaux , savoir  : 
AB=CD,  AD=BC. 

Tirez  une  diagonale  AC,  les  A ADC,  ABC  auront  le  côté 
AC  commun,  l’/\  B=l)  (d.  22);  les  /\  CAB,  DCA  sont 
égaux  comme  alternes  internes  à cause  des  parallèles  AB, 
CI)  et  de  la  sécante  AC , donc  ces  A sont  égaux  ; par  suite 
AB=CD,  AD=BC. 

Remarque.  D’après  cette  proposition  , deux  segments  de 
parallèles  AB,  CD,  compris  entre  des  parallèles,  sont  égaux. 
Si  les  droites  (fig.  33)  AB,  CD  sont  perpendiculaires  à 
AI),  elles  le  sont  aussi  f\  BC  : donc  deux  parallèles  AD,  BC 
sont  partout  également  distantes. 

Déf.  23.  Si  l’un  des  /\du£j  est  droit  (fig.  33  et  34), 
la  figure  s’appelle  rectangle. 

Dans  ce  cas  les  quatre  angles  sont  droits  : car  si  A est 
droit,  comme  C=A,  et  que  B,  D sont  respectivement  sup- 
pléments de  A,  C,  les  quatre  sont  droits. 
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Déf.  24.  Si  dans  le  CJ  deux  côtés  adjacents  AB,  AD  sont 
égaux,  on  le  nomme  lozange  (fig.  35)  ; par  suite  les  quatre 
côtés  sont  égaux. 

Déf.  25.  Le  rectangle  qui  a deux  côtés  adjacents  égaux 
se  nomme  carré  (fig.  34)  ; cette  figure  a donc  les  quatre 
angles  droits,  et  les  quatre  côtés  égaux. 

PROPOSITION  XXVI. 

Théorème.  — Fig.  32. 

• • 

Un  quadrilatère  convexe  ABCD  est  un  0 , 1°  si  les  côtés 
opposés  sont  égaux  AB=CD  , AD=BC  ; 2°  si  cteux  côtés 
opposés  AB,  CI),  sont  égaux  et  parallèles. 

1°  Tirez  la  diagonale  AC  ; les  A ABC , ADC  seront  équila- 
téraux entre  eux.  Donc  (p.  25)  f\  DCA=CAB,  et  comme 
ces  f\  sont  alternes  internes  par  rapport  à DC,  AB,  coupées 
par  AC,  on  en  conclut  que  DC,  Ali  sont  parallèles  (p.  5). 
De  mêmeBC,  AD  sont  parallèles.  Donc,  etc.  (déf.  22). 

2°  AB,  CD  étant  égales  et  parallèles,  si  l’on  tire  la  dia- 
gonale AC,  les  A ABC,  ADC  auront  un  /\  égal  DCA=CAB, 
entre  côtés  égaux  , donc  ces  A sont  égaux;  d’où  il  suit  que 
/\  ACB=DAC,  et  que  les  droites  AD  , BC  sont  parallèles; 
donc,  etc.  (déf.  22.) 

PROPOSITION  XXVII. 

Théorème. 

/O  se  coupent  en  parties  égales. 

[lozange  se  coupent  en  parties  égales  et  à angles 

Lesdia-)  droits. 

gonales  du  i rectangle  se  coupent  enpar  lies  égales,  et  sont  égales. 

1 carré  se  coupenlen parties  égales  elà  angles  droits, 
\ et  sont  égales. 

Les  réciproques  sont  vraies. 

Soit  un  EJ  ABCD  (fig.  32-35)  et  ses  diagonales  AC, 
BD,  se  coupant  en  0. 
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Les  A AOB,  DOC , ont  le  côté  AB  = CD  ( p.  25);  l’angle 
CAB=DCA  à cause  des  parallèles  AB,  CD  et  de  la  sécante 
AC;  l’angle  ABD=CDB  à cause  des  mômes  parallèles  coupées 
par  DB  ; donc  ils  sont  égaux  (p.  15)  et  AO=CO,  BO=DO. 

Dans  le  lozange  (fig.  35)  et  le  carré  (fig.  34)  (qui  est  un 
lozange),  les  quatre  côtés  étant  égaux,  il  suit  que  les  A AOD, 
DOC  sont  équilatéraux  entre  eux  ; donc  /\  AOD=DOC,  et 
ces  ,/\  sont  droits  (déf.  1).  Donc,  etc. 

Dans  le  rectangle  ABCD  (fig.  33),  et  dans  le  carré  (fig.  34) 
qui  est  aussi  un  rectangle,  les  A ABD,  ADC  ont  le  côté  AD 
commun,  AB=CD,  /\  DAB=ADC;  donc  ils  sont  égaux, 
et  (p.  1?)  AC=DB. 

Quant  aux  réciproques,  si  les  diagonales  AC,  BD  (fig. 
32-35)  se  coupent  en  parties  égales,  les  A AOB,  DOC  au- 
ront un  /\  égal  en  O compris  entre  côtés  égaux,  et  seront 
égaux.  Ainsi  f\  CAB=DCA,  et  le  côté  AB  sera  égal  et  paral- 
lèle à DC  ; donc  ABCD  est  (p.  26)  un  EJ.  Le  reste  s’achèvera 
sans  peine. 

PROPOSITION  XXVIII.  ’ 

Théorème.  — Fig.  36. 

Le  contour  d’un  polygone  convexe  ABCD,  est  plus  petit  que 
celui  de  toute  ligne  abcdefa  qui  l'enveloppe. 

Prolongez  chacun  des  côtés  AB,  BC,  CD,  DA,  en  suivant 
le  contour  de  ABCD  dans  un  sens,  jusqu’au  contour  enve- 
loppant, en  a,  c,  d,  e.  On  aura  les  inégalités  suivantes. 

AB4-Bc  < Aa-l-aôc. 

BC-f-Cd  Bc-t-cd. 

CD 4- De  Cd-f-de. 

DA-f-Aa«<  De+e/b.  (1) 

Ajoutant  ces  inégalités,  et  supprimant  de  part  et  d’autre 
les  longueurs  communes  Bc,  Cd,  De,  Ao,  il  vient  : 

AB+BC-t-CD+DA  < abc+cd+de-hefa 
• ou  contour  ABCDA  < contour  abcdefa. 
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Remarque  1.  Ce  qui  précède  suppose  que  ABCDA  est 
rectiligne;  abcdefa  peut  être  curviligne.  On  embrassera 
tous  les  cas  ainsi  qu’il  suit  : les  lignes  tracées  sur  le  plan  , 
sans  qu’aucune  entre  dans  l’espace  ABCD,  n’étant  pas  toutes 
de  même  longueur , il  y en  a une  ou  plusieurs  dont  la  lon- 
gueur sera  la  plus  petite.  Or  supposons  qu’une  ligne  abcdfa 
autre  que  ABCDA  ait  cette  moindre  longueur.  ABCDA 
étant  convexe  , on  pourra  joindre  deux  points  du  contour 
abcdefa  par  une  droite  ac  qui  n’entre  pas  dans  l’espace 
ABCD,  et  la  ligne  abcdea  sera  < abcdefa;  donc  cette  der- 
nière n’est  pas  la  ligne  de  moindre  longueur.  Même  résultat 
tant  qu’on  supposera  que  la  ligne  de  moindre  longueur  est 
autre  que  ABCDA. 

Remarque  2.  De  même,  toute  ligne  convexe  CDA  est  < 
une  ligne  CdfaX  qui  l’enveloppe  ense  terminant  aux  mêmes 
points  C,  A. 

PROPOSITION  XXIX. 

Théorème.  — Fig.  37. 

Deux  polygones  de  4,  5,  6,  etc.,  n côtés  sont  égaux , s’ils 
ont  3,4,  5,  etc.,  n — 1 côtés  respectivement  égaux , se 
succédant  dans  le  même  ordre  et  comprenant  de  part  et  d’au~ 
Ire  des  angles  égaux. 

Soient,  dans  les  polygones  AD,  AD',  les  côtés  AB,  BC, 
CD,  DE,  EF  respectivement  égaux  à A’B',  B'C',  C'D’,  D'E', 
E'F';  soit  de  plus  /\  B=B',  C=C\  D=D',  E=E’.  Place* 
le  côté  A'B'  sur  son  égal  AB , le  point  A'  en  A , B'  en  B ; 
l’angle  B étant  égal  à B',  le  côté  B'C'  prendra  la  direction 
de  BC,  et  comme  B'C'=BC,  le  point  C'  tombera  en  C.  Con- 
tinuant ce  raisonnement,  on  reconnaîtra  que  les  sommets 
I)',  E',  F'  tomberont  en  D,  E,  F;  par  suite,  le  côté  F' A' 
coïncidera  aussi  avec  FA,  et  les  polygones  sont  égaux. 

Corollaire.  1 0 Deux  trapèzes  (fig.  31)  ABCD,  A'B' C'D'  sont 
égaux  s’ils  ont  trois  côtés  respectivement  égaux , parmi  les- 
quels les  côtés  parallèles  AD=A'D',  DC=D'C',  AB=A'B',  et 
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un  A égal  compris  entre  côtés  égaux,  par  exemple,  A 
D— D'.  Car  les  /\  A,  A' étant  supplémentaires  de  D,  D',  se- 
ront aussi  égaux,  et  on  rentrera  dans  p.  29. 

2°  Deux  [J  (fig.  32)  sont  égaux  s’ils  ont  un  A égal, 
A=A  compris  entre  côtés  égaux,  respectivement  AB=A'B , 
AD=A'D'.  Car  on  a (p.  25)  DC=A'B',  D'C=A'B\  d’où 
DC=DC',  et  l’on  retombe  dansp.  29.  • 

3°  Deux  losanges  sont  égaux,  s’ils  ont  un  A égal  et  un 
côté  égal ; car  les  côtés  adjacents  à cejt  angle  égal  seront 
égaux,  et  l’on  rentre  dans  2°. 

4"  Deux  rectangles  sont  égaux  s'ils  ont  les  côtés  adjacent s 
respectivement  égaux  (2°). 

5°  Deux  carrés  sont  égaux  s’ils  ont  un  côté  égal. 

Remarque.  Il  v a dans  les  polygones  encore  d’autres  cas 
d’égalité,  c’est-à-dire  que  les  éléments  déterminants  peuvent 
être  choisis  autrement.  On  peut,  par  exemple,  y comprendre 
les  diagonales.  On  peut  aussi  regarder  le  polygone  comme 
composé  de  A,  et  la  détermination  sera  ramenée  à celle  du  A. 

Sans  décomposer  le  polygone  en  a,  on  peut  employer  celle  dernière  es- 
pèce de  Ggure  de  la  manière  suivante  : soit  un  polygone  que  Je  nomme 
ABCD. — Prenant  un  cèle  quelconque  AB,  on  en  joindra  les  extrémités  A,  B, 
à tous  les  autres  sommets  du  polygone,  ce  qui  donne  les  a ABC,  At:D  ; ces 
a connus,  les  sommets  du  polygone  le  sont.  Or,  quel  que  soit  le  a d’où  l’on 
part,  ABC  par  exemple,  il  faut  pour  ce  a trois  éléments;  pour  chacun  des 
autres  il  en  faut  deux,  vu  que  l’on  a déjà  le  côté  AB,  qui  Tait  partie  de  cha- 
cun. Soitn  le  nombre  des  sommets  du  polygone,  ceux  qui  sont  hors  de  AB 
sont  au  nombre  de  n— 2 ; pour  l’un  d’eux,  il  faut  trois  éléments , et  deux 
pour  chacun  des  n— 3 outres,  total  3-1-2  (n— 3)  ou  2n — 3.  C’est  aussi  ce 
nombre-là  qu’indique  la  p.  20.  A la  connaissance  de  ces  éléments  il  faut 
joindre  l’ordre  dans  lequel  ils  doivent  se  succéder. 

Du  reste,  la  construction  d’une  figure  égale  à une  autre 
peut  se  faire  d’après  les  propositions  suivantes. 

PROPOSITION  XXX. 

Théorème.  — Fig.  38. 

Si  de  tous  les  points  A,  B,  C,  d’une  figure,  on  mène  dans 
le  même  sens  des  droites  AA',  RB',  ()(]  , etc.,  toutes  égales  et 
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parallèles,  les  extrémités  A’,  B',  C détermineront  une  figure 
égale  à la  figure  donnée. 

•Joignez  AB,  BC,...  A'B',  B'C',...  Puisque  AA',  BB',  CG', 
sont  égales  et  parallèles,  les  quadrilatères  ABB'A'  BCC'B’,... 
sont  des  £7.  Donc  A'B',  B'C',...  sont  respectivement  égales 
et  parallèles  à AB,  BC,  et  l’angle  ABC=A'B'C'.  Si  donc  on 
place  AB  sur  A'B',  BC  prendra  la  direction  B'C',  et  le  point  C 
tombera  en  C'.  On  prouvera  de  même  que  tout  autre  point 
de  la  première  ligure  coïncide  avec  un  point  de  la  seconde, 
et  réciproquement.  Donc,  etc. 

Corollaire.  Fig.  39.  Si  l’une  des  ligures  est  un  polygone 
ABCDË,  il  suffit  que  les  sommets  A,  B,...  A',  B',...  remplis- 
sent les  conditions  énoncées  ci-dessus. 

DÉF.2G. — Fig.  40.'  Deux  points  A,  A' sont  dits  symétriques 
par  rapport  à un  point  B,  si  le  point  B est  le  milieu  de  AA'. 

Déf.  27.  — Fig.  41.  Deux  figures  ABGD,  A'B'C'D'  (sys- 
tèmes de  points,  lignes,  ou  surfaces)  sont  dits  symétriques 
par  rapport  A un  point ’O,  si  chaque  point  A,B,C  de  l’une  a 
dans  l’autre  sou  symétrique  par  rapport  à ce  point  0, 
nommé  centre  de  symétrie  des  deux  ligures. 

Déf.  28. — Fig.  42.  Deux  points  A, A'  sont  dits  symétri- 
ques par  rapport  à une  droite  CB,  si  celle-ci  est  perpendi- 
culaire au  milieu  de  AA'. 

Déf.  29. — Fig.  43.  Deux  figures  ABCDEF,  A'B'C'D'E'F', 
sont  dites  symétriques  par  rapport  à une  droite  OP;  si  cha- 
que point  A,  B,  C,  de  l’une  a dans  l’autre  son  symétrique 
par  rapport  à cette  droite,  nommée  axe  de  symétrie  des 
deux  ligures. 

PROPOSITION  XXXI. 

Théorème.  — Fig.  41  et  42. 

Deux  figures  symétriques  par  rapport  à un  point,  ou  par 
rapport  à une  droite  sont  superposables. 

1°  Fig.  41.  Soit  O le  centre  de  symétrie;  tirant  AO, 
BO,  CO,  et  prolongeant  ces  lignes  jusqu’aux  points  A',  B'  C' 
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symétriques  de  A,  B,C,  on  a A0=A'0,  B0=B'0,  etc.  Mais  /\ 
AOB=A'OB'  ; donc  si  on  fait  tourner  A B C'  autour  de  O,  jus- 
qu’à ce  que  OA'  prenne  la  direction  OA,  le  point  A'  tombera 
en  A,  OB'  sur  OB,  B en  B',  etc.  Donc  les  deux  figures  se  su- 
perposeront. 

2°  Fig.  43.  Soit  OP  l’axe  de  symétrie;  on  aura  A a= 
A'o,  B6=6B';  donc  si  on  fait  tourner  une  des  parties  aA'B'... 
de  la  figure  autour  de  OP,  oA'  tombera  sur  aA,  à cause  des 
angles  droits  en  a,  et  le  point  A'  en  A,  de  même  B'  en  B..., 
les  figures  sont  supèrposables. 

Corollaire.  1°  Deux  polygones  sont  symétriques  par  rap- 
port à un  point  ou  à une  droite,  si  leurs  sommets  forment 
deux  systèmes  symétriques,  pourvu  que  les  côtés  soient  dé- 
terminés de  part  et  d’autre  par  des  points  symétriques. 

2°  Deux  surfaces  planes  sont  sy  métriques  par  rapport  à 
un  point  ou  à une  droite,  si  les  contours  le  sont. 

Déf.  30.  On  appelle  centre  de  symétrie  ou  centre  d’une 
figure  un  point  tel  que  chaque  point  de  la  figure  ait  son 
symétrique  par  rapport  à ce  centre  dans  la  même  figure. 
Tel  est  le  point  d’intersection  des  diagonales  du  O. 

•Déf.  31.  On  appelle  axe  de  symétrie  d’une  figure,  toute 
droite  qui  divise  la  figure  en  deux  figures  symétriques  par 
rapport  à cette  droite. 

Remarque.  1°  Dans  le  A isocèle  AEF  (fig.  24),  la  droite 
menée  du  point  de  concours  A des  côtés  égaux  au  milieu  du 
troisième  côté  est  un  axe  de  symétrie. 

2°  Dans  le  lozange  les  diagonales  sont  des  axes  de  symé- 
trie (fig.  35). 

3°  Dans  le  rectangle  (fig.  44),  les  droites  qui  joignent  les 
milieux  des  côtés  opposés  sont  des  axes  de  symétrie. 

4°  Le  carré  a quatre  axes  de  symétrie  : c’est  à la  fois  un 
lozange  et  un  rectôngle. 
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LES  FJGURES  PLANES  : 
GRANDEUR  ABSOLUE  DE  LEURS  ÉLÉMENTS 


LA  DROITE  ET  LE  CERCLE. 


Le  cercle  et  une  droite  .■  nombre  de  points  communs,  diamètres, 
cordes,  sécantes,  tangentes , pr.  1 — 6. 

Le  cercle  et  les  systèmes  de  droites  .-  angles  au  centre,  à la  circonfé- 
rence, excentriques,  extérieurs,  polygones  inscrits  et  circonscrits, 
pr.  G— IG. 

Deux  cercles,  pr.  17 — 21 . 

Cercles  et  droites,  ou  problèmes. 

Déf.  1.  — Fif.  45.  La  circonférence  du  cercle  est  une 
ligne  çourbe  dont  tous  les  points  A,  B,  E,  etc.,  sont  égale- 
ment distants  d’un  point  C situé  dans  le  plan  de  cette  ligne, 
et  appelé  centre.  Le  cercle  est  la  portion  de  plan  terminée 
par  la  circonférence. 

Déf.  ‘2.  Toute  droite  CA  , CE  , etc.  , menée  du  centre  à 
un  point  de  la  circônférence , se  nomme  rayon.  Dans  un 
même  cercle  tous  les  rayons  sont  égaux. 

Déf.  3.  Toute  droite  AB,  passant  au  centre  et  terminée 
de  part  et  d’autre  à la  circonférence,  se  nomme  diamètre. 
Le  diamètre  est  double  du  rayon.  Le  centre  et  le  rayon  se 
nomment  les  éléments  du  cercle. 

Déf.  4.  Un  arc  est  une  partie  de  la  circonférence,  telle 
t|ue  BF , EF , etc.  La  droite  EF  , qui  joint  les  extrémités 
d’un  arc,  s’appelle  la  corde  ou  sous-tendante  de  l’arc. 
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PROPOSITION  I. 

Théorème.  — Fig.  45. 

Une  ligne  droite  ne  saurait  rencontrer  une  circonférence 
en  plus  de  deux  points. 

Car  si  une  droite  pouvait  rencontrer  une  circonférence 
en  trois  points  I),  R,  F,  les  (rois  rayons  CE,  CI),  CF  se- 
raient trois  droites  égales  menées  d’un  môme  point  C sur 
cette  droite  ; or,  de  ces  trois  droites  deux  tomberaient  d’un 
même  côté  de  la  perpendiculaire  menée  de  C,  et  ne  sau- 
raient, par  suite,  être  égales  (I.  I,  p.  20,  3"). 

Remarque.  Une  droite  ne  peut  donc  présenter  que  trois 
cas  par  rapport  à la  circonférence  : 

1“  N’avoir  aucun  point  commun 
2°  Avoir  un  point  commun 
3“  Avoir  deux  points  communs 


celte  ligne 
courbe. 


PROPOSITION  II. 

Théorème.  — Fig.  45. 

Ce  diamètre  est  la  plus  grande  corde. 

Car  soit  une  corde  EF  qui  ne  passe  pas  au  centre  ; ti- 
rez les  rayons  CE  , CF;  on  a EF<ECH-CF ou  <BC-t-CA 
ou  <BA. 

PROPOSITION  III. 

Théorème.  — Fig.  46. 


Tout  diamètre  est  un  axe  de  symétrie  du  cercle. 

Soit  A le  centre  d’un  cercle,  DD'  un  diamètre,  BC  une 
corde  perpendiculaire  à DD’  ; tirez  les  rayons  AB,  AC  qui 
sont  par  rapport  à AE  des  obliques  égales  ; donc  BE=EC. 
Donc  C est  le  symétrique  de  B par  rapport  à DD’.  De  même 
tout  point  de  DBD’  a son  symétrique  sur  DCD'. 
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Remarque.  De  là  il  suit  : 

1°  Que  la  ligne  DBD'=DCD' , et  que  la  surface  D'DB= 
D'DC;  ainsi  tout  diamètre  divise  le  cercle  et  sa  circonférence 
en  deux  parties  égales  ; 

2°  Que  chacun  des  arcs  BDC , BD’C  a pour  axe  dé  symé- 
trie le  diamètre  DD',  et  comme  en  outre  BE=CE  , on  con- 
clura que  le  diamètre  DD',  perpendiculaire  à une  corde  BC, 
divise  la  corde  et  les  deux  arcs  sous-tendus  BDC,  BD'C, 
chacun  en  deux  parties  égales  ; 

3°  Que  le  centre  A,  le  milieu  E d’une  corde  BC,  et  les 
milieux  D,  D'  des  deux  arcs  sous-tendus  BDC , BD'C  sont 
quatre  points  en  ligne  droite,  de  sorte  que  toute  droite  qui 
passera  par  deux  de  ces  points  passera  aussi  par  les  deux 
autres,  et  sera  perpendiculaire  à la  corde;  de  plus  toute 
perpendiculaire  abaissée  d’un  de  ces  quatre  points  , sür  la 
corde , passera  par  les  trois  autres. 

PROPOSITION  IV. 

Théorème.  — Fig.  47. 

Dans  un  même  demi-cercle  ou  dans  des  demi-cercles 
égaux,  deux  cordes  égales  BC,  EF  sous-tendent,des  arcs  égaux, 
et  sont  également  éloignées  du  centre.  Réciproquement. 

Tirez  AB , AÇ  *,  DE  , DF  , et  menez  les  rayons  AG  , DH  , 
respectivement  perpendiculaires  aux  cordes  BC  , EF  ; ils 
passeront  aux  points  I,  L,  milieux  de  ces  cordes  (p.  3). 
Les  triangles  ABC t DEF,  seront  équilatéraux  entre  eux, 
et  superposables  , de  sorte  que  D étant  placé  sur  A , E sur 
B,  F tombera  sur  C,  et  les  circonférences  coïncideront. 
Donc  1°  les  arcs  BGC,  EHF  sont  égaux.  De  plus  L,  milieu 
de  EF  tombera  sur  I , milieu  de  BC  ; donc  2°AI=DL,  et  les 
deux  cordes  égales  sont  également  éloignées  du  centt-e. 

Réciproquement , 1“  si  les  arcs  sont  égaux,  on  pourra, 
en  conservant  le  môme  centre,  les  superposer,  et  les  cordes 
coïncideront  ; 

2°  Si  DL=A1 , ces  deux  droites  pourront  se  superposer , 
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et  EF  tombera  indéfiniment  sur  BC  ; mais  les  circonféren- 
ces coïncident  aussi.  Donc  E tombe  sur  B,  F en  C,  et  les 
cordes  BC,  EF,  également  éloignées  du  centre,  sont  égales. 

PROPOSITION  V. 

Théorème.  — Fig.  47. 

Dans  un  même  demi-cercle  ou  dans  les  demi-cercles 
égaux , de  deux  cordes  inégales  KM,  EF,  la  plus  grande 
KM  sous-lend  le  plus  grand  arc  ; 2°  celte  plus  grande  corde 
est  la  moins  éloignée  du  centre.  Réciproquement. 

1°  Car  dans  les  deux  triangles  KAM , EDF  , les  côtés  AK , 
AM  sont  égaux  à DE,  DF  ; le  côté  KM  est  plus  grand  que  EF  ; 
donc  (I.  I,  p.  22)  l’angle  KAM  sera  plus  grand  que  EDF. 
Cela  fait,  posons  le  point  D sur  A,  le  rayon  DH,  qui  est 
perpendiculaire  à EF,  sur  AG,  qui  est  perpendiculaire  à 
KM,  l'angle  EDF  se  placera  dans  l'angle  KAM,  et  par  con- 
séquent l are  BCiC  qu’il  interceptera  sera  •<  KGM. 

2°  La  corde  EF  coïncidant  avec  BC  , cette  droite  BC  sera 
aussi  perpendiculaire  à AG;  or,  évidemment  AI> AO  ; donc 
DL  , qui  est  égal  à AI , sera  plus  grand  que  AO.  Donc  KM  est 
moins  éloignée*du  centre  que  EF. 

Réciproquement,  1°  si  l’on  suppose  l’arc  KGM  plus  grand 
que  l’arc  EHF,  on  pourra  conclure  que  la  ctfrde  KM  est>-EF. 
En  effet,  soient  G,  H les  milieux  des  arcs  ; prenez  GB= 
GC=EH  ; Parc  BGC  sera  égal  à EHF  ; placez  le  centre  D en 
A,  l’arc  EF  sur  son  égal  BC  ; l’angle  EDF  sera  contenu  dans 
KAM,  et  les  deux  triangles  KAM,  EDF  ayant  d’ailleurs  les 
côtés  KA,  MA  égaux  à ED,  DF,  il  s’en  suit  (I.  I,  p.  22) 
que  le  côté  EF  est  <MK. 

2°  Etc. 

PROPOSITION  VI. 

Théorème.  — Fig.  48. 

1“  Pour  qu'une  droite  BC  n’ait  qu’un  seul  point  D de 
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commun  avec  une  circonférence,  il  faut  et  il  suffit  qu  elle  soit 
perpendiculaire  au  rayon  AD  mené  à ce  point  ; 

2°  Pour  qu’une  droite  ait  deux  points  communs  avec  une 
circonférence , il  faut  cl  il  suffit  que  sa  distance  au  centre 
soit  moindre  que  le  rayon  ; 

3°  Pour  qu’une  droite  n’ait  aucun  point  commuté  avec  me 
circonférence , il  faut  et  il  suffit  que  sa  dislance  au  centre  soit 
plus  grande  que  le  rayon. 

En  effet,  pour  que  BC  n’ait  que  le  point  I)  de  commun 
avec  la  circonférence,  il  faut  que  tous  les  autres  points  de 
BC  soient  plus  éloignes  du  centre  A que  le  point  D ; il  faut 
donc  que  AD  soit  la  plus  courte  distance  du  point  A à la 
droite  BC,  c’est-à-dire  que  AD  soit  perpendiculaire  à BC 
(I.  F,  p.  20,  d.  16). 

Supposons  la  droite  BC  perpendiculaire  en  D au  rayon 
AD;  tout  autre  point  K,  pris  sur  cette  droite,  sera  hors  du 
cercle  , puisque  la  droite  AE  , qui  est  une  oblique  , est  plus 
longueque  la  perpendiculaire  AD  (I.  I,  p.  20,  1°).  Donc, 
pour  que  BC  n’ait  qu’un  point  de  commun  avec  la  circon- 
férence, il  suffit  que  cette  droite  BC  soit  perpendiculaire 
à l’extrémité  d’un  rayon. 

Les  deux  autres  parties  de  l’énoncé  sont  évidentes. 

Déf.  5. — Fig.  48.  Une  droite  qui  n’a  qu’un  point  de 
commun  avec  une  circonférence,  se  nomme  une  tangente ; 
le  point  commun  est  appelé  point  de  contact. 

Remarque.  Puisque  toute  autre  droite,  menée  par  le  point 
D,  coupe  la  circonférence,  il  s’ensuit  que  par  le  point  D on  ne 
saurait  mener  une  droite  qui , aux  environs  de  ce  point, 
passe  entre  la  circonférence  et  la  tangente. 

Déf.  6.  — Fig.  48.  Une  droite  qui  rencontre  la  circonfé- 
rence en  deux  points  se  nomme  une  sécante ; telle  est  FC. 

PROPOSITION  VII. 

Théorème.  — Fig.  î9. 

Deux  parallèles  interceptent  sur  la  circonférence  des  arés 
gaux. 
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Il  y a trois  cas  : 1°  Les  deux  parallèles  sont  des  sécantes 
AB,  CD.  I)u  centre  0 menez  01  perpendiculaire  à AB,  et  par 
suite  à sa  parallèle  CD.  Mais  ce  rayon  01  étant  perpendicu- 
laire à chacune  des  cordes  NP,  LM  , le  point  I sera  le  milieu 
de  chacun  des  arcs  N1P,  LIM  (p.  3),  de  sorte  qiie  NI=IP, 
LI=1M  ,*donc  NI— LI=IP— LM,  ou  NL=PM. 

2°  L’une  des  parallèles  est  une  sécante  AB,  l'autre  une 
tangente  EF.  Menez  le  rayon  01  au  point  de  contact  ; il 
sera  perpendiculaire  à la  tangente  EF  ( p.  6 ),  et  par  consé- 
quent aussi  à sa  parallèle  AB;  donc  ce  point  I est  le  milieu 
de  l'arc  LIM  ( p.  3 ) , et  l’on  a LI=IM. 

3°  Les  deux  parallèles  sont  des  tangentes  EF,  GH;  me- 
nez la  sécante  AB  parallèle  à ces  droites.  D’après  ce  qu’on 
vient  de  prouver,  on  a LI=IM  , LK=MK;  donc  LI-4-LK 
=Ml-j-MK  , ou  ILK=IMK,  et  chacun  de  ces  arcs,  est  une 
demi-circonférence. 

PROPOSITION  VIII. 

Théorème.  — Fig.  47. 

Dans  un  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux  deux 
angles  égaux  BAC,  EDF  qui  onl  leurs  sommets  au  centre , 
interceptent  des  arcs  égaux,  et  réciproquement. 

Les  angles  égaux  BAC,  EDF,  pourront  se  superposer  ; et 
comme  les  rayons  sont  aussi  égaux,  les  points  I),  E,  F tom- 
beront en  A,  B,  C.  Donc  arc  BGC— EHF.  Réciproquement,  si 
arc  BGC— EHF,  les  rayons  étant  égaux,  les  circonférences  se 
superposeront  ainsi  que  les  arcs  ; donc  les  angles  sont  égaux. 

Corollaire.  Deux  diamètres  perpendiculaires  divisent  la 
circonférence  en  quatre  arcs  qui  sont  égaux,  comme  inter- 
ceptés par  des  angles  égaux. 

Remarque  1 . L’addition  et  la  soustraction  des  angles  peu- 
vent se  faire  parle  moyen  de  l’addition  et  de  la  soustraction 
des  arcs.  C’est  ainsi  que  l’angle  RAM,  somme  des  angles  BAC, 
CAM,  intercepte  l’arc  BGCM,  somme  des  arcs  BGC,  CM  in- 
terceptés par  ces  angles  partiels. 
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Remarque  2.  Il  est  évident  qu’au  plus  grand  angle  ré- 
pond le  plus  grand  arc,  dans  le  même  cercle  ou  dans  des 
cercles  égaux;  et  réciproquement. 

Déf.  7. — Fig.  50  et  51 . On  entend  par  angle  inscrit  tout 
angle  tel  que  BCD,  formé  par  deux  cordes- qui  se  coupent 
sur  la  circonférence. 

Déf.  8.— Fig.  52.  L’angle  semi-inscrit  est  celui  (BDC) 
qui  est  formé  par  une  corde  et  une  tangente  qui  se  coupent 
sur  la  circonférence. 

Déf.  9.  On  entend  par  segment  de  cercle  l’espace  compris 
entre  un  arc  et  sa  corde. 

PROPOSITION  IX. 

Théorème. 

L'angle  inscrit,  ou  semi-inscrit,  est  égala  l'angle  au  cen- 
tre qui  intercepte  la  moitié  de  l’arc  compris  entre  les  côtés 
du  premier. 

Fig.  50.  Soit  d’abord  l’angle  inscrit  BCE  dont  l’un  des 
côtés  CE  est  un  diamètre.  Menez  le  diamètre  FC,  parallèle  à 
BC;  l’angle  au  centre  FAE  sera  égal  à BCE,  à cause  des  pa- 
rallèles BC,  FG,  coupées  par  CE  (1.  I,  p.  8,  3°).  Or,  les  an- 
gles CAG,  FAE  étant  égaux,  les  arcs  FE,  CG  lesont(p.  8).  D’un 
autre  côté,  les  arcs  CG,  BF  sont  aussi  égaux  (p.  7).  Donc 
l’arc  FE=BF,  et  l’arc  FE,  intercepté  par  l’angle  au  centre 
FAE,  est  la  moitié  de  l’arc  BFE,  intercepté  par  l’angle 
inscrit  BCE,  égal  à FAE. 

Cela  posé,  s’il  s’agit  d’un  angle  inscrit  tel  que  BCD,  on 
tirera  le  diamètre  CE  ; les  angles  BCE,  ECD  seront,  d’après 
ce  qui  vient  d’être  prouvé,  respectivement  égaux  aux  angles 
au  centre  qui  intercepteraient  les  moitiés  des  arcs  BE,  ED. 
Donc  BCE+ECD  sera  égal  il  l’angle  au  centre  qui  intercep- 
terait la  moitié  de  BE-t-ED  ou  de  BED. 

Fig.  51.  Si  le  diamètre  CE  passe  hors  de  l’angle  BCD, 
l’angle  BCE  sera  égal  à l’angle  au  centre  qui  comprend  la 
moitié  de  l’arc  BDE,  et  DCE  à celui  qui  comprendrait  la 
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moitié  de  DE  ; donc  l’angle  BCD,  e’esl-à-dire  BCE — DCE, 
sera  égal  à l’angle  au  centre  qui  intercepte  la  moitié  de 
BDE — DE  ou  de  BD. 

Fig.  52.  Enfin,  soit  l’angle  semi-inscrit  BDC.  Menons  le 
diamètre  DE,  qui  sera  perpendiculaire  à la  tangente  (p.6), 
et  le  diamètre  FH  parallèle  à BD  ; les  arcs  DF,  FE,  EH,  HD 
seront  égaux.  L’angle  droit  EDC  est  égal  à l'angle  au  centre 
EAF  qui  intercepte  l’arc  EF,  moitié  de  l’arc  EFD  ; on  vient 
d’ailleurs  de  prouver  que  l’angle  BDE  est  égal  à l’angle  au 
centre  qui  intercepte  la  moitié  de  BE  ; donc  l’angle  BDC  est 
égal  à l’angle  au  centre  qui  intercepte  la  moitié  de  l’arc  BFD. 

Corollaire  1 . Fig.  53.  Les  angles  B,  B’,  etc.,  inscrits  dans 
le  meme  segment  ABC,  sont  égaux  entre  eux,  comme  étant 
égaux  à l’angle  au  centre  qui  intercepte  la  moitié  de  l’arc 
ADC.  Il  en  est  de  môme  des  angles  inscrits  dans  des  segments 
égaux. 

Corollaire  2.  Fig.  54.  Tout  angle  BAC,  inscrit  dans  un 
demi-cercle,  est  droit.  Car  il  est  égal  à l’angle  au  centre  qui 
intercepte  la  moitié  d’une  demi-circonférence  ou  un  quart 
de  circonférence,  et  cet  angle  au  centre  est  droit. 

Déf.  10.  — Fig.  55.  L’angle  excentrique  est  celui  qui 
est  formé  par  deux  cordes  se  coupant  dans  le  cercle. 

Déf.  1 1 . — Fig  . 56.  L’angle  extérieur  est  formé  par  deux 
sécantes  qui  se  coupent  hors  du  cercle,  ou  par  une  tangènte 
et  une  sécante,  ou  par  deux  tangentes. 

PROPOSITION  X. 

Théorème. 

L’angle  excentrique  BAC  (fig.  55)  est  égal  à l'angle  au 
centre  qui  intercepte  la  demi-somme  des  arcs  BC,  DE  de  ce- 
lui-là; l’angle  extérieur  BAC  (fig.  56)  est  égal  à l’angle  au 
centre  qui  intercepte  la  demi-différence  des  arcs  BC,  DE  du 
premier. 

1°  Fig.  55.  Tirez  EC;  par  rapport  au  A AEC,  l’angle  ex- 
térieur BAC  est  égal  à E-t-C  (I.  I,  p.  14,  r.  3);  mais  les 
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angles  inscrits  E,  C,  valent  des  angles  au  centre  dont  les 
arcs  seraient  4 BC,  j ED  (p.  9);  donc  BAC,  leur  somme, 
vaut  la  somme  de  ces  angles  au  centre,  ou  celui  dont  l’arc 
serait  \ BC-t-jED. 

2°  Fig.  56.  Tirez  BD;  l’angle  BDC=A-f*B;  donc  A est 
la  différence  des  angles  inscrits  BDC,  EBD,  et  vaut  l’angle 
au  centre  dont  l’arc  serait \ BC — 4 ED. 

Remarque.  Si  donc  un  angle  est  égal  à l’angle  au  centre 
qui  intercepte  la  moitié  de  l’arc  intercepté  par  le  premier,  ce 
premier  a *son  sommet  sur  la  circonférence. 

Déf.  12.  — Fig.  57.  Une  figure  rectiligne  ABC  est  dite 
inscrite  dans  un  cercle  si  elle  a tous  ses  sommets  sur  la  cir- 
conférence ; le  cercle  est  dit  circonscrit  à la  figure. 

Déf.  13. — Fig.  58.  Une  figure  rectiligne  ABCD  est  dite 
circonscrite  à un  cercle  si  tous  ses  côtés  sont  tangents  à la 
circonférence  ; le  cercle  est  dit  inscrit  à la  figure. 

Déf.  14.  La  bissectrice  d’un  angle  est  la  droite  qui  divise 
cet  angle  en  deux  parties  égales. 

PROPOSITION  XI. 

Théorème. — Fig.  57. 

A tout  triangle  ABC  on  peut  circonscrire  un  cercle. 

Menez  DE  perpendiculaire  au  milieu  de  AB,  GF  perpen- 
diculaire au  milieu  de  BC;  ces  droites  DE,  GF  se  coupe- 
ront (I.  I,  p.  9)  en  un  point  G qui  sera  également  distant  des 
points  A,  B,  vu  qu’il  est  sur  la  perpendiculaire  menée  au 
milieu  de  AB  (I.  I,  p.  21)  ; de  même  il  est  à égales  distances 
des  points  B,  C.  Donc  le  point  G est  également  éloigné  des 
points  A,  B,  C,  et  si  de  G comme  centre  avec  le  rayon  GA 
on  décrit  une  circonférence  de  cercle,  elle  passera  par  les 
trois  points  A,  B,  C. 

PROPOSITION  XII. 

Théorème.  — Fig.  59. 

A tout  A ABC  on  peut  inscrire  un  cercle.  . * 
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Soient  AO,  BO,  les  bissectrices  des  /\  BAG,  ABC;  de  leur 
point  d’intersection  0 menez  sur  les  côtés  du  A les  perpen- 
diculaires 01),  OE,  OF  : je  dis  qu’elles  sont  égales.  Cardans 
les  A BOD,  BOE,  à cause  de  BO,  on  a /\  OBD=OBE;  les 
/\  en  0,  E,  sont  droits;  le  côté  OB  est  commun  ; donc 
(I.  I,  p.  IG)  ces  A sont  égaux  et  le  côté  DO=OE.  On 
protive  de  môme  que  DO=OF.  Donc  si  du  point  0 comme 
centre  avec  le  rayon  OE  on  décrit  une  circonférence,  elle 
passe  en  E,  J),  F ; d’ailleurs  les  côtés  BC,  BA,  AC,  perjien- 
diculaires  aux  extrémités  E,  D,  F,  des  rayons  0Î2,  DO,  FO, 
sont  des  tangentes  (p.  6,  d.  5).  Donc  le  cercle  est  inscrit  au  A. 

Remarque  t.  Si  l’on  tire  CO,  les  A COE,  COF,  ont  le  côté 
CO  commun,  le  côté  0E=OF,  et  l’angle  droit  en  E égal  à 
l’angle  en  F.  Donc  (I.  1)  ils  sont  égaux,  et  CO  est  la  bissec- 
trice de  l’angle  ACB.  Par  suite  les  bissectrices  des  angles  d'un 
A se  coupent  en  un  point. 

Remarque  2.  Tout  point  0 de  AO  est  également  distant 
des  côtés  de  l’angle  CAB,  dont  AO  est  la  bissectrice  ; réeipro- 
ment,  tout  point  1,  pris  dans  cet  angle,  à égales  distances 
des  côtés,  détermine  avec  ces  distances  IL,  l.M,  et  les  /\  en 
A,  deux  A égaux,  et  se  trouve  sur  la  bissectrice  AO,  qui  est 
ainsi  le  lieu  des  points  pris  dans  l’/\  à égales  distances  de 
ses  côtés. 

Remarque  3.  Fig.  GO.  Si  l’on  prolonge  indéfiniment  les 
côtés  d’un  A ABC,  on  reconnaîtra,  1°  que  les  droites  AO’,  BO', 
CO’  bissectrices  des  /\  HAE,  FBD,  ACB , concourent  en 
un  point  0'  centre  d’un  cercle  inscrit  à la  figure  HABF. 
2“  One  la  droite  AO",  prolongement  de  AO'  et  bissectrice 
de  ÜAL,  concourt  avec  BO”,  CO”,  bissectrices  des  /\  ABC, 
ACG,  en  un  point  0 centre  d’un  cercle  inscrit  à DACC. 
3°  Que  CO",  BO",  prolongements  de  CO”,  BO'  et  bissec- 
trices des  /\  1CB,  EBG,  concourent  avec  AO"',  bissectrice 
de  BAC  en  un  point  0 ",  centre  d’un  cercle  inscrit  à EBCI. 
Au  On  pourra  démontrer  que  les  droites  AO"',  BO"  CO  , sont 
perpendiculaires  à O'O",  0 0'",  0"0",  respectivement. 
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PROPOSITION  XIII. 

Tiiéorève.  — Fig.  53. 

Pour  qu’un  cercle  puisse  être  circonscrit  à un  quadrilatère 
convexe,  il  faut  que  les  angles  opposés  de  ce  polygone  soient 
supplémentaires. 

l°Soit  ABCD  un  quadrilatère  inscrit;  l'angle  au  centre 
égal  à B intercepte  la  moitié  de  l’arc  ADC  (p.  9);  l’angle 
au  centre  égal  à I)  intercepte  la  moitié  de  l’arc  ABC  ; donc 
ces  deux  /\  au  centre  interceptent  ensemble  la  demi-cir- 
conférence et  sont  supplémentaires  ainsi  que  les  /\  B,  D. 
De  même  BAI),  BC1)  sont  supplémentaires. 

Corollaire.  Tout  CJ  inscrit  est  un  rectangle. 

PROPOSITION  XIV. 

Théorème. — Fig.  58. 

Pour  qu’un  cercle  puisse  être  inscrit  dans  un  quadrilatère , 
il  faut  que  la  somme  de  deux  côtés  opposés  soit  égale  à celle 
des  deux  autres. 

1"  Soit  ABCD  un  quadrilatère  circonscrit,  E,  F,  G,  H 
les  points  de  contact;  tirez  OE,  OH,  OA.  Les  A AOH,  AOE 
ont  AO  commun,  OH— OE;  les  /\  en  H,  E,  sont  droits, 
donc  AE=AH;  de  même  BE  = BF,  DG  — DH,  GC  —CF ; 
-ajoutant,  on  a AE-|-BE+DG-t-GC= AH+BF -t-CF-t-DH, 
ou  AB-t-DC=AD-t-BC. 

Corollaire.  Tout/17  circonscrit  à un  cercle  est  un  lozange. 

Remarque.  On  voit  que  pour  les  polygones  de  plus  de  trois 
côtés,  on  ne  peut  plus  affirmer  qu’il  soit  possible  d’y  circon- 
scrire ou  d’y  inscrire  un  cercle  , au  contraire  du  A. 

Déf.  15.  Un  polvgonequi  a tous  ses  angles  égaux  est  dit 
équiangle. 

Déf.  16.  Un  polygone  qui  a tousses  côtés  égaux  est  dit 
équilatéral. 

Déf.  17.  Un  polygone  qui  est  à lu  fois  équiangle  et  équi- 
latéral est  appelé  polygone  régulier. 
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Le  A équilatéral  et  le  carré  sont  des  polygones  réguliers. 

Déf.  18.  Une  ligne  brisée,  qui  a ses  côtés  égaux  et  ses 
angles  tournés  dans  le  même  sens,  aussi  égaux  , s’appelle 
ligne  brisée  régulière , polygone  régulier  non  fermé. 

PROPOSITION  XV. 

Théorème.  — Fig.  61. 

A tout  polygone  régulier  ABCDE , fermé  ou  non  , on  peut 
circonscrire  un  cercle  ; on  peut  aussi  lui  inscrire  un  cercle. 

Par  trois  sommets  consécutifs  A,  B,C,  faites  passer  une 
circonférence  ; jedis  qu’elle  passera  aussi  par  le  sommet  D.  Car 
soit  0 son  centre , AO  le  rayon  ; tirez  OD,  et  menez  OG  per- 
pendiculaire à la  corde  RC  ; le  point  G sera  le  milieu  de  cette 
droi,te(p.  3,c.  2°).  Ainsi , les  deux  quadrilatères  OABG , ODCG 
ont  le  côté  OG  commun,  le  côté  BG=CG , les  côtés  AB, 
CD  égaux  puisque  la  ligure  donnée  est  régulière,  l’ A B= 
C par  la  même  raison , et  les  /\  en  G égaux  comme  droits, 
donc  (I.  I,  p.  29)  ces  ligures  sont  égales,  et  OD  = OA; 
Par  suite,  le  cercle  décrit  du  centre  O et  du  rayon  OA  passe 
par  I);  on  démontre  de  même  qu’il  passe  par  E , F.  Donc  il 
est  circonscrit. 

Par  rapport  à ce  cercle,  les  côtés  AB,  BC,  CD,  sont  des 
cordes  égales  ; donc  elles 'Sont  également  éloignées  du  cen- 
tre O (p.  4) , c’est-à-dire  que  les  perpendiculaires  OH,  OG, 
01 , menées  du  centre  sur  ces  côtés,  sont  égales  , et  si  de  0 
comme  centre  avec  le  rayon  OH  on  décrit  une  circonférence, 
elle  passera  par  les  milieux  H,  G,  I de  tous  ces  côtés  et  y 
sera  tangente  (p.  6).  Donc  ce  cercle  sera  inscrit. 

Déf.  19.  Le  rayon  AO  du  cercle  circonscrit  à un  poly- 
gone est  appelé  le  rayon  du  polygone  ; le  rayon  OH  du  cer- 
cle inscrit  est  appelé  l 'apothème  du  polygone.  Le  centre 
commun  0 des  deux  cercles  est  appelé  centre  du  polygone. 

Déf.  20.  Dans  un  polygone  régulier  l’angle  AOBformépar 
deux  rayons. AO,  BO  menés  aux  extrémités  d’un  côté  AB  , 
se  nomme  angle  au  centre  ; dans  un  même  polygone  régu- 
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lier , les  angles  au  centre  sont  égaux , comme  interceptant 
des  arcs  égaux. 


PROPOSITION  XVI. 

Théorème.  — Fig.  62. 

Un  po/ygone  inscrit  ABC  DF.  est  régulier  s’il  est  équilaté- 
ral; un  polygonè  circonscrit  A'B'C'D'E'  est  régulier  s'il  est 
équiangle. 

1°  Si  les  cordes  AB , BC,  etc.,  sont  égales , les  arcs  AB  , 
BC,  sont  égaux  ( p.  4)  ; de  plus,  les  segments  ACB,  BDC 
seront  égaux  ; donc  les  angles  ABC,  BCD  inscrits  dans  ces 
segments  sont  égaux  (p.  9,  c.  1).  Même  raisonnement  pour 
les  autres  angles.  Donc  le  polygone  ABCDE  est  régulier. 

2°  Supposons  les  angles  A' , B' , C' , égaux  entre  eux . Joignez 
les  points  de  contact  par  les  cordes  AB,  BC,  CD.  Les  angles 
semi-inscrits  A'AB,  A'BA  sont  égaux  comme  interceptant 
le  même  arc  : ainsi  le  triangle  AA' B est  isocèle  (I.  I).  De 
même  les  triangles  BB  C,  etc.,  sont  isocèles,  et  comme  A'= 
B',  les  angles  B'BC,  A'BA  seront  aussi  égaux  (1.  I,  p.  14), 
et  intercepteront  des  arcs  AB,  BC  égaux.  Delà  il  suit  que  les 
cordes  AB,  BC  sont  égales;  par  conséquent  les  triangles 
AA’B,  BB'C  sont  égaux  , et  AA'— A'B=BB'=:B'C=CC'= 
C'D=DD . Donc  A'B'=B'C'=etc.,  et  le  polygone  circonscrit, 
outre  qu’il  est  équiangle,  est  équilatéral.  Ainsi  il  est  régulier. 

Remarque  1 . Ces  démonstrations  n’exigent  pas  que  les 
polygones  soient  fermés;  seulement,  dans  le  cas  du  poly- 
gone circonscrit , il  faut  prendre  les  demi-côtés  extrêmes 
égaux  aux  autres  demi-côtés  AA',  A'B. 

Remarque  2.  Le  polygone  circonscrit  est  régulier  si  les 
arcs  AB,  BC,  interceptés  par  les  angles  A'B',  sont  égaux. 

Remarque  3.  Pour  inscrire  ou  circonscrire  à une  circon- 
férence un  polygone  régulier,  il  suffit  de  savoir  diviser  la 
circonférence  en  autant  de  parties  égales  que  le  polygone 
a de  côtés. 
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PROPOSITION  XVII. 

Théorème.  — Fig.  63. 

Deux  circonférences  de  cercles  ne  sauraient  avoir  plus  de 
deux  points  communs  sans  se  confondre. 

Soit  une  circonférence  ayant  son  centre  en  A , et  soient 
pris  sur  cette  circonférence  trois  points  quelconques  B,  C, 
I);  je  dis  que  toute  circonférence  qui  passera  par  ces  trois 
points  se  confondra  avec  la  circonférence  donnée.  En  effet , 
tirons  les  cordes  BC,  CD;  aux  points  E,  F,  milieux  de  ces 
cordes,  élevons  des  perpendiculaires  EA,  FA  qui  passeront 
au  centre  A (p.  3).  Toute  circonférence  qui  passera  par 
les  deux  points  B , C , devra  avoir  son  centre  également 
distant  de  ces  deux  points  ( déf.  1 ) ; donc  il  se  trouvera 
sur  la  droite  AE  (I.  I , p.  21  ) ; par  la  même  raison , 
toute  circonférence  qui  passera  par  les  deux  points  C , D, 
aura  son  centre  sur  AF  ; donc,  si  une  seconde  circonfé- 
rence passe  par  les  trois  points  B , C , D , elle  aura  son  cen- 
tre à la  fois  sur  EA  et  sur  FA,  c’est-à-dire  au  point  A,  et 
comme  cette  seconde  circonférence  passe  au  point  B , elle  a 
pour  rayou  AB  et  se  confond  avec  la  circonférence  donnée. 

Remarque.  Ainsi,  deux  circonférences  ont  ou  deux  points 
communs,  ou  un  seul  point  commun,  ou  bien  elles  n’ont  au- 
cun point  commun.  Dans  chacun  de  ces  deux  derniers  cas, 
les  circonférences  peuvent  être  extérieures  l’une  à l’autre,  ou 
l’une  peut  être  dans  l’autre,  ce  qui  donne  cinq  cas  au  plus. 

. PROPOSITION  XVIII. 

Théorème.  — Fig.  64. 

Si  deux  circonférences  se  coupent  en  deux  points , C,  G', 
ces  points  sont  symétriques  par  rapport  à la  ligne  des  cen- 
tres AB  et  hors  de  celte  ligne  ; si  deux  circonférences  n’ont 
quun  point  commun , il  est  sur  la  ligne  des  centres. 

1°  Car  si  au  milieu  de  la  corde  commune  CC'  on  mène 
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une  perpendiculaire , elle  doit  passer  par  chacun  des  cen- 
tres (p.  3,  r.  3°);  donc  cette  perpendiculaire  se  confond 
avec  la  droite  AB,  donc  AB  est  perpendiculaire  au  milieu 
de  CC' , les  points  C,C'  sont  hors  de  AB , et  sont  symétri- 
ques par  rapport  à AB. 

2°  Si  deux  cercles  n’ont  qu’un  point  commun,  ce  point  est 
sur  la  ligue  des  centres.  Car  s’il  était  d’un  côté  de  cette 
ligne,  comme  cette  même  ligne  divise  la  figure  en  deux 
parties  superposables,  il  s’ensuit  qu’il  y aurait  encore  un 
point  commun  de  l’autre  côté  de  cette  ligne;  il  y aurait 
donc  deux  points  communs , tandis  qu’on  n’en  suppose 
qu’un  seul." 

Déf.  22.  Deux  cercles  sont  dits  tangents  lorsqu’ils  n’ont 
qu’un  point  de  commun  : ce  point  commun  s’appelle  point 
de  contact  . 


PROPOSITION  XIX. 

Théorème.  — Fig.  64. 

Si  deux  cercles  se  coupent  en  deux  points,  la  distance  des 
centres  est  moindre  que  la  somme  des  rayons,  et  plus  grande 
que  leur  différence. 

1°  Si  deux  cercles  se  coupent  en  deux  points , aucun 
de  ces  points  n’est  sur  la  ligne  des  centres  (p.  18).  Donc 
chacun  de  ces  points  détermine  avec  les  centres  A et  B un 
triangle  comme  ACB,  dans  lequel  chaque  côté  est  plus  petit 
que  la  somme  des  deux  autres.  Ainsi  AB  <\YG-t-BC , et 
BC<[AB-I-AC;  ou  retranchant  AC  de  part  et  d’autre,  BC — 
AC<AB  ou-AB>BC— AC. 

PROPOSITION  XX. 

Théorème. 

Si  deux  cercles  sont  tangents , la  distance  des  centres  e$Jt 
égale  à la  somme  ou  à la  différence  des  rayons. 
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1°  Si  deux  cercles  se  touchent  extérieurement  (fig.  65), 
je  dis  que  la  distance  des  centres  est  égale  à ia  somme 
des  rayons.  Car  le  point  commun  est  nécessairement  sur 
la  ligne  des  centres  (p.  18)  entre  les  deux  centres  A,  B, 
de  sorte  que  AB=AC+BC. 

2°  Fig.  66.  Si  les  deux  cercles  se  touchent  intérieurement, 
le  point  commun  sera  encore  sur  la  ligne  des  centres,  et 
' du  même  côté  par  rapport  aux  deux  centres,  de  sorte  que 
AB=AC — BC. 


PROPOSITION  XXI. 

Théorème. 

Si  deux  cercles  n'ont  aucun  point  commun , la  distance 
des  centres  est  plus  grande  que  la  somme  des  rayons , ou 
plus  petite  que  leur  différence. 

1°  Les  cercles  étant  extérieurs  l’un  à l’autre  (fig.  67) , il 
s'ensuit  que  tous  les  points  de  circonférence  B sont  hors  du 
cercle  A.  Le  point  I),  où  la  ligne  des  centres  AB  coupe  la 
circonférence  B,  est  donc  aussi  hors  du  cercle  A.  Ainsi, 
AD>AC;  d’où  ALH-ÜB  ou  AB>AC-f-DB,  et  la  distance 
des  centres  est  > la  somme  des  rayons. 

2°  Fig.  68.  Le  cercle  B est  dans  le  cercle  A;  par  suite  les 
points  de  circonférence  B sont  plus  près  de  A que  ceux  de 
circonférence  A.  Soit  donc  menée  et  prolongée  la  ligne  des 
centres  AB  ; le  point  C où  elle  coupe  pour  la  seconde  fois  la 
circonférence  B est  plus  près  de  A,  que  le  point  D de  circon- 
férence A.  Donc  AC<AD,  et  AC— BC  ou  AB<;AÜ— BC; 
c’est-à-dire  que  la  distance  des  centres  est  -<la  différence 
des  rayons. 

Remarque  sur  les  prop.  19 , 20 , 21 . 

Soit  nommée  D la  distance  des  centres,  R le  plus  grand 
des  rayons  (s’ils  ne  sont  pas  égaux),  r l’autre. 
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Si  les  cercles  sont  : 

1°  Sécants 

2°  Tangents  extérieurement.  . 
3°  Tangents  intérieurement.  . 
4°  Extérieurs  . . . ) sans  point 
5°  L’un  dans  l’autre  j commun. 


On  a : 

D<R  + r,  et  D>R — r. 
D=R  + r. 

D— R — r. 

D>R+r. 

D<R — r. 


De  là  , il  suit  qu’à  chaque  cas  de  la  seconde  colonne,  ré- 
pondra le  cas  de  la  première  qui  occupe  la  môme  ligne,  ce’’ 
qui  donne  les  réciproques  des  propositions  19,  20,  21. 

Donc  1°  Sî'D<R-|-ret  D>lt — r,  les  cercles  sont  sécants. 

Car  s’ils  étaient  tangents,  D serait  ou  =R+r,  ou  = 

R — r , ce  qui  n’est  pas  ; s’ils  n’avaient  aucun  point  com- 
mun I)  serait  >R+r,  ou  <R — r. 

2°  Si  D=R-t-r,  les  cercles  sont  tangents  extérieurement , 
sans  quoi  D serait  (1°)  <R+r,  ou  (3U)  =R — r,  etc. 

3°  Si  D=R — ?\  les  cercles  sont  tangents  intérieurement. 

4°  Si  D>R+r,  les  cercles  n’auront  pas  de  point  com- 
mun, l'un  étant  hors  de  l'autre ; 

5°  Si  D<R — r , rien  de  commun,  et  l’un  dans  l’autre. 

Problème  1.  — Fig.  69. 

Sur  le  milieu  d’une  droite  AB  élever  une  perpendiculaire. 

Du  point  A comme  centre,  avec  un  rayon  AC  plus  grand 
que  la  moitié  de  AB , décrivez  une  circonférence  ECD  ; du 
point  B comme  centre,  avec  le  même  rayon,  décrivez  une 
seconde  circonférence  EFÜ.  Ces  deux  circonférences  se  cou- 
peront en  deux  points  ; car  chaque  rayon  étant  plus  grand 
que  la  moitié  de  AB,  la  somme  des  rayons  sera  plus  grande 
que  la  distance  des  centres  AB;  d’ailleurs,  les  deux  rayons 
étant  égaux,  leur  différence,  qui  est  nulle,  est  moindre  que 
la  même  distance  AB.  Donc  (r.  sur  p.  19,  20,  21)  les  cercles 
se  couperont  en-deux  points  E,  D ; mais  à cause  des  rayons 
égaux,  chacun  de  ces  points  est  également  distant  des  points 
A et  B ; donc  Eet  D appartiennent  à la  perpendiculaire  éle« 
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vée  au  milieu  «le  AB  (I.  I,  p.  21).  Dohc  enflrt  ED  e9t  Cfette 
perpendiculaire. 

Remarque.  Le  point  G est  dohc  le  milieu  de  AB,  St  cette 
construction  sert  à diviser  utie  droite  en  deux  purties  égales; 
si  l’on  divise  ensuite  Chèque  moitié  en  deux  parties  égales,  et 
ainsi  de  suite , on  pomfu  diviser  la  droite  en  4,  8,10,  etc., 
parties  égales. 

Problème  2.  — Fig.  70. 

Par  trois  points  donnés  -,  non  en  ligne  droite , faire  passer 
une  circonférence  de  cercle.  ( Voyez  p.  11.  ) 

Remarque.  La  même  construction  sert  à trouver  le  centre 
d’un  cercle  ou  d’un  art  donné.  Dans  ce  cas , ori  prend 
sur  cet  arc  ou  sur  la  circonférence  trois  points  à volonté 
A,  B,  C;  on  les  joint  par  des  cordes  AB,  BC,  sur  les 
milieux  desquelles  on  éléve  les  perpendiculaires  EF,  HD, 
qui  passeront  toutes  les  deux  au  centre  (p.  3,  r.),  et  dé- 
termineront ce  point  par  leur  intersection  0. 

Problème  «$.  — FIg.  71. 

Par  un  point  C pris  Sur  une  droite  AB , élever  une  per- 
pendiculaire à celte  droite. 

Preiièi  sur  la  droit)'  AB  les  deux  distances  égales  CE  , 
CD  ; des  points  E,  D comme  centres,  avec  un  même  rnybn  , 
plus  grand  que  DC , décrivez  deux  arcs  qui  se  coupent  en 
un  point  F;  ce  point  F%era  également  distant  de  D et  E ; 
il  en  est  de  même  du  point  C ; doue  CF  sera  perpendicu- 
laire à DE  (l.  I.  p.  21). 

Problème  4.  — F ta.  72. 

D’un  point  À donné  hors  d’une  droite  DE  mener  une  per- 
pendiculaire à cette  droite.  , 

Du  point  A comme  centre  et  d’un  rayon  suffisamment 
gtund  décrivez  un  arc  qui  coupe  la  droite  DE  en  deux  points  fe 
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etC;  de  ces  deux  points  comme  centres,  avec  un  môme  rayon, 
plus  grand  que  la  moitié  de  BC,  décrivez  deux  arcs  qui  se 
coupent  en  un  point  F;  les  deux  points  A et  F étant  égale- 
ment distants  de  Ç et  B,  la  droite  AF  sera  perpendiculaire 
à BC  ou  DE. 


Problème  5.  — Fig.  73. 

En  un  point  A d'une  droite  AB,  faire  un  /\  égal  à un  /\ 
donné  C. 

Du  point  fc  comme  centre  et  d’un  rayon  arbitraire  CD , 
décrivez  l’arc  DFE  terminé  aux  côtés  de  C ; tirez  la  corde 
DE.  De  A comme  centre,  avec  le  rayon  AG=CD,  décrivéz 
un  arc  indéfini  GIH,  et  de  G comme  centre,  avec  un  rayon 
égal  à la  corde  DE,  décrivez  un  second  arc  qui  coupe  GIH 
en  un  point  H;  tirez  1IA,  et  A sera  l’angle  demandé.  Car 
les  rayons  étant  égaux , ainsi  que  les  cordes , les  arcs  DFE  , 
GIH  le  sont  (p.  4);  donc  les  f\  A et  C le  sont  (p.  8). 

Problème  6.  — Fig.  8. 

D’un  point  G mener  une  parallèle  à une  droite  CD. 

Du  point  G tracez  une  transversale  arbitraire  GH,  et  faites 
au  point  G l'angle  EGB,  ou  l’angle  AGH,  égal  à GHD  ou 
à CHF,  et  la  droite  GB  ou  BA  sera  parallèle  à CD  (I.  I,  p.  5). 
On  peut  aussi  faire  l’un  des  /\  AGE,  BGF  égala  l’un  des 
AFHD,CHE. 


Problème  7.  — Fig.  74. 

Construire  un  A connaissant  deux  côtés  A , B , et  l’angle 
compris  C. 

* . . i 

Tire*  une  droite  indéfinie  DE , et  faites  au  point  D un 
angle  égal  à l’angle  C;  prenez  DE=A,  DF=k,  tirez  Ffc  , 
et  DFE  sera  le  A demandé. 
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Problème  8.  — Fig.  74. 

Construire  un  A connaissant  un  côté  A et  deux  f\  C,  G. 

Premier  cas.  Les  deux  /\  C,  G doivent  être  adjacents 
au  côté  donné  : prenez  une  droite  DE  égale  à A ; au  point 
D faites  l’angle  D égal  à C,  au  point  E l’angle  E égal  à G ; 
les  côtés  DF,  EF  se  couperont  si  la  somme  C+G  est  plus 
petite  que  deux  droits,  et  DFE  sera  le  A demandé. 

Deuxième  cas.  L’angle  C doit  être  adjacent  au  côté  A,  et 
l’angle  G opposé  : sur  une  droite  HM  égale  à A faites  l’angle 
H égal  à C;  en  un  point  quelconque  L de  la  droite  HL  faites 
l’angle  HLK  égal  à G ; l’angle  HKL  sera  le  troisième  angle 
du  triangle  (I.  1)  ; on  fera  donc  en  M l’angle  HMN  égal  à 
HKL,  et  HNM  sera  le  A demandé. 

Problème  9.  — Fig.  75. 

Construire  un  A connaissant  les  trois  côtés  A,  B,  C. 

Pour  que  le  A soit  possible,  il  faut  que  le  plus  grand 
des  trois  côtés  soit  moindre  que  la  somme  des  deux'  au* 
très  ; car  dans  tout  A cette  propriété  a lieu.  Si  cette  condi- 
tion est  remplie,  le  triangle  peut  se  construire.  En  effet, 
prenez  une  droite  DE  égale  au  plus  grand  des  trois  côtés , 
c’est-à-dire  à A;  du  point  D comme  centre,  avec  un 
rayon  égal  à B , décrivez  un  cercle;  du  point  E comme  cen- 
tre, avec  un  rayon  égal  à G,  décrivez  un  second  cercle.  Ces 
deux  cercles  se  couperont  ; car  la  distance  des  centres  DE 
est  supposée  plus  petite  que  la  somme  B-l-C  des  rayons  ; de 
plus,  puisque  DE  est  plus  grand  que  chacun  des  rayons  , il 
est  aussi  plus  grand  que  leur  différence.  Donc  les  cercles  se 
couperont  (p.  21,  r.)  en  deux  points;  soit  F l’un  de  ces 
points  ; DEF  sera  le  A demandé. 

Le  A serait  encore  possible  si  A était  égal  au  plus  grand 
des  deux  autres  côtés  B , C,  ou  si  les  trois  côtés  étaient 
égaux. 
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Problème  10.  — Fig.  76. 

Construire  un  A connaissant  deux  côtés  A,  B,  et  l’angle  C 
opposé  à l’un  d’eux. 

Il  y a deux  cas  : 1“  l’angle  donné  C est  opposé  au  côté 
A,  qui  est  le  plus  grand  des  deux  côtés  donnés.  Faites  un 
/\  FDE  égal  à l’angle  donné  C ; sur  l’un  des  côtés  prenez 
DE  égal  au  côté  B,  et  du  point  E comme  centre,  avec  le 
rayon  A,  décrivez  un  cercle.  Puisque  ED  ou  B est  moindre 
que  le  rayon  A,  la  droite  DF  aura  le  point  I)  dans  ce  cercle 
et  le  coupera  en  deux  points  F,  G situés  de  différents  côtés 
du  point  D.  Si  donc  on  tire  EF,  EG,  on  aura  les  deux  A 
EDG,  EDF,  dont  le  dernier  seul  satisfait  à la  question.  Car 
/\  EDF  est  l’angle  donné,  et  les  côtés  DE,  EF  sont  égaux 
aux  côtés  donnés  B,  A.  Le  A CED  renferme  le  côté  I)E 
égal  à B,  et  le  côté  GE  égal  à A;  mais  l’angle  GDE,  opposé 
à ce  côté,  est  le  supplément  de  C.  Cependant  si  l’angle 
C était  droit,  le  A GDE  serait  égal  à EDF. 

2°  L’angle  donné  C doit  être  opposé  au  plus  petit  des 
deux  côtés  donnés,  c’est-à-dire  à B.  Après  avoir  fait  l’an- 
gle'K  égal  à C,  on  prend  Kl  égal  à A,  et  du  point  I comme 
centre,  avec  un  rayon  égal  à B,  on  décrit  un  cercle;  or, 
abaissons  de  I la  perpendiculaire  IM  sur  KM.  Si  B est  plus 
grand  que  IM,  le  point  M sera  dans  le  cercle,  la  droite  KM 
sera  une  sécante  qui  coupera  ce  cercle  en  deux  points,  et 
comme  Kl  ou  A est  plus  grand  que  le  rayon  B,  ces  deux 
points  L,  P seront  situés  du  môme  côté  du  point  K.  Tirant 
donc  IL  et  IP,  on  aura  deux  A K1L,  KIP,  satisfaisant  tous 
les  deux  à la  question.  Car  dans  le  premier,  KI=A,  1L=B 
et  l’angle  K,  opposé  à IL,  est  égal  à C;  dans  le  second,  Kl 
=A,  IP=B,  et  l’angle  K,  opposé  à IP,  est  égal  à C. 

Si  le  côté  B était  égal  à IM,  l’arc  de  cercle  décrit  du  cen- 
tre I et  du  rayon  B toucherait  la  droite  KP  en  M,  et  le  A 
KMl  seul  résoudrait  la  question.  Enfin,  si  B était  plus  petit 
que  IM,  l’arc  de  cercle  ne  rencontrerait  pas  KP,  et  le  A 
serait  impossible. 
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Problèmb  11.  — Fig.  77. 

Diviser  un  angle  ou  un  arc  en  2,  4,  8,  16,  etc.,  parties 
égales. 

S’il  s’agit  d’un  angle  PAC,  on  décrit  du  sommet  A comme 
centre,  avec  un  rayon  quelconque  AB,  un  arc  BIC  terminé 
aux  côtés  de  l’angle.  Ensuite  des  points  B et  C comme  cen- 
tres, avec  un  mémo  rayon  plus  grand  que  la  moitié  de  la 
corde  BC,  on  décrit,  deux  arcs  qui  se  coupent  en  un  point  F ; 
la  droite  AF  divisera  l’angle  BAC  en  deux  parties  égales. 
Car  cette  droite  AF,  ayant  deux  points  A,  F également  dis- 
tants de  B et  C,  se  trouve  perpendiculaire  au  milieu  de  BC 
(I.  l);donc  elle  passe  au  milieu  de  l’arc.  BIC  (p.  3);  mais 
si  les  arcs  BJ,  IC  sont  égaux,  les  angles  BAI,  IAC  le  sont 
aussi  (p.  8). 

En  second  lipu,  s’il  s’agit  d’un  arc  BC  à diviser  en  deux 
parties  égales,  on  détermine  le  point  F comme  tout  ^ l’heure, 
on  tire  AF  et  l’on  a le  point  I,  milieu  de  l’arc. 

Enfin,  si  l’on  divise  chaque  moitié  de  l’angle  ou  de  l’arc 
en  deux  parties  égales,  et  ainsi  de  suite,  on  pourra  opérer 
la  division  en  4,  8,  16,  etc.,  parties  égales. 

Corollaire.  Pour  diviser  la  circonférence  entière  en  qua-"* 
tre,  parties  égales,  il  suffit  de  mener  deux  diamètres  per- 
pendiculaires. On  saura  donc  diviser  la  circonférence  en  4, 
8,  16,...  2"  parties  égales  ; ainsi  on  saura  inscrire  et  cir- 
conscrire les  polygones  réguliers  de  4,  8, 16,  32,..,  2" côtés 
(p.16,  r.  3),  avec  le  secours  du  problème  suivant. 

Problème  12. 

D'un  point  donné  mener  une  tangente  à un  cercle  donné. 

1°  Fin-  48.  Le  point  donné  est  sur  la  circonférence  en 
D : on  tire  le  rayon  DA,  et  au  point  D on  lui  mène  la  per- 
pendiculaire BC,  qui  sera  la  tangente  demandée  (p.  6). 

2°  F1G-  78-  Lp  point  donné  A est  hors  du  perde  donné 
DCE.  Du  point  B,  centre  de  DCE,  avec  un  rayon  double  dp 
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rayon  BD,  décriyez  pn  cercle  FHG;  du  point  A décrivez  un 
spcqrçd  cercle  qui  passe  par  le  centre  R,  et  qui  couqgfg  le 
précédent  eq  degs  points  F et  11;  joignez  çes  points  au  cen- 
tre P par  les  droites  BF,  RF.,  qui  couperont  je  cercle  donné 
cp  deux  points  j),  E : les  drqites  AD,  AE  spront  les  tan- 
gentes demandées.  Çaf  BF,  rayon  du  cercle  FHG,  et  corde 
du  cercle  FBG,  étant  doublejc  BD,  le  point  D sera  le  milieu 
de  cette  corde,  et  la  droite  AI^,  «muée  par  je  centre  A du 
cercle  FBG  et  par  ce  milieu,  sera  perpendiculaire  à la  corde 
(p.  3),  ou,  en  d’autres  termes,  AD  est  perpendiculaire  à l’ex- 
trémité Ddu  rayon  BD;  donc  AD  est  tangent  aq  cercle  DCE. 

Autrement.  Fig.  78  bis.  Soit  A le  point  donné,  DCE  le 
cercle  : joignez  le  point  A au  centre  B de  ce  cercle,  et  sur  AB, 
comme  diamètre,  décrivez  une  circonférence  qui  coupera  la 
circonférence  donnée  en  deux  points  R,  E ; tirez  les  droites 
AD,  AE,  qui  seront  toutes  les  deiix  <|es  tangentes.  Car  si  l’on 
mène  Ippayqp  RH,  l’angle  RDA,  inscrit  dans  le  demi-ccrç|c 
BD  A,  sera  droit  (p.  9,  c.  2);  donc  AD,  perpendiculaire  à l’ex- 
trémité du  rayon  BD,  est  une  tangente  (p.  6).  Même  rai- 
sonnement pour  j VE. 

Remarque.  Dans  le  courant  de  la  démonstration  de 
prop.  14  on  a prouvé  (fig.  58)  que  les  tangentes  AH,  AE, 
menées  d’un  point  A,  sont  égales. 

Problème  13.  — Fig.  79. 

Sur  une  droite  donnée  AB , décrire  un  segment  capable 
d'un  /\  donné  C,  c’est-à-dire  un  segment  tel  que  tout  /\  qui 
y sera  inscrit  soit  égal  à cet  /\  donné. 

Au  point  A de  la  droite  AB  faites  l’angle  BAD  égal  à l’an- 
gle donné  C;  en  ce  même  point  A élevez  sur  AD  la  perpen- 
diculaire AO,  et  au  point  E,  milieu  de  AB,  tirez  la  droite 
EO  perpendiculaire  à AB;  ces  deux  droites  AO,  EO  se  cou- 
peront en  un  point  0,  et  si  de  ce  point  0 comme  centre, 
avec  le  rayon  AO,  on  décrit  un  cercle,  BAF  sera  le  segment 
cherché.  En  effet,  puisque  EO  est  perpendiculaire  au  milieu 
de  AB,  le  point  0 est  également  distant  de  A et  de  B;  ainsi 
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le  cercle  décrit  du  centre  O et  du  rayon  AO  passera  en  B. 
De  plus,  tout  /\  inscrit  dans  le  segment  BFA  est  égal  à 
l’angle  au  centre  BOE  qui  intercepte  la  moitié  de  l’arc  BIA 
(p.  9);  mais  AD,  perpendiculaire  au  rayon  AO,  est  une 
tangente  ; donc  l’angle  semi-inscrit  BÀD  est  aussi  égal  à ce 
même  /\  au  centre;  donc  tout  /\  inscrit  dans  ce  segment 
est  égal  à l’anglq  BAD , qui  lai-môme  est  égal  à l’angle 
donné  C.  Par  suite  le  segment  BFA  est  capable  de  l’angle 
donné. 

Remarque.  Si  les  /\  BFA,  BGA,  BAD  sont  tous  égaux, 
la  circonférence  que  l’on  fera  passer  par  les  trois  points 
A,  B,  F passera  aussi  par  G et  sera  tangente  à AD  en  A, 
sans  quoi  l’angle  G,  ou  l'angle  BAD,  serait  plus  grand  ou 
plus  petit  que  BOE  (p.  10).  Donc  le  lieu  des  sommets  de  tous 
les  A BFA,  BGA  qui  ont  un  côté  commun  AB,  et  l’angle  op- 
posé égal,  est  une  circonférence  tangente  à AD  en  A,  et  pas- 
sant en  B.  Bien  entendu  que  ces  A sont  supposés  placés  du 
même  côté  de  AB. 
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LES  FIGURES  FLANES  : 

GRANDEUR  RELATIVE  DE  LEURS  ÉLÉMENTS 


Expression  des  grandeurs  géométriques  en  nombres  ou  mesure. 
Mesttre  des  longueurs  et  des  angles,  pr.  1 — 3. 

Dicision  des  droites  en  segments,  pr.  i — 7. 

Comparaison  des  figures  dans  leurs  éléments,  ou  similitude,  pr. 
8—23. 

Relations  métriques  déduites  de  cette  comparaison,  pr.  2-i— 28. 
Division  de  la  circonférence,  pr.  29—32. 

Rectification  approchée  de  la  circonférence,  pr.  33 — 53. 
Transversales,  propriétés  harmoniques,  etc.  Germe  de  la  transfor- 
mation des  figures. 


Dans  quelques  propositions  du  livre  III,  on  se  fondera  sur  les  premiers 
principes  de  la  théorie  des  inliuiuient  petits,  exposée  dans  notre  Arithmé- 
tique (î«  édit.,  18t3). 

Déf.  1.  On  entend  par  commune  mesure  de  deux  gran- 
deurs de  môme  espèce,  une  troisième  grandeur  de  même 
espèce  (fui  est  contenue  un  nombre  entier  de  lois  dans  cha- 
cune des  deux  premières , ce  qu’on  exprime  encore  en  disant 
que  la  commune  mesure  les  divise  toutes  les  deux. 

Si  une  grandeur  M est  une  commune  mesure  de  deux 
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grandeurs  A et  B,  il  est  clair  que  toute  partie  a I iq  note  de  M 
est  aussi  une  commune  mesure  de  A et  B. 

Parmi  toutes  les  communes  mesures  de  deux  grandeurs 
il  y en  a nécessairement  une  qui  est  plus  grande  que  les 
autres. 

Déf.  2.  Deux  grandeurs  sont  dites  commensurables  en- 
tre elles,  si  elles  ont  une  commune  mesure;  dans  le  cas 
contraire  , elles  sont  dites  inçom,ruçnsura()les  entre  elles. 
(Comparez  Arilhm.) 


PROPOSITION  I. 

Problème — Fig.  80. 

Trouver,  s'il  est  possible , la  plus  grande  commune  me- 
sure de  deux  segments  de  droite  AB , CD  , donnés  de  lon- 
gueur, ou  de  deux  angles , ou  de  deux  ares  de  même  rayon. 

Si  l’on  porte  la  plus  petite  droite  CD  sur  la  plus  grande 
AB  autant  de  fois  que  faire  se  peut,  il  arrivera  de  deux 
choses  l’une  : ou  elle  y est  contenue  un  nombre  entier  de 
fois,  ou  bien  il  y aura  un  reste  moindre  que  CD.  Dans  le 
premier  cas,  CD  serait  la  plus  grande  commune  picsure,  et 
l’opération  se  trouverait  terminée.  Supposons  donc  que  le 
second  cas  soit  celui  qui  sp  présente  ; admettons  que  CD 
soit  contenu  deux  fois  dans  AB,  et  qu’il  y pi|  qq  reste  B B. 
moindre  que  CD , on  aura 

. AB=2  X CD-t-BB’ , 

et  je  dis  que  la  plus  grande  commune  mesure  de  AB  et  de 
CD  sera  la  même  que  celle  de  CD  et  de  BB'. 

En  effet,  toute  commune  mesure  de  AB  et  de  CD,  divi- 
sant exactement  ces  deux  lignes , divisera  la  somme  AB  et 
l’une  de  ses  parties  2 X CD  ; elle  divisera  dope  aussi 
l’autre  BB'.  Mais  divisant  CD  et  BB',  elle  est  uqe  commune 
mesure  à ces  deux  lignes.  D’un  autre  côté,  toute  commune 
mesure  de  CD  et  BB',  divisant  CD , divisera  anssj  2XCD  ; 
donc  elle  divise  les  deux  parties  2XCD  et  BB';  par  suite 
elle  divisera  leur  somme  AB.  Aiqsi , toute  commune  me- 
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sure  de  Cl)  et  HH'  divise  AH  et  Cl) , et  réciproquement. 
Donc  la  plus  grande  commune  mesure  de  AH,  CD,  est  la 
même  que  celle  de  CD  et  BB'. 

Maintenant  portons  HR'  sur  CD , et  si  BR’  est  contenu 
exactement  dans  CD,  HH'  sera  la  plus  grande  commune 
mesure.  Sinon,  il  y aura  un  reste  que  l’on  portera  sur  BB', 
et  I on  continuera  ainsi  à comparer  chaque  reste  avec  le 
précédent,  comme  dans  la  recherche  du  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  deux  nombres.  Deux  cas  sont  possibles:  ou 
bien  on  finira  par  trouver  un  reste  qui  sera  contenu  un 
nombre  entier  de  fois  dans  le  précédent , alors  ce  dernier 
reste  sera  la  plus  grande  commune  mesure  ; ou  bien  l’on 
n’arrivera  jamais  h un  reste  qui  soit  contenu  exactement  et 
sans  reste  dans  le  précédent  : dés  lors  les  deux  longueurs 
données  n’ont  pas  de  commune  mesure  et  sont  incommen- 
surables entre  elles. 

Lorsqu’on  a deux  arcs  de  même  rayon  , on  peut  porter  le 
plus  petit  sur  le  plus  grand  au  moyen  de  la  corde  du  pre- 
mier. On  peut  donc  chercher  la  commune  mesure  de  deux 
arcs  de  môme  rayon. 

Enfin,  comme  on  sait  aussi  faire  un  angle  égal  à un  angle 
donné  (I.  ii),  et  par  conséquent  porter  un  angle  dans  un 
autre,  on  saura  de  môme  chercher  la  commune  mesure  de 
deux  angles. 

PROPOSITION  II.  * 

Théorème. 

Si  degjp  segments  de  droite  A , B , ou  deux  angles  , ou 
deux  arcs  de  même  rayon,  sont  commensurahles  entre  eux,  il 
existe  un  nombre  abstrait  eommensurable  tel,  que  B multiplié 
par  ce  nombre  reproduit  A,  et  réciproquement. 

En  efi’et,  supposons  que  la  copupune  mesure  des  deux 
droites  soit  contenue  1 1 fois  dans  A,  et  5 fois  dans  B.  Cette 
commune  mesure  sera  le  cinquième  de  B,  et  ce  cinquième 
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pris  11  fois  reproduira  A.  Donc  les  ^ de  B font  une  lon- 


gueur égale  à A , c'est-à-dire  que  B X ~ est  égal  à A. 

O 

Réciproquement,  si  le  produit  de  B , par  un  nombre  com- 
11 

mensurable  tel  que  — , est  égal  à A , c’est  que  A contient 

O 


exactement  11  fois  le  cinquième  de  B;  donc  le  cinquième 
de  B , c’est-à-dire  une  longueur  contenue  5 fois  dans  B , est 
aussi  contenue  11  fois  dans  A,  et  peut  servir  de  commune 
mesure  à A et  à B.  * 

De  môme  pour  les  angles  ou  les  arcs  pris  dans  le  môme 
cercle  ou  dans  les  cercles  égaux. 

Déf.  3.  Dé  nombré  abstrait  par  lequel  il  faut  multiplier 
une  droite  B , pour  en  reproduire  une  autre  A , s’appelle  le 


11 

rapport  de  A à B.  Si  le  rapport  de  A à B est  — , on  exprime 

5 


cela  en  écrivant 


A _ H 
B 5 

ou  encore  A:B::l;15. 

Ce  rapport,  d’après  la  définition  même,  est  le  quotient 
de  la  division  de  A par  B. 

D’après  le?  explications  données  en  arithmétique  sur  les 
nombres  incommensurables , on  conçoit  aussi  le  produit 
d’une  longueur,  d’un  angle,  par  un  nombre  incommensu- 
rable, de  sorte  que  rien  n’empêche  d’étendre  la  définition  3 à 
deux  longueurs  quelconques,  à deux  angles  quelconques , et 
la  prop.  1 peut  servir  à déterminer  soit  exactement,  soit 
par  approximation  le  rapport  de  deux  pareilles  grandeurs. 

Du  reste,  pour  calculer  ce  rapport  par  approximation,  on 
peut  diviser  B en  2,  4,  8,  etc.,  parties  égales.  Supposons 
B divisé  en  64  parties  égales  ; si  une  de  ces  divisions  est 
edh tenue  dans  A,  151  fois,  avec  un  reste  moindre  que  cette 
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division  Ir  rnnnnrt  A • R «Ara  rnmnris  fintn*  fit  . 


grandeur  à une  autre  ( de  même  espèce  ) nommée  , relative- 
ment à la  première,  unité. 

Au  moyen  de  ce  qui  précède , on  saura  mesurer  : 

1°  Une  droite’ quelconque , en  prenant  pour  unité  une 
droite  ; 

2°  Un  arc  de  cercle,  en  prenant  pour  unité  un  autre  arc 
de  même  rayon  ; 

3°  Un  angle  , en  prenant  pour  unité  un  autre  angle. 

La  troisième  opération  peut  être  ramenée  à la  seconde, 
qui  a l’avantage  de  s’effectuer  plus  simplement.  Cette  trans- 
formation est  démontrée  daîis  la  proposition  suivante. 


Deux  angles  BAC , EDF  sont  dans  le  même  rapport  que 
les  arcs  BC , EF , interceptés  entre  leurs  côtés , et  décrits  de 
leurs  sommets  comme  centres  avec  des  rayons  égaux. 

Supposons  que  les  arcs  BC , EF  aient  une  commune  me- 
sure , contenue , par  exemple , 5 fois  dans  BC,  et  3 fois  dans 
EF;  portons-la  sur  ces  arcs  , et  soient  a , 6 , c , d,  e,  f les 
points  de  division.  Enjoignant  ces  points  aux  centres  res- 
pectifs , on  obtient  des  angles  BAa,  etc. , tous  égaux  comme 
interceptant  des  arcs  égaux  dans  des  cercles  égaux  (1.  2, 
p.  8).  L’angle  BAC  en  contient  5,  tandis  que  EDF  en  ren- 


d — uica  . ciu. 

256  P 

Déf.  4.  La  mesure  d’une  grandeur  est  le  rapport  de  cette 


PBOPOSITION  III. 


Théorème.  — Fig.  81. 
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mais  fcèlui  dés  aires  BC,  EF  est  àufcsi  CeS  deùx  rapport» 

J 

sont  donc  égaux  et  donnent  la  proportion  BAC  : EDF  : : 
BC  : EF. 

Fig.  82.  Si  BC  n’est  pas  commensurable  avec  EF,  divisez 
EF  en  parties  égales  que  nous  supposerons  infiniment  petites 
par  rapport  à EF.  Il  est  manifeste  en  effet  que  nous  pouvons, 
tout  en  Idissdht  EF  tel  qu’il  est;  le  Ooticbvoir  partagé  en  2,  4, 
8,  16,  32,  etfc.,  parties  égales,  en  plus  de  1000,  plus  de 
10,000,  etc.,  si  nous  voulons.  On  voit  que  de  cette  manière 
la  grandeur  dés  parties  n’est  point  fixée,  que  nous  pouvons, 
dans  lé  raisonnement,  en  disposer,  tandis  que  la  grandeur 
de  EF  reste  la  même  dans  toute  la  démonstration  , de  sorte 
que  EF  est  bien  ici  fini  absolu.  Il  en  est  de  même  de  BC  et 
des  angles  EDF,  BAC.  Quel  que  soit  le  nombre  des  divisions 
de  EF,  on  peut  en  porter  une  sur  BC,  jusqu’à  ce  qu’il  y ait 
un  reste  moindre  que  ces  divisions  : soit  CC' ce  reste,  qui  , 
sera  aussi  infiniment  petit , puisque  en  augmentant  le  nom- 
bre des  divisions  de  EF,  nous, pouvons  le  rendre  moindre 
que  telle  longueur  qu’on  assignera.  De  même  l’angle  C' AC. 
Quant  à l’angle  BAC',  il  est,  ainsi  que  l’arc  BC',  simplement 
fini,  c’est-à-dire  què  plus  nous  supposerons  petites  les  divi- 
sions d’e  EF,  et  moins  BAC',  BC'  différeront  de  BAC,  BC  , 
respectivement. 

Cela  posé  ; l’arc  BG'  Se  composant  de  sous-divisions  de 
EF , ces  arcs  sont  commensnrables  entre  eux , et  l’on  a 

bac':edf::bc':ef. 

Supprimant  les  infiniment  petits  , c’est-à-dire  rempla- 
çant BAG',  BC'  par  les  finies  absolues  correspondantes,  on 

a bac:edf::bc:ef. 

Quant  au  passage  de  l’nne  de  ces  proportions  à l’autre  , 
pour  expliquer  sur  cë  cos  particulier  nos  principes  gé- 
néraux , remarquons  que  BAC'  pouvant  différer  de  BAC 

j,  . , BAC' 

d aussi  pen  qu  on  voudra  , il  en  sera  de  même  de  — — , 
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. BAC 

par  rapporta  — ■ ^ : par  exemple  , si  on  divise  El"  en  plus 

de  10,000  parties  égales  , OC'  et  OC  différant  entre  eux 

, , i , BC'  OC  J<IW 

de  moins  que EF,  il  s ensuit  que  — — et  — dilléreront 

M 10000  M EF  EF 

, . . 1 , , BAC'  BAC  , 

entre  eux  de  moins  que  — , ainsi  que , ; les 

1 10000  M EDF  EDF 

BC  BAC  , . , . BC' 

dillerences  entre  — , - — - et  les  deux  rapports  égaux  — , 


EF 

; il  en  est  donc  de 


EF  EDF 

sont  donc  moindres  que  

EDF  1 10,000 

i , . BC  BAC  r ..  

même  de  la  dluérence  entre  — , -r— . De  la  il  suit  qu  il 

EF  EDF  1 

y a absurdité  à supposer  ces  derniers  rapports  inégaux  : 

i 

car  si  on  suppose  quo  leur  différence  est  — -,  nous  ve- 

1000 

nons  de  prouver  que  cela  n’est  pas.  Supposez  que  leur 

1 

différence  est  , nous  prouverons  de  même  que  cela  est 


taux;  il  n’y  a même  pour  cela  rien  à changer  dans  le  rai- 
sonnement, si  ce  n’est  le  nombre  10,000  en  106  et  ainsi 
de  suite. 

Nous  avons  ici  répété  à peu  près  explicitement  la  dé- 
monstration de  nos  principes  sur  les  infiniment  petits. 

CeS  principes  bien  conçus  , les  démonstrations  des  ques- 
tions rinàlbgüés  à celle  du  théorème  3 deviennent  excessi- 
vement simples.  On  peut  mêrrtb  réduire  le  second  cas  en 
principe  général , comme  nous  le  ferons  plus  bas. 

Remarque  1.  Rien  n’empêche  de  Supposer  que  l’un  des 
arcs  est  une  circonférence  entière , et  que  l’angle  corres- 
pondant est  , par  conséquent , égal  à quatre  angles  droits. 

Remarque  2.  La  propriété  démontrée  dans  cette  propo- 
sition s’exprime  aussi  |M\r  l’énoncé  suivant  : L’unqtèa  même 
mesure  que  l’arc  compris  entre  ses  rôles , et  décrit  de  son 
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sommet  comme  centre  avec  un  rayon  arbitraire.  On  sous-en- 
tend ici  que  l’unité  d’angle  intercepte  l’unité  d'arc. 

L’angle  droit  intercepte  le  quart  de  la  circonférence  dé- 
crite de  son  sommet  comme  centre.  Si  donc  on  veut  rappor- 
ter les  angles  à l’angle  droit  comme  unité,  il  suffira  de 
rapporter  les  arcs  au  quart  de  circonférence. 

Dans  un  grand  nombre  d’applications , on  prend  pour 
1 

unité  de  la  circonférence  que  l’on  appelle  degré,  de 

sorte  que  la  circonférence  est  supposée  partagée  en  360 
parties  égales  ; on  subdivise  le  degré  en  60  parties  égales 
nommées  minutes,  la  minute  en  60  parties  égales  nom- 
mées secondes , etc.  Cette  division  est  appelée  division  sexa- 
gésimale. L’angle  droit  a donc  dans  ce  cas  pour  mesure  un 
arc  de  90  degrés.  Les  degrés,  minutes , secondes  s’indiquent 
par  les  signes  °,  ’,  ". 

Remarque  3.  Puisque,  d’après  la  prop.  9,  1.  2,  l’angle 
inscrit  est  égal  à l’angle  au  centre  qui  intercepte  la  moitié 
du  même  arc,  on  peut  dire  que  l’angle  inscrit  a pour  me- 
sure la  moitié  de  celle  de  l’arc  compris  entre  ses  côtés.  Il  en 
est  de  même  de  l’angle  semi-inscrit. 

Pour  l’angle  excentrique  et  l’angle  extérieur,  voyez  1.2, 

p.  10. 

Remarque  4.  La  démonstration  du  second  cas  de  la  prop. 
actuelle  peut,  avons-nous  dit,  être  formulée  en  principe 
général  , et  ce  de  la  manière  suivante  : 

Soient  deux  grandeurs  A , B , de  même  espèce;  a , b deux 
longueurs  tellement  liées  avec  A,  B,  respectivement,  que  si  a 
ou  b varie  d'une  manière  continue  (c’ est-à-dire  par  degrés  in- 
finiment petits ),  il  en  soit  de  meme  de  A ou  B ; soient  enfin  a , 
(3  deux  quantités  qui  ne  changent  pas  lorsque  a ou  b varie; 

Si,  dans  le  cas  où  a et  b seraient  commensurables  entre  eux, 
on  avait  la  proportion 

A : B : : ax  : 6(3 

je  dis  que  celte  proportion  aura  lieu  si  a et  b n’ont  pas  de 
commune  mesure. 


b 
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Divisez  6 en  parties  égales  infiniment  petites,  portez  une 
des  parties  sur  « autant  de  fois  que  possible , de  façon  que 
le  reste  soit  moindre  qu’une  des  divisions.  Nommons  a la 
partie  de  a,  formée  par  ces  divisions  de  b (comme  BC'  à 
prop.  3 est  formée  de  divisions  de  EF)  ; a sera  commensu- 
rable  avec  b.  Soit  A'  la  partie  de  A qui  dépend  de  a comme 
A de  a (c’est  ainsi  que,  prop.  3,  l’angle  BAG'  répond  à 
BC).  Puisque  a et  a diffèrent  infiniment  peu,  il  en  sera  de 
même  de  A',  A,  d’après  l’énoncé.  Or,  par  hypothèse  on  a 

A’  : B : : ai  a.  : 6(3. 

Supprimant  les  infiniment  petits,  il  vient 

A : B : : a*  : 6(3. 

PROPOSITION  IV. 

Théorème.  — Fig.  83. 

Des  parallèles  IE,  KF,  LG . . . qui  déterminent  des  segments 
égaux  AI,  IK...  sur  une  transversale  AB,  détermineront  aussi 
des  segments  égaux  AË , EF,  etc.,  sur  toute  autre  trans- 
versale AC. 

Du  point  I menez  la  droite  10  parallèle  à EF  jusqu’à  la 
rencontre  de  KF  en  0 ; dans  les  deux  A AIE,  KIO,  on  aura 
les  /\  1AE,  KIO  égaux  comme  correspondants  par  rapport 
aux  parallèles  AE,  10,  coupées  parKA;  les  /\  AIE,  1K0 
sont  égaux  par  une  raison  semblable  par  rapport  aux  pa- 
rallèles IE,  KF,  coupées  par  la  même  sécante;  d’ailleurs, 
le  côté  AI  = 1K  par  hypothèse;  donc  ces  deux  triangles  ont 
un  côté  égal  adjacent  à des  angles  égaux,  et  sont  égaux.  On 
en  conclut  que  le  côté  AE  = IO  ; mais  10,  EF  sont  égaux 
comme  parallèles  entre  parallèles  (1.  1,  p.  25,  r. ) ; donc 
aussi  AE  = EF;  on  démontre  de  même  que  EF =FG  = etc. 

PROPOSITION  V. 

Théorème.  — Fig.  84. 

Deux  parallèles  BC.  DE  déterminent,  sur  deux  transver- 
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sale s AB,  AC,  des  segments  proportionnels,  de  façon  que 
l’on  a AD I DB : AB  : : AE  ; EC  : AC , et  réciproquement. 

1°  Supposons  la  droite  DE  parallèle  à BC,  je  dis  qu’on 
aura  ADIDB::  AEIEC.  Car  si  les  droites  AD  et  DB  sont 
commensurables,  supposons  que  AD  I DB  : ’.  4 3 , c’est-à-dire 
que  la  commune  mesure  de  ces  lignes  soit  contenue  4 fois 
dans  AD,  et  3 fois  dans  DB.  Portons  cette  commune  mesure 
sur  AD,  DB;  soient  a,  b,  c,  d,  e les  points  de  division;  par 
ces  points,  menons  des  parallèles  à BC;  ces  droites  af,  bg... 
DE,  etc.,  étant  toutes  parallèles,  et  les  distances  A a, 
ab,  etc.,  étant  égales,  les  distances  A f,  fg,  etc.,  seront 
aussi  égalés  (p.  4);  mais  AE  en  contiendra  4,  parce  que 
AD  en  contient  4,  et  EC  en  comprendra  3,  parce  que  DB 
en  comprend  3.  Donc  AE|EC!'.4)3  ; d ailleurs,  ADîDB 
; *.  4 : 3 ; donc  enfin  AD  : DB  ; ; AE  I EC.  On  reconnaît  de  même 
que  AD:AB::AE:AC,  etc.  Si  AD,  DB  n’ont  pas  de  com- 
mune mesure,  la  rem.  4,  pr.  3,  prouve  que  la  proposition 
est  néanmoins  vraie. 

2°  Soit  menée  du  point  D une  droite  DE'  différente  de  DE; 
elle  ne  coupera  pas  les  droites  AB,  AC  proportionnellement. 
Car  on  a AD î DB  ; '.  AE  l EC.  Or,  AE' est  >AE,  et  E'C<EC; 
donc  le  rapport  AE'lE'C  est  plus  grand  que  AE:EC,  et  par 
suite  aussi  plus  grand  que  le  rapport  AD;DB.  Donc  de 
toutes  les  droites  menées  parD,  la  droite  DE,  parallèle  à BC, 
est  la  seule  qui  coupe  AB,  AC  en  parties  proportionnelles. 
Donc  deux  droites  sont  parallèles,  si  sur  deux  concourantes 
elles  interceptent  des  parties  proportionnelles. 

Remarque.  Chacune  des  droites  AB,  AC  est  divisée  par 
DE  en  segments  additifs,  c’est-à-dire  en  segments  dont  elle 
est  la  somme.  Ainsi,  AB=AD+DB.  Que  si  l'on  considère 
AD,  il  est  divisé  au  point  B en  deux  segments  soustractifs 
AB,  DB,  c’est-à-dire  tels  que  AD=AB — DB. 

Corollaire. — Fig.  85.  Des  parallèles  AA',  BB',  etc., 
déterminent  sur  deux  transversales  AD,  A'D',  des  segments 
proportionnels.  Car  prolongez  AD,  A'D'  jusqu’à  leur  ren- 
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contre  en  0;  la  droite  AA',  parallèle  à BB\  donne 

ob:ob'::ab:a'b'. 

De  même,  les  parallèles  BB\  CC'  donnent 

ob:ob'::bc:b'c\ 

De  ces  deux  proportions  on  déduit,  à cause  du  rapport 
commun , 

ab:a'b'::bc:b'c'. 

On  démontre  de  même  que  BCl  B'C'  : : Cl);C'D',  etc. 
PROPOSITION  VI. 

Théorème.  — Fig.  80. 

Deux  parallèles  AB,  AB'  rencontrées  par  des  droites  con- 
courantes OA.  OC,  OD,  OB,  sont  divisées  par  ces  droites  en 
parties  proportionnelles,  de  sorte  que  AC;  A'C' : '.CDIC'D' : 

i>b:d'b\ 

Du  point  C'  menez  C'E  parallèle  à OA  jusqu’à  AB  en  E. 
Les  concourantes  CA,  CO,  coupées  par  les  parallèles  AO,  C E, 
donnent  (p.  5.) 

AC:AE:  : OC:  OC'. 

Mais  AE  = A'C'  à cause  du  £7  AEC' A'; 

Donc  AC: A'C':  :OC:OC'. 

On  prouvera  de  même  que 

CD: CD':  :OC:OC'. 

De  ces  deux  proportions  on  conclut  que 

AC:A'C'::CD:C'D',  et  de  même  : :T)B:D'B'. 

Remarque.  Ces  rapports,  égaux  entre  eux,  sont  aussi 
égaux  aux  rapports  OC: OC',  OA: OA',  etc. 
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PROPOSITION  VII. 

Problème.  — Fig.  87. 

IHviser  un  segment  de  droite  en  parties  proportionnelles 
à des  droites  données,  ou  en  parties  égales. 

1°  S’il  faut  diviser  une  droite  AB  en  parties  propor-  , 
tionnelles  à des  longueurs  données  a,  b,  c,  on  tire  du  point 
A,  sous  un  angle  arbitraire,  une  droite  indéfinie  AC  sur  la- 
quelle on  prend  AD=a,  l)E=fr,  EF=c,-  on  joint  le  point 
F au  point  B,  et  des  points  E,  J)  on  mène  des  parallèles  à 
FB  jusqu’à  la  rencontre  de  AB;  les  points  de  rencontre  H,  C 
diviseront  la  droite  AB  de  la  manière  demandée.  Car  à cause 
des  parallèles  CI),  HE,  BF  on  a (p.  5,  c.)  AG;  AD:  :GH  : DE 
: :HB:EF,  ou,  puisqu’on  a pris  AD=a,  DE=6et  F)F=c, 

AG  : a : : GH  : b : : HB  : c. 

Donc  la  droite  AB  est  divisée  en  G et  H de  la  manière  de- 
mandée. 

Autrement . Soit  (fig.  88)  à diviser  le  segment  A en  parties  . 
proportionnelles  à a , b,  c.  Sur  une  droite  indéfinie,  prenez 
BCzntr,  CD=6,  DE=c;  sur  BE  construisez  un  A équilaté- 
ral BFE,  et  prenez  les  distances  FG,  FK  égales  à A.  Tirez 
GK,  ainsi  que  FC,  FI)  qui  coupent  GK  en  II,  I.  Je  dis  que 
la  droite  GK  est  égale  à A,  et  qu’elle  est  divisée  en  H,  I de  la 
manière  demandée.  Car  on  a évidemment  BF:FF]  : : GF:FK, 
de  sorte  que  (p.  5)  GK  est  parallèle  à BE,  et  les  angles  FGK, 
FKG,  égaux  à B,  E,  seront  égaux  à BFE.  Le  A FGK  est  donc 
équianglc,  par  suite  équilatéral,  et  GK=FG=A.  D’ailleurs 
(p.  6)  on  a 

GH  : BC  : : HI  : CD  : : IK  : DE 
ou  GH:  a ; : HI  : ::IK:  c,- donc,  etc. 

2“  Les  mêmes  constructions  peuvent  servira  diviser  un  seg- 
ment de  droite  en  parties  égales.  On  peut  aussi,  à cet  effet, 
employer  la  construction  suivante.  Soit  (fig.  89)  AB  un  seg- 
ment de  droite»  diviser  en  cinq  parties  égales.  Menez  du  point 
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A une  droite  indéfinie  AH  sous  un  angle  quelconque,  et 
prenez-y,  à partir  du  point  A,  une  distance  arbitraire  qu’il 
faudra  porter,  à partir  de  ce  même  point  A,  6 fois  sur  AH, 
et  en  général  une  fois  de  plus  qu’il  ne  doit  y avoir  de  divi- 
sions dans  AB.  Soient  E,  G,  C les  trois  derniers  points  ainsi 
obtenus  sur  AH  ; joignez  le  point  C au  point  B par  la  droite 
CB,  et  prolongez  celle-ci  d’une  quantité  Bl)  égale  à BC;  si 
l’on  joint  le  point  D au  point  E,  la  droite  DE  coupera  AB 
en  un  point  F,  et  BK  sera  la  cinquième  partie  de  AB.  Car  EG 
étant  égal  à GC,'et  DB  à BC,  on  a la  proportion  EG:GC  : : 
DB:BC  ; donc  (p.  5)  la  droite  BG  est  parallèle  à DE.  Mais  si 
DE  ou  FE  est  parallèle  à BG,  il  s;ensuit  que  AB,  AG  sont 
coupées  proportionnellement  en  F et  E,  de  sorte  que  l’on  a 

AG  : EG  : : AB  : FB. 

Or  EG  est,  par  construction,  le  cinquième  de  AG;  donc 
FB  est  aussi  le  cinquième  de  AB,  et  en  portant  FB  encore 
I fois  sur  FA,  on  divisera  AB  eu  5 parties  égales. 

PROPOSITION  Vlll. 

PROBLEME.  — Fig.  90. 

Trouver  une  quatrième  proportionnelle  à trois  droites 
données  a,  b,  c. 

Soit  fait  un  angle  quelconque  A,  et  soit  pris  AB=a, 
BC=6,  AD=c.  Si  l’on  tire  BD,  et  que  du  point  C on  mène 
CE  parallèle  à BD  jusqu’à  la  rencontre  de  AD  prolongé,  en 
E,  la  ligne  DE  sera  la  quatrième  proportionnelle  demandée. 

Car  les  concourantes  AC,  AE , coupées  par  les  parallèles 
BD,  CE,  donnent  (p.  5) 

* AB  : BC  : : AD  : DE 

ou  a : b : : c : DE  ; 

donc  DE  est  la  ligne  cherchée. 

Déf.  5.  — Fig.  91.  Deux  ligures,  lignes  ou  systèmes  de 
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Joints  isolés , sont  dites  semblables  si  on  peut  les  placer 
e façon  qu’à  chaque  point  A,  B,  0...  pris  dans  l’une,  cor- 
responde dans  l’autre  un  point  a , b , c...,  tel,  que  les  droites 
Aa,  B6,  etc.,  qui  joignent  ces  points  correspondants,  vont 
concourir  en  un  même  point  0,  et  y sont  divisées  en  seg- 
ments proportionnels , soustractifs  pour  toutes  ces  droites, 
comme  dans  ABC,  abc,  de  sorte  que  0A:0a::0B:06,  etc., 
ou  additifs  pour  toutes,  comme  dans  ABC,  abc,  où  A0:a'0 
: :B0:6'0:  : etc. 

Deux  figures  semblables  ainsi  disposées  sont  dites  sem- 
blablement placées. 

PROPOSITION  IX. 

Théorème. — Fig.  91. 

Il  existe  une  infinité  de  figures  semblables  à une  figure 
donnée  ABC. 

Car  ayant  pris  à volonté  un  point  0 , qu’on  joindra  aux 
points  A,  B,  C...  de  la  figure  donnée,  on  n’a  qu’à  prendre 
un  point  a arbitrairement  sur  OA,  et  déterminer  sur  OB, 
OC. . . les  points  b,  c. . . , de  façon  que  OA  : Oa  : : OB  : 06  : : OC 
: Oc...  ; le  lieu  des  points  a,  6,  c,  sera  semblable  à ABC... 
De  même  si,  ayant  pris  à volonté  a'  sur  OA,  on  fait  en  sorte 
que  OA  : Oa  : : OB  : 06'  : : OC  : Oc' ... , a'b'c . . . sera  semblable 
a ABC.  • • 

Déf.  6.  Lorsque  (fig.  91)  les  droites  Aa,  B6,  etc.,  sont 
toutes  divisées  au  point  0 en  segments  soustractifs  (ABC  et 
abc),  la  similitude  est  dite  directe.  Dans  le  cas  contraire,  elle 
est  dite  inverse  (ABC  et  a'b'c). 

Déf.  7.  Le  point  0 se  nomme  centre  de  similitude ; toute 
droite  menée  par  ce  point  est  appelée  rayon  vecteur  ; le  rap- 
port OA  : Oa,  OB  : 06,  etc. , se  nomme  rapport  de  similitude. 

La  similitude  directe  se  change  en  égalité  si  les  rayons 
vecteurs  sont  parallèles  et  que  Aa=B6=etc.  (1. 1)  (alors  le 
rapport  de  similitude  est  1).  La  similitude  inverse  se  change 
en  symétrie  si  le  rapport  de  similitude  est  1. 
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Déf.  8.  — Fig.  91.  Dans  deux  figures  semblables  et  sem 
blablement  placées,  deux  points  A,  a,  situés  sur  le  même 
rayon  vecteur,  de  façon  que  le  rapport  OA  : Oa  est  égal  au 
rapport  de  similitude,  se  nomment  des  points  homologues. 

Remarque.  Si  l’on  suppose  que  le  point  a se  rapproche 
indéfiniment  de  O,  sans  que  le  rapport  OA  : Oa  change,  le 
point  A s’en  rapprochera  également,  et  si  a se  confond  avec 
O,  il  en  sera  de  même  de  A.  Donc  O est  un  point  homologue 
commun  aux  deux  figures. 

Déf.  9. — Fig.  91.  Deux  droites  indéfinies  AB,  ab,  déter- 
minées par  des  points  A,  B,  a,  b,  dont  les  deux  derniers  sont 
respectivement  homologues  des  deux  premiers,  sont  dites 
droites  homologues.  Les  distances  AB  , ab,  sont  appelées  di- 
mensions homologues. 

Remarque.  Puisque  OA  :Oa:  :0B:06,  les  droites  homo- 
logues AB,ab  , sont  parallèles  (p.  5),  si  les  figures  sont 
semblablement  placées. 

D’ailleurs  (p.  6,  r.)  on  a AB:af>:  : OA  :0a,  de  sorte 
que  le  rapport  des  dimensions  homologues  est  égal  au  rapport 
de  similitude. 


PROPOSITION  X. 

Théorème.  — Fig.  92. 

Deux  polygones  ABCDE,  abede  sont  semblables  si  les  som- 
mets forment  deux  systèmes  semblables,  et  que  les  côtés  de  l’un 
soient  des  droites  homologues  de  ceux  de  l’autre. 

Supposons  que  les  points  a,  b,  c,  d , e forment  un  sys- 
tème semblable  au  système  A , B , G , I) , E , et  que  ces  sys- 
tèmes soient  semblablement  placés  par  rapport  au  point  0. 
On  aura  OA  : Oa  : : OB  : Oq  : : OC  : Oc  : : , etc. 

Soit  tiré  un  rayon  vecteur  quelconque  OF,  coupant  AE  en 
F,  ae  en  f.  Les  droites  homologues  AE,  ae  sont  parallèles 
(d.  9,  r.);  donc  on  a aussi  0¥[0f:\0\[0a '(p.  5).  Donc  à 
chaque  point  F du  contour  ABCDE  répond  un  point  homo- 
logue /'dansa6cde,et  ces  deux  figures  sont  semblablcs(d.  5). 
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Remarque  1 . Tout  point  de  AE  ayant  son  homologue  sur 
ae,  il  s’ensuit,  1°  que  toutes  les  figures  semblables  à une 
droite  sont  des  droites;  2°  que  toute  figure  semblable  à un 
polygone  est  un  second  polygone  ayant  autant  de  sommets 
que  le  premier. 

Remarque  2.  Pour  construire  sur  une  dimension  donnée 
comme  homologue  de  AB,  un  polygone  semblable  à ABCDE, 
on  prend  ab  parallèle  à AB,  et  égal  à cette  dimension 
donnée.  Ou  tire  Ao,  B b,  qu’on  prolonge  jusqu'à  leur  ren- 
contre en  O ; on  mène  OC , OD , etc.  ; du  point  b on  mène  bc 
parallèle  àBC,  et  terminée  à OC  ; du  pointe,  on  mène  cd 
parallèle  à CI) , etc.  La  ligure  abr.de  sera  un  polygone  sem- 
blable à ABCDE  : car  à cause  des  parallèles  on  aura 

oa:oo::ob:o&::  , etc. 

Déf.  10.  Dans  deux  polygones  semblables,  les  sommets 
qui  sont  des  points  homologues  se  nomment  des  sommets 
homologues  ; les  angles  auxquels  ces  points  servent  de  som- 
mets sont  nommés  angles  homologues  ; les  côtés  quijoignenl 
des  sommets  homologues  sont  nommés  côtés  homologues , et 
les  diagonales  qui  joignent  des  sommets  homologues  sont  ap- 
pelées diagonales  homologues. 

Remarque.  Ces  dénominations,  ainsique  celles  qui  sont 
expliquées  plus  haut  (d.  8 et  9),  se  conservent  encore  si  les 
figures  ne  sont  pas  semblablement  placées. 

PROPOSITION  XI. 

Théorème.  — Fig.  92. 

Deux  polygones  semblables  ont  les  angles  homologues 
égaux  et  les  côtés  homologues  proportionnels  ; réciproque- 
ment, si  dans  deux  polygones  les  angles  sont  égaux  deux  à 
deux , et  si  les  côtés  adjacents  aux  angles  égaux  sont  pro- 
portionnels, ces  polygones  sont  semblables. 

1°  Soient  ABCDE,  abede  deux  polygones  semblables  et 
semblablement  placés,  0 le  centre  de  similitude.  Les  droites 
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ab,  bc  étant  homologues  de  AB.  BC,  leur  sont  parallèles 
(d.  9,  r.),  et  l’angle  abc  est  égal  à ABC;  de  même  BCI )=bcd, 
CDE=c<?e,  etc.  De  plüs  (d.  9,  r.)  le  rapport  des  dimensions 
homologues  est  égal  au  rapport  de  simililude  ; donc  les  rap- 
ports AB'.ab,  BC;6c,  CDlcd,  etc.,  sont  égaux-,  et  par  suite 
les  côtés  homologues  sont  proportionnels. 

2°  Réciproquement,  soient  deux  polygones  ABCDE , 
ab  c' de  ayant  les  angles  Ar =d , B =b'...,  E=e',  et  les 
côtés  proportionnels,  de  sorte  que  AB  ‘.ab']  ;BC  ’.b'c'l  !etc. 
Je  dis  que  ces  polygones  sont  semblables.  Pour  le  prouver, 
sur  une  droite  ab  égale  à ab\  et  homologue  de  AB,  con- 
struisez le  polygone  abede  semblable  à ABCDE  ; je  dis  qu’il 
est  égal  à abc  de.  En  effet,  les  polygones  ABCDE,  abede 
étant  semblables,  on  a l’angle  a= A;  mais  par  hypothèse 
a'= A;  donc  a=a  ; de  même  b=b' , c=c\  d=d\  e=e . 
Déplus,  la  similitude  des  mêmes  polygones  ABCDE,  abede 
donne 

ab  : ab  : :Bc;k. 

Mais  par  hypothèse  AB  ; db  I lBC;6  c',et  comme  db'=ab , 
ces  deux  proportions  ont  les  trois  premiers  termes  communs  ; 
donc.  bc=b'c' . On  démontre  de  même  que  cd=c'd , de=d'e\ 
ea—ea'.  Donc  les  deux  polygones  abdede , a'b'cde  sont 
égaux  et  superposables,  et  par  suite  a'b'cde  est  semblable 
à ABCDE. 

Remarque.  S’il  s’agit  d’exprimer  les  conditions  de  la  similitude  par  des 
équations  entre  les  cAtés  et  les  angles,  on  voit  que,  pour  deux  polygones  de 
n côtés  chacun,  il  y a à exprimer  d’abord  la  proportionnalité  des  côtés  de 
l’un  avec  ceux  de  l’autre,  ce  qui  forme  n — 1 équations;  en  second  lieu . dès 
que  n — I angles  d’un  polygone  sont  égaux  à autant  d’angles  du  second  (il 
ne  s’agit  ici  que  des  polygones  dont  les  côtés  ne  se  coupent  pas  entre  leurs 
extrémités,  quoique  les  principes  précédents  soient  vrais  pour  toute  espèce 
de  polygones),  les  angles  restants  sont  égaux.  Cela  fait  2n— 2 conditions; 
mais  parmi  ces  conditions  il  y en  a encore  2 de  trop;  car  n — 1 côtés  et  les 
angles  compris,  au  nombre  de  n— 2,  déterminent  un  polygone;  il  suffit 
donc  d’exprimer  la  proportionnalité  de  n — 1 côtés  de  part  et  d’autre,  ce  qui 
donne  n — 2 équations;  en  outre  n— 2 égalités  entre  les  angles,  ce  qui  fait 
2n— 4,  c’est-à-dire  une  de  moins  que  pour  l’égalité  (1.  I , p.  29).  Pour  la  simi- 
litude des  s,  il  suffit  de  2.3 — 4 ou  2 conditions,  ce  que  nous  allons  prouver 
en  detail. 
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PROPOSITION  XII. 

Théorème.  — Fig.  93. 

Deux  A ABC,  abc  sont  semblables  1"  s’ils  ont  les  côtés 
proportionnels;  2°  s'ils  ont  un  angle  égal  entre  côtés  pro- 
portionnels; 3°  s’ils  sont  équiangles  entre  eux, 

1°  Supposons  qu’on  ait  Att’.ab".  ’.AC.ac'.  :BC \bc;  sur  une 
droite  a li  égale  à ab  et  homologue  de  AB,  construisez  (p.  10, 
r.  2)  un  A semblable  à ABC.  La  similitude  donnera 

ab  : à b'  : : ac  : o'c  : : bc  : b'c 

Comparant  avec  les  proportions  précédentes,  et  remar- 
quant ((ue  dh'—ab,  on  conclut  que  a'c'=ac,  b'c'—bc.  Donc 
les  A abc,  a'b'c  sont  égaux  entre  eux.  Mais  a'b'c'  est  sem- 
blable à ABC.  Donc  abc  l’est  aussi. 

2n  Supposons  que  l’angle  a soit  égal  à A , et  qu’on  ait 
la  proportion  AB  : ab  ; ; AC  lac.  Ayant  refait  la  construction 
précédente,  on  aura  ABla&'l  lACla'c',  d’où  l’on  conclura 
que  ac=.dc.  De  plus,  l’angle  a'  sera  égal  à A (p.  11),  et 
par  suite  à l’angle  a ; donc  les  deux  A abc , ab  c ont  un 
angle  égal  compris  entre  côtés  égaux,  et  sont  égaux.  Mais 
db'c  est  semblable  à ABC  ; donc  abc  l’est  aussi. 

3°  Soit  l’angle  a=A,  l’angle  b= B,  et  c=C.  Ayant  en- 
core fait  la  même  construction,  on  aura  dans  les  A sem- 
blables ABC,  a'b'c,  l’angle  a'=A,  et  par  suite  a'=a;  de 
même  l’angle  b'=b.  Donc  les  deux  A abc,  db'c'  sont  égaux 
comme  ayant  un  côté  égal  adjacent  à des  angles  égaux. 
Mais  le  A a'b'c  est  semblable  à ABC  ; donc  abc  l’est  aussi. 

Remarque  1 . Dans  les  A semblables,  les  côtés  homologues 
sont  opposés  à des  angles  égaux.  Car  le  côté  ab  étant  ho- 
mologue de  AB,  les  angles  a et  6,  adjacents  à ab,  sont  égaux 
à A et  B adjacents  à AB  ; donc  aussi  les  angles  c,  C,  opposés 
aux  côtés  homologues  ab,  AB,  sont  égaux. 

Remarque  2.  Pour  que  deux  A soient  semblables , il 
suffit  qu’ils  aient  deux  angles  égaux  chacun  à chacun.  Car 
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dès  lors  le  troisième  est  aussi  égal  de  part  et  d’autre  (I.  1, 
p.  14),  et  les  A sont  semblables. 

Remarque  3.  Deux  A semblables  à un  môme  troisième, 
sont  équiangles  entre  eux,  et  par  suite  semblables. 

Remarque  4.  — Fig.  94.  Les  propositions  précédentes 
prouvent  que,  dans  les  A,  l’égalité  des  angles  est  une  suite  de 
la  proportionnalité  des  côtés,  et  réciproquement.  Il  n’en  est 
pas  de  môme  dans  les  figures  de  plus  de  trois  côtés.  Car  pour 
ne  parler  que  des  quadrilatères,  soit  la  figure  ABCD;  si  l’on 
mène  à volonté  la  droite  FE  parallèle  à DC,  le  quadrilatère 
ABFE  aura  les  mômes  /\  que  ABCD;  mais  comme  le  côté  AB 
est  commun,  et  que  AF  est  différent  de  AD,  les  côtés  adja- 
cents aux  angles  égaux  ne  seront  pas  proportionnels.  Ainsi, 
sans  changer  les  angles,  on  peut  changer  les  rapports  des 
côtés.  On  peut  aussi  changer  les  angles  sans  changer  les  côtés. 

Remarque  4.  La  correspondance  entre  les  cas  d’égalité 
des  A,  et  les  cas  de  similitude,  est  manifeste.  Il  y a aussi  un  cas, 
de  similitude  analogue  au  cas  d’égalité  démontré  1. 1,  p.18. . 

PROPOSITION  XIII. 

Théorème.  — Fig.  95. 

Deux  A sont  semblables  s’ils  ont  les  côtés  parallèles  ou 
perpendiculaires  deux  à deux. 

1°  Soient  deux  A ABC , A'B'C'  ayant  le  côté  AB  parallèle 
à A B',  AC  à A C , BC  à B C'.Je  dis  qu’ils  sont  équiangles.  Car 
les  angles  A et  A',  qui  ont  les  côtés  parallèles,  sont  égaux 
ou  supplémentaires  (1.  1,  p.  10)  ; il  en  est  de  môme  de  B et 
B',  de  C et  C'.  Or,  supposons  que  A,  A'  soient  supplémen- 
taires, je  dis  que  B,  B' ne  sauraient  l’ôtre:car  A-t-A’  vaudrait 
2 droits,  de  même  que  B+B',  et  la  somme  des  4 angles  A, 
A',  B,  B'  serait  égale  à 4 droits,  ce  qui  ne  se  peut,  puisque  la 
somme  de  tous  les  6 angles  des  deux  A vaut  4 droits  (1.  1, 
p.  14).  Donc  si  A,  A'  sont  supplémentaires,  B,  B'  sont  égaux, 
de  même  que  C,  C'.  Mais  si  B=B'  et  C=C',  on  a aussi  A= 
A\  et  les  deux  A sont  équiangles  et  semblables  (p.  12,  3°). 
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2°  Dans  le  cas  des  côtés  perpendiculaires,  la  démonstra- 
tion est  la  même,  vu  que  deux  /\  qui  ont  les  côtés  perpen- 
diculaires sont  égaux  ou  supplémentaires  (1.  t,  p.  10). 

Remarque.  Puisque  les  angles  A,  A',  qui  ont  les  côtés  pa- 
rallèles, sont  égaux,  il  s’ensuit  que  les  côtés  opposés  BC, 
B' G’,  qui  sont  aussi  parallèles , sont  homologues.  Ainsi , 
dans  le  cas  des  côtés  parallèles,  ce  sont  les  côtés  parallèles 
qui  sont  homologues.  De  même,  dans  le  cas  des  côtés  per- 
pendiculaires , ce  sont  les  côtés  perpendiculaires  qui  sont 
homologues. 


PROPOSITION  XIV. 

Théorème.  — Fig.  92. 

Deux  polygones  semblables  peuvent  se  décomposer  en  un 
même  nombre  de  A semblables  chacun  a chacun , assemblés 
par  des  sommets  homologues.  Réciproquement  , deux  poly- 
gones composés  d’un  même  nombre  de  A semblables  chacun 
à chacun,  et  assemblés  par  des  sommets  homologues , sont 
semblables. 

Soient  les  polygones  ABCDE,  ahcde  semblables  et  sembla- 
blement placés,  0 le  centre  de  similitude.  D’un  sommet 
quelconque  A menons  des  diagonales  aux  autres  sommets  du 
polygone  ABCDE;  dans  le  polygone  abcde  menons  les  dia- 
gonales homologues  (d.  10).  Les  A ABC,  abc  sont  sembla- 
bles; car  A,  B,  Ccta,  b,  c sont  deux  systèmes  semblables  (p. 
10).0nreconnaîtdemêmeque  le  A ACD  est  semblable  à acd, 
et  que  ADF.  l’est  à ade. 

De  plus,  les  A ABC,  ACD  ont  de  commun  les  sommets 
A,  C ; leurs  semblables  aie,  acd  sont  assemblés  par  les  som- 
mets a,  c;  or  a est  homologue  de  A non-seulement  dans  les 
A abc,  ABC,  mais  encore  dans  les  A acd,  ACD.  De  même 
c,  C , etc. 

Réciproquement,  supposons  que  deux  polygones  ABCDE, 
a'b'cde  soient  composés  d’un  même  nombre  de  A sem- 
blables chacun  à chacun,  et  assemblés  par  des  sommets 
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homologues.  Soit  le  A a'b'c  semblable  à ABC,  a'c'd  à ACL), 
etc.  ; sur  une  droite  ab  égale  à a'b'  et  homologue  de  AB  cons- 
truise/ le  polygone  abcde  semblable  à ABCDE.  Le  A abc  sem- 
blable à ABC  le  sera  à db'c  (p.  12,  r.  3),  et  comme  ab=a'b', 
A abc  sera=a’Z>Y.  l)e  môme,  A acd=a  c d’ ,c te.  Donc  les  po- 
lygones abcde,  abcde  , composés  de  A égaux  et  assemblés 
par  des  sommets  homologues  sont  égaux,  et  abcde  est 
semblable  à ABCDE.  . 

PROPOSITION  XV. 

Théorème.  — Fie.  96. 

Deux  figures  adbec,  a’d'b’e'c,  semblables  à une  troisième 
ADBEC,  sont  semblables  entre  elles. 

Supposons  que  abc. . . , ABC. . . soient  semblablement  placés 
par  rapporta  O,  que  abc...,  ABC...  le  soient  par  rapport  à 
O'.  Soient  A,  B,  C trois  points  de  l’une  des  figures;. a,  b,  c, 
a , b' , c leurs  homologues  respectifs  dans  les  deux  autres. 
Tirez  les  droites  AB,  BC,  ab,  bc,  db',  b'c.  Parmi  ces  droites, 
celles  qui  portent  les  mêmes  lettres  seront  parallèles  (d . 9,  r .) , 
et  les  A abc,  abc  seront  semblables  (p.  13).  Il  s’ensuit  que 
si  sur  db'  comme  homologue  de  ab  (qui  est  parallèle  à db  ), 
on  construit  un  A semblable  à abc,  et  semblablement  placé, 
ce  nouveau  A se  confondra  avec  abc  (p.  10,  r.  2).  Donc 
les  A abc,  abc  sont  semblablement  placés  par  rapport  à un 
point  O",  et  chaque  point  a,b,c  de  adbc,  a son  homologue 
d ,b  ,c , dans  ddb'e'c.  Donc  ces  deux  figures  sont  semblables. 

Corollaire.  Si  a'b'  était  égal  à ab,  b'c  le  serait  à bc. 
Donc  les  droites  an,  bb' , cc ...  seraient  égales  et  parallèles, 
et  (1.1)  les  figures  abc...,  d bc  ...  seraient  égales.  Il  s’ensuit 
que  pour  construire  une  figure  semblable  à une  figure  don- 
née ABC...,  sur  une  dimension  donnée,  ab  ou  db' , homo- 
logue à AB,  on  peut  prendre  à volonté  le  centre  de  similitude. 

Remarque.  La  pr.  15  est  déjà  prouvée  pour  les  A (p.  12, 
r.  3). 
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PROPOSITION  XVI. 

Problème.  — Fig.  97. 

Sur  une  droite  donnée  ab  construire  un  'polygone  sem- 
blable à un  polygone  donné  ABCDE,  en  prenant  ab  comme 
côté  homologue  d’un  côté  AB. 

De  l’une  des  extrémités  de  AB  on  mènera  des  diagonales 
aux  sommets  opposés , afin  de  décomposer  le  polygone 
ABCDE  en  A.  Au  point  o de  la  droite  ab  on  fera  l’angle 
bac  égal  à BAC,  et  au  point  b l’angle  abc  égal  à ABC; 
le  A abc  ainsi  formé  sera  semblable  à ABC  (p.  12,  r.  2). 
Ensuite  au  point  a de  ac  on  fera  l’angle  dac  = DAC,  au 
point  c l’angle  acd  égal  à ACD,  d’où  résultera  le  A ade 
semblable  à ADC.  Enfin  au  point  a de  ad  on  fera  l’angle 
ead=EAD,  au  point  d l’angle  eda=EDA,  ce  qui  donnera 
le  A eda  semblable  à EDA.  Le  polygone  abede  sera  semblable 
à ABCDE  : car  ces  deux  polygones  sont  composés  de  A sem- 
blables chacun  à chacun,  et  assemblés  par  des  sommets  ho- 
mologues (p.  14). 

liemarque.  Si  l’on  n’avait  aucun  égard  à cette  dernière  condition,  on 
trouverait  plus  d’un  polygone.  Car,  d’abord,  au  lieu  de  faire  au  point  a de 
la  droite  ac  l’angle  dac  = DAC,  et  au  point  c l’angle  ac</  = ACD,  supposons 
qu’on  fasse  au  point  c l'angle  acd’  = CAD,  et  au  point  a l’angle  d'ac= * 
ACD;  le  a acd'  sera  semblable  à ADC,  et  les  deux  quadrilatères  ARCD, 
abcd1 , quoique  composés  de  a semblables,  ne  sont  pas  semblables,  parce 
que  ces  a ne  sont  pas  semblablement  disposés.  En  second  lieu,  au  lieu  de 
prendre  dans  le  nouveau  a le  côté  ac  comme  homologue  du  côté  AC  du  a 
ACD,  on  peut  construire  sur  ac  comme  homologue  de  AD  un  a semblable 
À ACD,  ce  qui  peut  encore  se  faire  de  deux  manières.  Prenant  de  meme 
ac  comme  homologue  de  CD,  on  aura  encore  deux  a.  On  aura  donc  de 
la  sorte  G quadrilatères  composés  de  a semblables  à ceux  dont  se  compose 
ABCD;  encore  a-t-on  placé  les  a construits  sur  ac,  de  l’autre  côté 
de  cette  ligne,  par  rapport  à abc,  comme  ceux  qui  sont  construits  sur  AC. 
Si  on  les  plaçait  aussi  du  même  côté  de  ac,  on  aurait  t2  quadrilatères. 
Enfin , si  l’on  opère  sur  ab  et  sur  bc  comme  on  a fait  sur  ac,  on  trouvera 
encore  12  a additifs  et  12  a soustractifs.  On  aura  donc  18  quadrilatères 
composés  de  a additifs  semblables  à ceux  dont  se  compose  ABCD,  et  18 
autres  composés  de  pareils  a soustractifs.  Faisons  abstraction  de  ces  der- 
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niers,  et  prenons  l'un  des  quadrilatères  de  la  première  espèce,  par  exemple 
abcd,  pour  achever  le  pentagone.  Sur  chacun  des  4 côtés  de  abcd  on  pourra 
placer  G a additifs  semblables  à Al  H’.,  ce  qui  formera  24  pentagones  com- 
posés de  a semblables  à ceux  de  ABCDK.  Chacun  des  lit  quadrilatères  en 
donnant  autant,  on  aura  en  tout  18.24  pentagones  dont  un  seul  a ses  a dis- 
posés comme  ABCDE;  c’est  celui-là  seul  qui  est  semblable  à ce  dernier. 
Si  le  polygone  ABCDE  avait  n côtés  , le  nombre  des  polygones  construits 
suraô  homologue  de  AB,  serait  18.  24.  30 x (6n — 6). 

PROPOSITION  XVII. 

Théorème.  — Fig.  97. 

Les  contours  des  polygones  semblables  sont  entre  eux  dans 
le  rapport  de  similitude. 

Soient  les  polygones  semblables  ABCDE  , abede.  On  a 

ab  : ab  : : bc  : ic  : : cd  : cd  : : , etc. 
ü ou  AB-f-BC-f-CD ah  — 1 — 6c  — I — cd  — I— ...  * |AB)n4, 

Ce  qu’il  fallait  prouver. 

PROPOSITION  XVIII. 

Théorème.  — Fig.  98. 

Deux  polygones  réguliers  du  même  nombre  de  côtés  sont 
deux  figures  semblables;  les  centres  y sont  des  points  homo- 
logues, les  rayons  sont  des  dimensions  homologues,  ainsique 
les  apothèmes.  Réciproquement,  toute  figure  semblable  à un 
polygone  régulier  est  un  second  polygone  régulier  d’autant 
de  côtés  que  le  premier. 

1°  Les  deux  polygones  réguliers  AB...,  ab...,  ayant 
môme  nombre  de  côtés,  l’angle  au  centre  y sera  le  môme 
(I.  2,  d.  20);  on  pourra  donc  faire  coïncider  les  centres, 
et  les  angles  au  centre,  comme  le  montre  la  ligure.  Or  à 
cause  des  rayons  égaux  AO,  BO,  CO...  d’un  côté,  aO,  £0, 
cO...  de  l’autre,  on  aura  les  proportions 

ao  : aO  : : bo  : £o  : : co  : «o  : : , etc. 
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Donc  (d.  5)  les  deux  systèmes  de  points  A,  B,  C...,  «,  b , 
c...,  sont  semblables  et  semblablement  placés,  et  (p.  tOj 
les  polygones  le  sont.  Le  point  0 étant  le  centre  de  simi- 
litude, est  un  point  homologue  commun;  les  rayons  OA, 
oa,  sont  homologues,  de  même  que  les  apothèmes  OH,  oh. 

2°  Réciproquement,  soit  donné  un  polygone  régulier 
AB....,  0 son  centre;  toute  ligure  qui  lui  est  semblable 
est  un  polygone  ayant  ses  angles  respectifs  égaux  à A,  B,  C. . . 
(p.  10);  c’est  donc  un  polygone  équiangle.De  plus,  les  côtés 
de  ce  nouveau  polygone  étant  proportionnels  à AB,  BG... 
qui  sont  égaux,  seront  aussi  égaux,  et  le  nouveau  polygone 
sera  équilatéral.  Donc  il  est  régulier. 

Remarque  1.  Pour  que  deux  polygones  réguliers  non 
fermés  soient  semblables,  il  suffit  qu’ils  aient  même  nombre 
de  côtés  et  même  /\  au  centre;  car  dès  lors  on  peut  leur 
appliquer  le  raisonnement  ci-dessus  (1°). 

Remarque  2.  Les  contours  de  deux  polygones  réguliers 
semblables  sont  donc  entre  eux  comme  les  rayons,  et  comme 
les  apothèmes  (p.  17). 

Remarque  3.  Dans  un  polygone  régulier  de  n côtés,  la 
somme  des  angles  est  2 ( n — 2)  , et  chaque  angle  vaut 

2 (n 2) 

— — -,  l’unité  étant  l’angle  droit. 

n 

PROPOSITION  XIX. 

Théorème.  — Fig.  99. 

Tous  les  cercles  sont  semblables;  les  centres  y sont  des 
points  homologues , les  rayons  sont  des  dimensions  homolo- 
gues. Réciproquement,  toute  figure  semblable  ù un  cercle 
est  un  cercle. 

1°  Soient  deux  cercles  dont  le  centre  commun  est  0.  Ti- 
rez des  rayons  qucIconques«OA,  OB,  OC...  On  aura  les  pro- 
portions 

OA:oa::oB:o6::oc:oc... 
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Donc  les  droites  \a , B6  sont  coupées  proportionnellement 
en  O,  et  les  deux  figures  sont  semblables.  Le  point  O est  ho- 
mologue commun;  OA,  Oo  sont  homologues. 

2°  Soit  un  cercle  OA  : prenez  son  centre  pour  centre  de 
similitude,  et  pour  construire  une  figure  quelconque  sem- 
blable à ce  cercle,  sur  des  rayons  quelconques  OA,  OB,  OC 
déterminez  des  points  a,  6,  c...,  tels  que  OA:Oa:  : OB;  06 
: : OC I Oc...  Les  distances Oa,  06,  Oc  seront  égales,  et  le  lieu 
des  points  a , 6 , c sera  une  circonférence  ayant  0 pour 
centre. 

Corollaire . Deux  arcs  semblables  BC,  6c,  deux  segments 
semblables  BCD , bcd,  répondent  à des  angles  au  centre 
égaux. 


l’HODOSITION  XX. 

Théorème.  — Fus.  100. 

Deux  cercles  inégaux,  non  concentriques,  ont  toujours  deux  rentres  de 
similitude,  l’un  direct,  l'autre  inverse,  tous  les  deux  sur  la  ligne  des  cen- 
tres; si  les  cercles  sont  extérieurs  l'un  à l’autre,  chacun  de  ces  points  ap- 
partient à deux  tangentes  communes , tangentes  qui  sont  au  nombre  de 
quatre;  s’ils  sont  tangents  extérieurement,  le  centre  de  similitude  inverse 
se  confond  avec  le  point  de  contact  ; s’ils  sont  tangents  intérieurement , le 
centre  de  similitude  direct  se  confond  avec  le  point  de  contact. 

I"  Soient  OA, oa  les  cercles,  O.  o leurs  centres;  lirez  Oo.  De  O menez  uu 
rayon  quelconque  OA,  et  du  point  o menez  le  diamètre  aa'  parallèle  à OA. 
Tirez  Aa,  Aa';  comme  ao  n’est  pas  égal  à OA,  la  droite  A a coupera  la  ligne 
des  centres  en  un  point  S;  d’ailleurs  Aa'  coupe  la  ligne  des  centres  en  un 
point  S';  je  dis  que  S,  S' sont  deux  centres  de  similitude,  le  premier  direct, 
le  second  inverse.  En  effet , supposons  que  du  point  S comme  centre  de 
similitude  directe  on  construise  une  figure  semblable  au  cercle  AO,  en  pre- 
nant a comme  homologue  de  A;  o sera  homologue  de  O.  Mais  la  nouvelle 
figure  sera  un  cercle  (p.  1!))  dont  le  centre  devant  être  homologue  de  O,  se 
confond  avec  o ; donc  ce  cercle  se  confond  avec  le  cercle  ao,  et  le  point  S est 
un  centre  de  similitude.  Même  raisonnement  pour  S'.  Ces  points  sont  les 
seuls  centres  de  similitude  des  deux  cercles.  Car  tout  centre  de  similitude 
sera  sur  Oo,  puisque  O,  o sont  homologues. 

2°  Chacun  des  points  S,  S'  appartient  à deux  tangentes  communes  : car 
si  du  point  S on  mène  au  cercle  oa  une  tangente  S b,  le  rayon  vecteur  S b 
rencontrera  la  figure  semblable,  c’est-à-dire  le  cerrle  OA.  en  un  point  R, 

# 
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homologue  de  b ; donc  les  rayons  oé,  OR  .sont  homologues  et  parallèles; 
mais  à cause  de  la  tangente  en  b,  l’angle  S bu  est  droit;  donc  SBO  l'est  aussi, 
et  SB  est  tangente  au  cercle  OA  en  B. 

Puisque  du  point  S on  peut  mener  au  cercle  oa  deux  tangentes,  ce  point 
S sera  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  communes;  ces  deux  tan- 
gentes sont  dites  extérieures. 

On  prouve  de  même  que  le  point  S'  est  le  point  de  concours  de  deux 
tangentes  communes,  dont  l'une  est  Ce,  et  qui  sont  dites  intérieures. 

Ces  quatre  tangentes  sont  les  seules  qui  soient  communes  : car  toute  tan- 
gente commune  B6,  Ce  répond  à deux  rayons  de  contact  parallèles  OB,  ob 
ou  OC,  oc,  joint  par  conséquent  deux  points  homologues  B,  A ou  C,  e,  et 
liasse  à l’un  des  centres  de  similitude  S,  S';  or,  par  chacun  de  ces  points 
on  ne  peut  mener  que  deux  tangentes  à l’un  des  cercles;  donc  il  n’y  a que 
quatre  tangentes  communes. 

3°  Si  (fig.  toi)  les  deux  cercles,  égaux  ou  nou,  sc  touchent  extérieurement 
en  S',  menez  deux  rayons  OA  , na  parallèles  et  de  sens  contraire,  tirez  AS', 
aS'  : les  s AOS',  aoS'  auront  l’angle  0=o,  à cause  des  parallèles;  de  plus,  à 
cause  des  rayons,  on  a AO:ao::SO:S'o.  Donccess  sont  semblables  (p.  12); 
par  suite  l’angle  AS'0=«S'o,  et  la  droite  aS'  est  le  prolongement  de  AS'; 
eti  outre  on  aura  AS'iaS’::  AO:ao.  Par  conséquent  toute  droite  Aa  menée 
parS'  est  divisée  en  ce  point  dans  un  rapport  constant , et  S’  est  un  centre 
de  similitude  inverse. 

4°  Pour  deux  cercles  tangents  intérieurement  en  S (6g.  102),  on  démon- 
trera à peu  près  de  même  que  S est  le  centre  de  similitude  directe. 

Remarque.  Deux  cercles  égaux  n’ont  pas  de  centre  de  similitude  directe  : 
car  (üg.‘  100)  si  OB —ob,  les  droites  B6,  Oo  sont  parallèles. 

Déf.  12. — Fig.  103.  Lu  projection  d’un  point  A sur 
une  droite  CD  est  le  pied  A'  de  la  perpendiculaire  AA'  menée 
de  A sur  CD. 

La  projection  d’une  ligne  AB  sur  une  droite  CD  est  la 
partie  A B'  interceptée  sur  CD  par  les  perpendiculaires  me- 
nées des  extrémités  de  AB  sur  CD. 

PROPOSITION  XXI. 

Théorème.  — Fig.  104. 

Si  on  projette  le  sommet  de  l’angle  droit  A d’un  A rectangle 
ABC  sur  V hypolhénuse  BC  en  D : 

1°  Le  A ABC  sera  décomposé  en  deux  A semblables  entre 
eux  et  au  A total  ABC  ; 
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2°  Chaque  côté  de  l’angle  droit  sera  moyen  proportionnel 
entre  l’hypothémse  entière  et  le  segment  adjacent; 

3°  La  perpendiculaire  AD  sera  moyenne  proportionnelle 
entre  les  deux  segments. 

En  effet,  1°  les  A BAC,  BAD  sont  rectangles,  le  premier 
en  A , le  second  en  D ; ils  ont  l’angle  B commun  : donc  le 
troisième  /\  C de  l’un  est  égal  au  troisième  /\  BAD  de 
l’autre,  et  les  deux  A sont  semblables  (p.  12).  De  môme, 
les  A ABC,  ADC  sont  rectangles,  ont  l’angle  C commun  ; 
par  conséquent  l’angle  B du  premier  est  égal  à l’angle  CAD 
du  second,  et  les  (leux  A sont  semblables.  Ainsi  les  trois 
A ABC,  ADC,  BDA  sont  semblables. 

2°  Les  A ABC,  ADB  étant  semblables,  auront  les  côtés 
homologues  proportionnels  (p.  12).  Or,  le  côté  BC  du  A 
BAC  et  le  côté  BA  du  A BAD  sont  opposés  aux  angles  droits 
et  sont,  par  conséquent,  homologues  (p.  12,  r.  1).  De 
môme  BA  du  A BAC  est  opposé  à l’angle  C,  BD  du  A BDA 
l’est  à l’angle  BAD  qui  est  égal  à C ; donc  ces  deux  côtés 
sont  homologues,  et  l’on  a la  proportion 

bc:ba::ba;bd.  (1) 

Les  A BAC,  DAC  donnent  de  même  la  proportion 

bc;ac::ac:cd  (2) 

et  chaque  côté  de  l’angle  droit  est  moyen  proportionnel 
entre  l’hypothénuse  et  le  segment  adjacent. 

3°  Dans  les  A semblables  BAD,  DAC,  les  côtés  BD,  DA 
du  premier  sont  homologues  des  côtés  DA,  DC  du  second  ; 
car  BD  et  DA,  dans  le  premier , sont  opposés  aux  /\ 
BAD,  B;  et  DA,  DC  du  second  le  sont  aux  /\  C,  CAD, 
respectivement  égaux  à ceux-là.  Donc 

bd;da::da:dc 

et  la  perpendiculaire  DA  est  moyenne  proportionnelle  entre 
les  deux  segments  BD,  DC  de  l’hypothénuse. 
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PROPOSITION  XXII. 
Pnom.KMK.  — Fig.  105. 


Trouver  une  moyenne  proportionnelle  entre  deux  droites 
a,  b données. 


Sur  une  droite  indéfinie  RF  prenez  RO  égal  à a,  DG 
égal  à b.  Sur  BC  comme  diamètre  décrivez  une  demi-cir- 
conférence; au  point  I)  élevez  sur  BG  une  perpendiculaire 
DA  jusqu'à  la  rencontre  de  In  demi-circonférence  en  A : 
OA  sera  la  moyenne  proportionnelle  demandée.  Gar  si  l’on 
tire  AB,  AG,  l'angle  BAC,  inscrit  dans  un  demi-cercle,  est 
droit  (I.  2,  p.  10,  c.  2);  donc,  dans  le  A rectangle  BAG, 
la  perpendiculaire  OA  est  moyenne  proportionnelle  entre 
BD  et  DG  (p.  21,  3°),  c’est-à-dire  entre  a et  b. 

Remarque.  Gomme  AB  est  aussi  moyenne  proportionnelle 
entre  BG  et  BO  (p.  10  , 2°)  on  peut  dire  : 1"  que  la  perpen- 
diculaire AO  abaissée  d’un  point  de  la  circon/érence  sur  un 
diamètre  BC  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  seg- 
ments BD,  OC  de  ce  diamètre;  2°  que  la  corde  AB  est 
moyenne  proportionnelle  entre  le  diamètre  BC  et  le  segment 
adjacent  BO. 

Remarque  sur  l’emploi  des  proportions  en  géométrie.  Jus- 
qu’ici nous  avons  fait  un  assez  fréquent  usage  des  propor- 
tions; toutes  ces  proportions  peuvent  être  conçues  sans 
qu’il  soit  nécessaire  de  supposer  que  les  grandeurs  qui  y 
entrent  sont  évaluées  en  nombres  ; car  par  une  proportion 
telle  que  X'.B'.'.a’.b,  nous  entendons  que  le  nombre  par 
lequel  il  faut  multiplier  B pour  retrouver  A,  est  le  même  que 
celui  qui,  pris  pour  facteur  de  b,  reproduit  a.  Du  reste,  il  est 
clair  que  si,  au  lieu  de  A et  Bon  prend  leurs  expressions  nu- 
mériques rapportées  à une  même  unité,  la  proportion  subsiste 
encore.  Par  exemple  si  A vaut  12m  et  B,  5"',  on  pourra  écrire 

i2m:5ra: ’.a’.b ou  i2:s::a:6. 


12 


Car  le  rapport  de  12m  à 5m  est  — comme  celui  de  1 2 à 5 

5 


Digitized  by  Google 


LIVRE  III. 


8;> 


Il  y a plus  : toutes  les  fois  qu’il  s’agira  de  combiner  des 
termes  des  proportions  parmultiplication,  il  faudra  regarder 
ces  termes  comme  des  nombres  abstraits.  Il  en  est  de  même 
s’il  s’agit  de  faire  le  produit  de  plusieurs  lignes. 

Déf.  13.  Le  carré  d’une  ligne  est  le  produit  de  la  me- 
sure de  cette  ligne  par  elle-même  ; le  mol  carré  a donc  ici 
la  même  signification  qu’en  arithmétique. 

PROPOSITION  XXIII. 

Théorème.  — Fig.  104. 

Dans  tout  A rectangle  : 1 "le  carré  de  l’hypolhénuse  est 
égal  à la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés , et  récipro- 
quement; 2°  le  carré  de  l'hypothénuse  est  au  carré  d’un  des 
côtés  de  l’angle  droit  comme  l’hypothénuse  est  à la  projection 
de  ce  côté  sur  celle  hypothénuse;  3°  les  carrés  des  côtés  de 
l’angle  droit  sont  entre  eux  comme  leurs  projections  sur  l’hy- 
pothénuse. 

1°  En  effet,  les  proportions  (1)  et  (2)  démontrées,  p.  21. 

—2  • 

donnent  BC.  CD=AC, 

BC.  BD— xi  ; 

—2  —2  —2 

ajoutant,  on  a BC  (CD-t-BD)  ou  BC=AC-t-AB. 

Donc  le  carré  de  l’hypothénuse  , etc. 

Cette  propriété  ne  convient  qu’au  A rectangle  ; car  si  , 
sans  toucher  aux  côtés  AB , AC , on  fait  varier  l’angle  A , le 

côté  BC  variera  (p.  22, 1.  1).  Donc  le  carré  de  ce  côté 

—2  —2 

variera,  et  ne  sera  plus  égal  à AC-f-AB.  Par  suite,  si  cette 
même  propriété  a lieu  dans  un  A , il  est  rectangle. 

2°  et  3°  On  a AC=BC.  CD 

et  AB=BC.  BD; 

-2 

d’ailleurs  BC=BC.  BC; 
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donc  BC*:  AB2;  : BC.  BC  : BC.  BD, 

ou  • ::BC:BD; 

—2  —2 

de  môme  BC  : AC  : : BC  : CD, 


enlin  AB*:  AC*:  : BD  : CD  ; 

ce  qui  démontre  les  deux  dernières  parties  de  l’énoncé. 


—2  —2  —2  —2  —2  —2 
Remarque.  De  BC=AB-f-AC,  on  tire  AB=BC — AC. 


PROPOSITION  XXIV. 

Théorème.  — Fig.  106. 

Dans  tout  A le  carré  du  côté  opposé  à un  angle  oblique  est 
égal  à la  somme  des  carrés  des  deux  autres,  moins  ou  plus  le 
double  produit  de  l'un  de  ces  deux  derniers  par  laprojecliori 
du  troisième  sur  le  précédent,  selon  que  l’angle  oblique  est 
aigu  ou  obtus.  • 

Soit  C un  angle  aigu  du  triangle  ABC  ; projetons  le  point 
A sur  BC  en  D,  et  supposons  que  I)  tombe  dans  le  A.  A 
cause  du  A rectangle  ABD,  on  a (p.  23  ) 

—2  —2  —2 
AB=AD-FBD. 

Mais  BD=BC— DC , 

—2  —2  —2 

d’où  BD=BC-+-DC — 2BCXÜC. 

—2 

Remplaçant  BD  par  cette  valeur , on  obtient 

AB==AdVdcVbC— 2BC  X ÜC. 

—2  —2  . — 2 

Mais  AD-f-DC— AC,  à cause  du  A rectangle  ADC; 

donc  . AB=AcVbC— 2BC  X DC. 

S’il  s’agit  du  A AB'C , la  perpendiculaire  AD  tombe  au 
dehors.  Mais  on  a encore 
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AB?=AD+B'D  ; 

d’ailleurs  de  B'D=DC — B'G,  on  tire 

B'D==DC  +B'C — 2DC  X B'C , 

_2  2 —2 

et  par  suite  AB'=AC4-B'C — 2DC  X B'C , 

ce  qui  était  à prouver. 

2°  Soit  le  A AB'C  où  l’angle  B'  est  obtus.  Projetez  A sur 
CB'  prolongé  en  1);  on  a 

ÂC=AD4-(DB'+B'C)* 

=AD.+DB'-+-B'C+2DB'  X B'C. 

= AB*4-  B'C + 2DB'  X B'C. 

Remarque.  Dans  cette  prop.  on  se  fonde  sur  ce  que 
{a=fc&)î=a*-t-6,±2  ab. 

PROPOSITION  XXV. 

Théorème.  — Fig.  107. 

Dans  tout  A ABC  la  somme  des  carrés  de  deux  côtés  AB , 
AC,  est  égale  au  double  carré  de  la  distance  de  leur  point  de 
concours  A au  milieu  I)  du  côté  opposé  BC , plus  le  double 
carré  de  la  moitié  de  ce  côté. 

En  effet,  projetez  le  point  A sur  BC  en  E ; l’angle  ADB 
étant  aigu , ADC  sera  obtus  , et  l’on  aura  (p.  24) 

dans  le  A ADB  AB=AD+BD— 2I5D . DE , 

dans  ADC  AC=AD-t-DC-4-2DC.  DE  ; 

ajoutant , et  n’oubliant  pas  que  BÜ=DC  ,.on  a 
—2  —2  —2  —2 
• AB-4-AC=2AD4-2BD , c.  q.  f.  d. 
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PROPOSITION  XXVI. 

Théorème.  — Fig.  108. 

Dans  tout  quadrilatère  la  somme  des  carrés  des  côtés  est 
égale  à la  somme  des  carrés  des  diagonales , plus  quatre  fois 
le  carré  de  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  diagonales. 

Soit  ABC1)  un  quadrilatère  ; AC,  BD  les  diagonales  ; E , 
F leurs  milieux;  tirez  AE,  CE,  EF.  Puisque  E est  le  milieu 
de  DB , on  a (p.  25) 

—2  —2  —2  —2 

AB+AD=2AE+2BE. 

De  même  BC-1-DC=2CE+2BE  ; 

mais  puisque  F est  le  milieu  de  AC,  le  A AEC 

•>  •»  __o  2 

donnera  AE-4-CE=2  AF+2EF. 

Doublant  les  deux  membres  de  cette  égalité,  l’ajoutant  avec 

les  deux  précédentes,  effaçant  ensuite  de  part  et  d’autre 

—2  —2 

2AE+2CE,  on  aura 

AB+AD+Bc4-DC=4  BE+4  AF+4  EF~; 

—2  —2 
mais  4BE  est  le  carré  de  2BE  ou  de  Bl)  ; 4AF  est  le  carré 

de  2AF  ou  de  AC  ; donc  le  second  membre  de  cette  dernière 
—2  —2  —2 
égalité  vaut  AC-+-BD4-4EF. 

Corollaire  1.  Dans  le.  O les  diagonales  se  coupant  en 
leur  milieu , la  distance  EF  devient  nulle  , et  la  somme  des 
carrés  des  côtés  est  égale  à la  somme  des  carrés  des  diago- 
nales, propriété  qui  n’a  lieu  que  si  EF  est  nul,  c’est-à-dire 
que  dans  le  CJ. 

Corollaire  2.  — Fig.  109.  Dans  le  carré  les  diagonales 
sont  égales  ; par  suite  le  carré  de  chacune  est  double  du 
carré  d’un  côté,  ce  que  montre  directement  le  A ABC  rec- 
tangle en  B;  car  il  donne  (p.  23)  AC=AB-t-BC=2AB ; 
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—2  —2 

on  en  conclut  que  AC  : AB  : : 2 : 1 , 
ou  AC  : AB  : : ]/Ü  : 1 . 

La  diagonale  du  carré  est  donc  au  côté,  comme  1/2:1. 
Elle  est  incommensurable  avec  le  côté. 

Dans  le  carré  inscrit , le  côté  peut  être  regardé  comme  la 
diagonale  du  carré  construit  sur  le  rayon  ; donc  AB  : AO  : : 
j/2  : 1,  c’est-à-dire  que  le  côté  du  carré  inscrit  est  au  rayon 
comme  Vh  : 1 . 

PROPOSITION  XXVII. 

Théorème.  — Fig.  110,  111,  112. 

Une  circonférence  qui  rencontre  deux  droites  concourantes 
y détermine,  à partir  dupoinl  de  concours,  quatre  segments, 
inversement  proportionnels,  de  sorte  qu’on  a 

OA  : OB : : OD : OC , . 

et  réciproquement. 

Tirez  BC,  DA.  Les  A OAD,  OBC,  ont  en  O un  /\  gai  ou 
commun  ; les  f\  OD.A , OCB,  ont  pour  mesure  la  moitié  de 
l’arc  AB,  et  sont  par  suite  égaux.  Donc  ces  A sont  sem- 
blables et  donnent  la  proportion 

OA:OB: :OD:OC. 

Cette  proportion,  dans  le  cas  de  la  ligure  112,  peut  s’é- 
crire ainsi  : 

OA:OB: :OB:OC. 

Réciproquement,  si  l’on  a OA  : OB  : : OD  : OC , les  A 
OAD,  OBC,  ont  un  angle  égal  ou  commun  en  0,  com- 
pris entre  côtés  proportionnels  et  sont  semblables;  donc 
les  angles  ODA,  OCB  sont  égaux  , et  le  cercle  qui  passe  par 
les  trois  points  A,  B,  C,  passera  par  le  point  I),  pour  les 
figures  110,  111,  et  sera  tangent  à OB  en  B pour  la  fi- 
gures 112  (1.  2,  prob.  13,  r.). 

Remarque  1.— Fig.  112.  La  proportion  OA  ; (IR  : ; OB 
;0C  montre  que  le  segment  OB  de  la  tangente,  est  moyen 
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proportionnel  entre  les  segments  OA,  OC  de  la  sécante  , ce 
qui  donne  une  autre  solution  pour  le  problème  pr.  22. 

Du  reste,  la  remarque  de  celle  même  pr.  22,  quant 
à sa  première  partie , est  une  conséquence  de  notre  théo- 
rème actuel  (pr.  27).  Car  si  (lig.  110)  une  des  cordes 
était  un  diamètre,  et  que  l’autre  lût  perpendiculaire  à ce 
diamètre,  la  proportion  démontrée  ici  donnerait  exacte- 
ment la  première  partie  de  la  propriété  énoncée  dans  ladite 
remarque. 

Remarque  2.  On  peut  aussi  reconnaître  de  nouveau 
que  la  diagonale  du  carré  est  incommensurable  avec  le  côté. 
En  effet,  pour  trouver  (fig.  113)  la  commune  mesure  de  la 
diagonale  AC  et  du  côté,  on  porte  le  côté  AB  sur  la  diago- 
nale (pr.  2);  comme  AC>AB,  que  AC<AB-(-BC  ou 
<2AB,  il  est  clair  que  AB  sera  contenu  dans  AC  une  fois 
avec  un  reste  FC.  Comparons  ce  reste  FC  avec  AB.  Pour 
cela,  du  point  A comme  centre,  avec  le  rayon  AB,  décrivons 
un  cercle,  et  prolongeons  CA  jusqu’à  la  circonférence  en  E. 
L’angle  ABC  étant  droit,  la  droite  CB  est  tangente  en  B 
(I.  2,  p.  6),  et  comme  CE  est  une  sécante,  on  aura 
(p.  27) 

ec;bc::bc:fc. 

Par  suite,  au  lieu  de  comparer  FC  à BC  ou  AB,  on  peut 
comparer  AB  à EC  ; AB  est  contenu  dans  EC  deux  fois  avec 
un  reste  FC,  qu’il  faut  de  nouveau  comparer  à AB;  doue 
l’opération  ne  se  terminera  pas,  et  les  lignes  AC,  AB  n’ont 
pas  de  commune  mesure. 

‘ PROPOSITION  XXVIII. 

Problème.  — Fig.  114. 

Diviser  me  circonférence  eu  3,  6,  12,  24,  etc.,  parties 
égales. 

Divisons  d’abord  la  circonférence  en  6 parties  égales, 
et,  supposant  le  problème  résolu,  admettons  que  l’arc  AB 
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soit  — de  la  circonférence.  Tirons  la  corde  AB,  et  les  rayons 

AC,  BC.  Prenons  l’angle  droit  pour  unité;  C sera  * de  4 

6 

, • 4 2 

droits,  ou  -,  ou  -,  et  comme  la  somme  des  /\  du  A ABC 
6 3 

A 2 4 

vaut  2,  on  aura  A + B = 2 — e ^ 4CB  est 

O O 

isocèle  à cause  des  rayons  AC,  BC  ; donc  les  /\  A,  B sont 

4 2 

égaux,  et  chacun  vaut  la  moitié  de  Ainsi,  A=B=- 


=C,  et  le  A ABC  est  de  plus  équilatéral.  On  en  conclut  que 
la  corde  AB  est  égale  au  rayon  AC.  Donc,  si  l’on  porte  sur 
la  circonférence  6 cordes  consécutives  égales  au  rayon , elle 
sera  divisée  en  6 parties  égales  en  A,  B,  I),  etc. 

L’arc  ABD  sera  le  tiers  de  la  circonférence.  Par  des  bis- 
sections,  on  divisera  en  12,  24,  etc.,  3.  2°  parties  égales. 

Remarque  1.  On  saura  donc  inscrire  et  circonscrire  les 
polygones  réguliers  de  3 , 6 , 12,  etc.,  3.2"  côtés. 

Remarque  2.  Le  côté  du  triamjle  équilatéral  inscrit  est  au 
rayon  du  cercle  : : PÜ  :1.  Soit  (fig.  115)  abc...  un  hexa- 
gone régulier  inscrit  ; ac  sera  le  côté  du  A-  équilatéral  in- 
scrit , et  si  l’on  tire  les  rayons  oa,  ob , oc,  la  figure  abco 
est  un  losange,  puisque  ab=ao  ; les  diagonales  ob , ac  se 
coupent  par  conséquent  à angle  droit  (1.  1,  p.  27).  Ainsi, 
dans  le  A rectangle  abk , on  a 


—2  —2  —2 
ab=ak+bk , 


—2  —2  —2 
multipliant  par  4...  4a6=4afc-t-444. 

—2  —2 
Mais  4 ak  est  le  carré  de  2 ak  ou  de  ac  ; 4 bk  est  le  carré 
de  2 bk  ou  de  bo  ou  de  ab; 


Donc. 


—2  —2  —2 
4 abz=ac+ab; 


* 
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—2  —2 

d’où  :j  ab—ac , 

puis  ac\ab  ; 1 3 1 1 

et  acIaé'.tp'S'l 

PROPOSITION  XXIX. 

Problème. — Fig.  116. 


Diviser  une  circonférence  en  5,  10,  20,  etc.,  parties 
égales;  puis  en  15,  30,  etc. 

Pour  diviser  une  circonférence  en  10  parties  égales, 

supposons  que  l’arc  AB  soit  de  la  circonférence  dont  C 

est  le  centre,  AC  le  rayon.  Tirez  la  corde  AB,  et  le  rayon 

1 4 2 . 

BO.  L’angle  C sera— -de  4 droits  ou  - , ou  _,  l’angle  droit 
10  *10  O 

étant  l’unité  ; par  suite,  les  angles  égaux  BAC,  ABC  valent 
2 8 4 

ensemble  2 ou  , et  chacun  vaudra  - ou  le  double  de 

5 5 5 

C.  Si  donc  on  divise  l’angle  ABC  en  deux  parties  égales  par 
une  droite  BD,’ chacune  des  moitiés  DBA,  DBC  sera  égale 
2 

à - ou  à l’angle  C.  Donc  1“  le  A ÜCB  sera  isocèle,  et  BD= 
5 

DC;  2“  le  A ABD  sera  semblable  à ABC,  vu  que  l’angle 
ABD— C,  et  que  l’angle  A est  commun  à ces  deux  A ; comme 
le  A ABC  est  isocèle,  ABD  le  sera,  et  AB=DB;  mais  DB= 
DC  ; donc  AB=DC. 

D’ailleurs  la  similitude  des  A ABC,  ABD,  donne  la  pro- 
portion : 

AC:  AB  : : AB  : AD, 
ou,  vu  queAB=DC, 

AC  : DC  : ; DC  : AD. 
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Ainsi,  pour  savoir  diviser  la  circonférence  en  10  parties 
égales,  il  suffit  de  savoir  diviser  une  droite  CA  en  deux 
segments,  dont  l’un  OC  soit  moyen  proportionnel  entre  la 
droite  entière  AC,  et  l’autre  segment  Al);  ce  qu’on  appelle 
diviser  la  droite  AC  en  moyenne  et  extrême  raison.  La  pr.  30 
enseigne  cette  construction . 

La  circonférence  étant  divisée  en  10,  le  sera  aussi  en  5,  et 
des  bissections  conduiront  à diviser  en  20,  40,  etc.,  5.  2" 
parties  égales. 

Pour  diviser  la  circonférence  en  15  parties  égales,  soit 
1 , 1 

toujours  l’arc  AB=— , et  prenons  I arc  AE=-  ; la  diflfé- 

11  5 3 2 1 

ronce  HL  sera — = — — — . 

fi  10  30  30  30  15 

De  là,  la  division  en  15,  30,  etc.,  3.  5.  2”. 

Remarque.  Par  suite,  on  saura  inscrire  et  circonscrire 
aussi  les  polygones  réguliers  de  5,  10,  etc. , 5.  2“  côtés,  et 
ceux  de  15,  30,  etc. , 3.  5.  2"  côtés. 

PROPOSITION  XXX. 

Problème.  — Fig.  117. 

Diviser  une  droite  AB  donnée  de  longueur , en  moyenne  et 
extrême  raison. 

A l’une  des  extrémités  B de  AB  élevez  à cette  droite  une 
perpendiculaire  BC  égale  à la  moitié  de  AB  ; du  point  C 
comme  centre  , et  du  rayon  CB  décrivez  une  circonférence  ; 
tirez  AC,  qui  coupe  la  circonférence  en  I);  prenez  AF  égal 
à Al)  : la  droite  AB  .sera  divisée  au  point  F de  la  manière 
demandée. 

F.n  effet,  AB,  qui  est  perpendiculaire  à l’extrémité  B du 
rayon  BC,  est  une  tangente  (1.2,  p.  6),  et  si  l’on  prolonge 
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AC  jusqu’à  la  circonférence  en  E,  on  aura  ( p.  27)  : 

ae:ab::ab:ad  ou  :af, 

de  là  AE— AB  ; AB  : : AB— AF  : AF. 

Mais  AB , étant  double  de  BC , sera  égal  à DE , qui  est 
aussi  double  de  BC  ; donc  AE — AB  est  la  même  chose  que 
AE — DE  ou  AD  ou  AF  ; en  second  lieu  AB — AF  est  la  même 
chose  que  FB  ; donc  la  proportion  précédente  devient 

af;ab::fb:af, 

et,  intervertissant,  AB;AF:*.  AF;FB. 

Par  conséquent,  le  plus  grand  segment  AF  est  moyen 
proportionnel  entre  le  plus  petit  FB  et  la  ligne  entière  AB. 


Remargue.  Comme  on  sait  diviser  la  circonférence  en  a parties  égales, 
oo  sait  aussi  diviser  la  moitié,  le  quart,  le  huitième,  etc.,  et  tous  leurs 
multiples,  en  3 parties  égales,  de  sorte  que  k et  n étant  deux,  nombres  en- 
tiers, et  C la  circonférence,  l'expression  générale  de  l'arc  que  l’on  sait, 

k.C 

d’après  cela,  diviser  en  3 parties  égales  est-^j-,  On  sait  aussi  diviser  ce 

même  arc  en  5 parties  égaies.  Enfin,  comme  on  sait  diviser  la  circonférence 
en  lâ  parties  égales,  on  saura  aussi  : 1°  diviser  en  3 parties  égales  le  5e.  le 

k.C 

10',  etc.,  et  tous  leurs  multiples , c’est-à-dire  l’arc  7^  ; 2°  diviser  en  à par- 


ties égales  le  tiers,  le  0e,  le  12',  et  leurs  multiples,  c’est-à-dire  l’arc 


k.  C 
3.2“* 


Chacune  de  ces  divisions  se  fait  au  moyen  d’un  nombre  déterminé  de  lignes 
droites  et  d’arcs  de  cercle  ; c’est  ce  qu’on  appelle  une  opération  géomé- 
trique, au  contraire  du  tâtonnement  qui  consiste  en  essais  successifs  dont 
on  ne  peut  fixer  le  nombre  à priori. 


Déf.  14.  Un  polygone  infinitésimal  est  un  polygone 
dont  les  côtés  sont  infiniment  petits.  ( Voyez  Jrithm 1.  3.) 


PROPOSITION  XXXI. 

Théorème.  — Fig.  118. 

Les  circonférences  des  cercles  sont  entre  elles  comme 
leurs  rayons , et,  par  suite,  comme  leurs  diamètres. 
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Aux  deux  circonférences  données,  circonscrivez  des  poly- 
gones réguliers  infinitésimaux  semblables  ; le  contour  de 
chacun  de  ces  polygones  diflére  infiniment  peu  de  la  circon- 
férence inscrite.  En  effet,  soit  AB  le  côté  d’un  polygone  ré- 
gulier circonscrit,  tirez  le  diamètre  BD,  le  rayon  AO,  et 
l’apothème  CO  ; le  contour  circonscrit  étant  plus  grand  que 
la  circonférence,  il  s’ensuit  que  CB  > arc  CB'.  D’un  autre 

côté,  CB  < arc  CB'  4-  BB',  d’où  CB  — arc  CB'  •<  BB'. 

—2 

Mais  la  tangente  CB  et  la  sécante  BD  donnent  CB=BB' 
XBD  (p.  27,  r.  1); 


—2  —2 

„ , , CB  CB  CB  . . 

d ou  BB  ou  < CB. — • j ainsi 

BD  DB  DB 

CB—  arc  CB'<CB.-^. 

DB 

Multipliant  cette  inégalité  par  le  double  du  nombre  des  cô- 
tés, et  nommant  P le  périmètre  du  polygone,  on  a 

„ CB 

P — arconf.  CO  <T  P — 

' DB 


Et  comme  le  rapport  —,  est  infiniment  petit,  la  différence 
entre  P et  le  cercfe  CO  l’est  aussi. 


Il  en  est  de  même  de  la  seconde  circonférence,  de  sorte  que 
dans  toute  relation  où  ces  circonférences  seront  combinées 
par  multiplication , etc. , on  pourra  les  remplacer  par  les 
contours  des  polygones,  et  réciproquement.  Or,  les  poly- 
gones infinitésimaux  étant  semblables,  leurs  contours  sont 
entre  eux  comme  les  apothèmes,  qui  sont  les  rayons  de 
nos  cercles.  Donc  les  circonférences  sont  aussi  comme  ces 
rayons. 

Remarque  l.On  voit  ici,  comme  dans  la  p.  3, 1.  3,  quel  est 
le  parti  que  nous  tirons  de  l’indétermination  du  nombre  des 
côtés  de  nos  polygones.  Nous  savons  circonscrire  à nos  cer- 
cles des  polygones  h côtés  aussi  nombreux  qu’on  veut,  et 
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par  suite  aussi  petits  qu’on  veut  par  rapport  aux  rayons  (ces 
rayons  jouent  donc  ici  le  rôle  de  finies  absolues,  de  même 
que  les  circonférences).  Il  suit  de  là  qu’on  peut  imaginer  des 
polygones  dont  les  contours  diffèrent  des  circonférences, 
aussi  peu  qu’on  voudra,  respectivement.  Ainsi  G,  G'  étant 
les  circonférences,  R,  R les  rayons,  P,  P’  les  contours  des 
polvgones,  on  peut  concevoir  ces  polygones  tels,  que  les 
P P'  , C G' 


rapports  égaux 


R 


7 diffèrent  respectivement  de  —,  —,  de 


quantités  moindres  que  telle  fraction  numérique  assignée  ; 

G G’ 

donc  il  est  prouvé  que  la  différence  de  - , est  moindre  que 

tout  nombre,  quelque  petit  qu’il  soit.  Par  conséquent,  cette 

différence  est  nulle  et  — = — .Ce  sont  encore  bien  là  nos 
R R 

principes  présentés  sous  forme  développée,  et  appliqués  au 
cas  particulier. 

Remarque  2.  Le  contour  du  polygone  régulier  infinité- 
simal inscrit  diffère  aussi  infiniment  peu  de  la  circonférence  ; 
car  soit  A’ B' un  côté  du  polygone,  OC'  son  apothème,  l’arc 
A'CB’  est  > A'  B'  ; d’où  arc  CB'  > G’  B'.  D’ailleurs, 

arc  CB'  <CC'  4-  G'B';  d’où  arc  CB'— G'B'<CC',  et 

-2  • 

2 CB* 

(vu que C'B’=CC'.  C'E  p.  22),  CC'  < 4- <C'B'.  — . 

\ ^ C-E  oc 

Multipliant  encore  par  le  double  du  nombre  des  côtés,  on 
aura 

G'B' 

Circonf.  — péritn.  inscrit  <[  périm.  inscrit  X — ; 

. G'B' 

mais  — — est  infiniment  petit;  donc,  etc. 

Remarque  3.  Nommons  G,  G'  deux  circonférences,  R, R' 
leurs  ravons;  on  aura  C;C':‘.R;R';:2R*  2 R',  ou  bien  Cl 
2R::c':2R'  ; ce  qui  prouve  que  le  rapport  d’une  circonfé- 
rence quelconque  à son  diamèlre  est  le  même  pour  toutes 


f 


Digitized  by  Google 


LIVRE  III. 


97 


les  circonférences  imaginables.  Désignons-le  par  u,  de  sorte 
que  C;  2R=ir;  d’oùC  = 2R  X 7t  = 27t.  R.  Il  s’ensuit  que 
pour  obtenir  la  longueur  d’une  circonférence , il  suffit  de 
multiplier  son  diamètre  2 R par  ir,  rapport  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre.  On  trouvera  plus  bas  un  moyen  de  cal- 
culer tt  par  approximation. 

Archimède  de  Syracuse  (mort  212  ans  av.  J.-C.)  a prouvé 

22  1 
que  7r  est  moindre  que  — ; mais  que  la  différence  est< . 

' 4*97 

Adrien  Métius,  géomètre  hollandais  du  dix-septième  siècle 

, , , . 3»5 

a donné  pour  ir  la  valeur  — — , qui  est  en  excès  ; l’erreur 

113 


est.<  3 : 1 07 . Ludolphe  de  Cologne  l’a  calculé  avec  14  dé- 
cimales, et  Véga,  géomètre  autrichien,  mort  dans  le 
siècle  actuel,  a poussé  le  calcul  jusqu’à  la  140°  décimale 
On  a ir=  3,141592653589793 -I- ...  Du  reste,  Legendre 
a prouvé  que  ce  nombre  et  son  carré  sont  incommensura- 
bles. Jusqu’ici  on  ne  connaît  point  de  construction  rigoureuse 
pour  déterminer  une  droite  égale  en  longueur  à une  circon- 
férence dont  le  rayon  est  donné. 


PROPOSITION  XXXII. 


Problème.  — Fig.  119. 


Étant  donnés  le  rayon  R et  l’apothème  r d'un  polygone 
régulier,  trouver  le  rayon  R,  et  l’apothème  r,  d’un  polygone 
régulier  de  méfnc  périmètre  et  d’un  nombre  de  côtés  double. 

Soit  AB  un  côté  du  polygone  régulier  donné,  O son  cen- 
tre; OA  sera  le  rayon  R,  OC  perpendiculaire  à AB  sera  l’a- 
pothème r,  et  AOB  sera  l’angle  au  centre.  Le  second  poly- 
gone ayant  deux  fois  autant  de  côtés  que  le  premier,  son 
angle  au  centre  sera  moitié  de  AOB;  comme  il  a d’ailleurs 


3027 

* Les  Indous,  au  12*  siècle,  connaissaient  le  rapport  —"^—3,1410, eiact 
ii  moins  de  1 cant-millié  me. 
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TTiême  périmètre  que  le  premier,  son  côté  sera  moitié  de 
AB.  Or,  si  l’on  prolonge  l’apothème  COjusqu’à  la  circonfé- 
rence en  E,  qu’on  joigne  AH,  BE,  l’angle  inscrit  AEB  sera 
la  moitié  de  l’angle  au  centre  AOB,  qui  intercepte  le  même 
arc  (I.  2,  p.  9).  L'angle  AEB  est  donc  l’angle  au  centre 
du  polygone  cherché.  De  plus,  si  du  centre  O on  mène  une 
perpendiculaire  à la  corde  AE,  le  point  de  rencontre  F sera 
le  milieu  de  cette  corde  (1.  2,  p.  3);  menons  donc  du  point 
F la  droite  FG  parallèle  à AB  jusqu’à  la  rencontre  de  BE; 
les  A semblables  ABE,  EFG  donneront  (p.  12,  3°)  AE; 
FE:îAB:FG.  Comme  FE  est  la  moitié  de  AE,  FG  sera  la 
moitié  de  AB  ; FG  est  donc  le  côté  du  polygone  cherché;  et 
attendu  que  FEG  en  est  l’angle  au  centre,  et  què  le  A FEG 
est  isocèle,  on  peut  regarder  E comme  le  centre  de  ce  poly- 
gone, FE  comme  le  rayon  B,,  et  HE  comme  l’apothème  r, . 

Cela  posé,  les  parallèles  FG,  AB  donnent  (p.  5)  HE; CE  ; 
FE;AE  ou  : 1 1 ; 2,  puisque  AE  est  double  deFE.  DoncHE= 

\ y ( W 

- CE  ; mais  CE=CO-|-OE=:r4-i{;  donc  1IE  ou  r.= . 

2 2 

En  outre,  dans  le  triangle  rectangle  OFE,  le  côté  FE  de 
l’angle  droit  est  moyen  proportionnel  entre  i’hypothénuse 
OE,  et  le  segment  adjacent  HE  (p.  21, 2°),  c’est-à-dire  que 

oe;fe::fe;he,  ou  R:R, 

, d’où  Ü,=F  R.  rt. 

Ainsi  r,  et  /î,  sont  connus. 

Corollaire.  La  différence  K , — r,  est  moindre  que  le  quart 
.de  la  différence  K — r.  » 

En  effet,  on  a Rl2=Rrl  ; donc 

Rt2-rf2=Rrt-rt* 

ou  (Alg.)  (Rt — r,)  {R,  4-r,)  = r,  (R— r,)* 

de  là 

* 1 T 

Hais  Rt  >r,  ; donc  Rt+rt  >2r,  et->  _-‘ — ; 

2 
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par  suite 

P 


D’un  autre  côté  R — r,=R- 


K,—r,  <-{R—rt). 

R+r  2 R-R- 


R—r 


Donc  enfin 


Rt—rt  <-  (ü— r). 


PBOPOSITION  XXXIII. 


Problème. 


Fig.  12». 


Calculer  la  valeur  approchée  du  rapport  de  lu  circonfé- 
rence au  diamètre. 

A cet  effet,  nous  allons  calculer  le  rayon  d’une  circonfé- 
rence dont  nous  nous  donnerons  la  longueur,  puis  nous  di- 
viserons la  circonférence  par  le  diamètre,  et  le  quotient  sera 
le  nombre  désigné  par  t.  (p.  31,  r.  3). 

Or,  la  circonférence  circonscrite  à un  polygone  régulier 
est  plus  grande  que  le  périmètre  du  polygone,  tandis  que  la 
circonférence  inscrite  est  moindre  que  ce  môme  périmètre; 
la  circonférence  qui  serait  de  môme  longueur  que  ce  péri- 
mètre est  donc  comprise  entre  ces  deux  premières  circonfé- 
rences; et  puisque  les  circonférences  sont  proportionnelles 
à leurs  rayons,  on  conclura  que  le  rayon  de  cette  troisième 
circonférence  est  compris  entre  les  rayons  des  deux  premiè- 
res, c’est-à-dire  entre  le  rayon  et  l'apothème  du  polygone. 

Actuellement , prenons  un  carré  dont  le  côté  soit  une 
unité  de  longueur;  le  périmètre  sera  4;  cherchons  le  rayon 
du  cercle  dont  la  circonférence  a môme  longueur  que  le  pé- 
rimètre du  carré.  Le  centre  de  ce  carré  est  à l’intersection  O 
de  ses  diagonales;  le  rayon  sera  donc  AO,  moitié  de  la  dia- 
gonale , et  l'apothème  sera  la  perpendiculaire  01  abaissée 
du  centre  0 sur  un  côté  AB.  01  est  moitié  de  III  ou  BC 
1 

qui  est  1 ; donc  01=-.  Quant  à AO,  c’est  la  moitié  de  |a 
2 

diagonale  ; or  (p.  2(i,  c.  2),  le  côté  étant  1,  la  diagonale 
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est  1^2;  donc  A0=-|/2=  rayon  c®1^6  tso- 

périmètre  avec  le  carré  est  donc  compris  entre  --  et 

2 2 

Mais  si  dans  les  formules  du  problème  précédent  on  rem- 
place  r par  -,  et  j?  par  f/ 1,  on  aura  pour  r,  et  R,  l’apothème 

Jé  M 


et  le  rayon  de  l’octogone  régulier  isopérimètre;  r,  et  R, 
différeront  moins  que  r et  R,  et  le  rayon  de  la  circonfé- 
rence est  encore  compris  entre  ces  lignes  r,  et  Rt.  Au 
moyen  de  l’octogone,  on  trouvera  le  rayon  et  l’apothème  du 
polygone  régulier  de  16  côtés;  on  continuera  ainsi,  et  l’on 
trouvera  que  le  rayon  et  l’apothème  du  polygone  régulier 
de  16384  côtés  sont  tous  les  deux’,  jusqu’à  la  septième  déci- 
male, représentés  par  0,6366196;  par  conséquent,  le  rayon 
de  la  circonférence  isopérimètre,  lequel  est  compris  entre 
ces  deux  lignes,  est  aussi,  au  septième  ordre  près,  égal  à ce 
nombre.  On  divisera  donc  la  circonférence  4 par  le  double  de 
ce  nombre,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  divisera  2 par  ce 
nombre  0,6366196,  et  l’on  trouvera  tt=3,  14159-)-,  etc. 

Remarque  1 . Voilà  donc  la  circonférence  comparée  aussi 
à la  droite  quant  à la  longueur. 

Remarque  2.  Prenons  les  nombres  0 et  1 ; l’apothème  du 
carré  est  un  moyen  arithmétique  entre  0 et  1 ; le  rayon 

du  carré,  c’est-à-dire  |/i,  est  un  moyen  géométrique  en- 

1 , - 

tre  1,  et  -.  Donc  on  peut  écrire 


0+1 


r=ÿ7a 


r+/f 


Rt—V r,  .R , etc. 


Par  conséquent,  si  l’on  considère  une  série  de  nombres 
dont  les  deux  premiers  sont  0 et  1 , et  dont  les  suivants  sont 
alternativement  moyens  arithmétiques  et  moyens  géométri- 
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ques,  chacun  entre  les  deux  précédents,  ces  nombres  con- 
vergent indéfiniment  vers  le  rayon  de  la  circonférence  b. 

Remarque  3.  Trois  questions  se  présentent  ici  : 1°  pour  avoir  « avec  une 
approximation  déterminée, jusqu'à  quel  degré  d'approximation  faut-il  calcu- 
ler le  rayon  du  cercle, rayon  que  nous  désignerons  par  P?  2°  combien  faut-il 
calculer  de  rayons  r, , if, , r,,  etc.,  pour  avoir  t avec  cette  approxima- 
tion-là ? 3°  enfin,  avec  quelle  approximation  faut-il  en  conséquence  calculer 
les  premiers  rayons  et  apothèmes? 

1°  Soit  a la  valeur  approchée  de  f,  p la  différence,  on  aura 
t — a-hf. 

2 2 2 

La  valeur  exacte  de  * est  - ou , celle  que  l’on  calcule  est  l’erreur 

p a-4-fs  a 

2 2 2p  2a 

est  donc — r,  quantité  moindre  que  —■  Le  premier  apo- 

a a-t-p  a (a-t-p)  a' 

thème  r est  - ou  0,6;  le  quatrième  , ainsi  que  tous  les  suivants,  est  plus 

grand  que  0,636,  comme  le  calcul  le  montre;  donc  l’erreur  est  à fortiori 


moindre  que 


_2?_ 

0,636“ 


, par  conséquent  moindre  que  5p.  Telle  serait  la  limite 

2 


de  l’approximation  si  l’on  prenait  exactement  mais  on  réduit  cette 

quantité  en  décimales,  et  pour  être  certain  du  sens  de  l’approximation, 

2 

on  doit  la  calculer  en  plus,  de  même  que  - est  déjà  approché  en  plus; 


soit  q le  quotient  - jusqu'à  un  certain  ordre  décimal,  p’  la  partie  négligée, 

2 2 

■de  sorte  que  — p’;  on  a *<5p, 

a a 

ou  q — p’ — *<5p  et  q— *<5p-t-p’. 

Si  l’on  calcule  t à moins  de  de  sorte  que  -•  H est  inutile  de 

pousser  le  calcul  de  q plus  loin  qu’à  l’ordre  T.  Admettons  que  p'  soit  aussi 
1 6 

moindre  que  —,  il  s ensuit  que  q— * sera  <— • Si  avec  cela  I®  dernier 
chiffre  de  q est  égal  ou  supérieur  à 6,  on  pourra  le  supprimer,  et  on  aura 
* à moins  de  — ; car  si  l’on  a,  par  exemple,  q — 3,14159267  à près, 


6 6 

on  aura  q— *<—,  «>?  — — ou  >3,14159261  et  *<3,14159267;  ainsi, 
10“  10" 

à fortiori  *>3,1415926  et  <3,1415927...  : donc  les  sept  premières  déci- 
males sont  bonnes  et  le  résultat  est  approché  en  moins.  Mais  si  le  dernier 
chiffre  était  moindre  que  6,  on  n’aurait  que  r—2  bons  chiffres.  En  effet, 
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supposons  que  l’on  ait  ,—  9 et  ?=■  3,141592664,  il  viendra  .<3,141592654 
et  *>3,141692048;  et  tout  ce  qu’on  peut  conclure,  c’est  «<3,14159266  et 
>3,14159264,  ou,  en  négligeant  encore  un  chiffre,  *<3,1415927  et 
>3,1415926.  Si  donc  on  tient  à ce  que  tous  les  chiffres  conservés  soient 

bons,  on  voit  que  ? étant  calculé  à moins  de  * aura  r—  1,  ou  au  moins 

r*~2  bons  chiffres,  sauf  le  cas  où  le  chiffre  de  rang  7 étant  < 6,  celui  de 

rang  i — 1 serait  un  zéro.  Car  si  l’on  a,  je  suppose,  à — - prés,  un  nombre 

m<  1,40004;  on  aura  w>  1,39998;  on  aurait  bien  m>  1,399,  mais  on  ne 
saurait  conclure  wi<  1,490.  Dans  ce  cas  il  faut  pousser  le  calcul  au  moins 
jusqu  au  second  chiffre  à la  suite  du  dernier  zéro.  Un  premier  point  établi, 

c’est  donc  qu  en  calculant  f à moins  de  — , on  est  généralement  certain  d’a- 

, « 
voir  « avec  T — 2 bons  chiffres  décimaux.  Si  l’on  calcule  le  quotient  en  plus 

a 

à moins  de  —,  selon  que  le  dernier  chiffre  sera  ou  ne  sera  pas  plus  grand 

que  5,  on  conservera,  dans  le  premier  cas,  le  chiffre  de  rang  T— 1 , dans  le 
second  seulement  celui  de  rang  j — 2,  et  on  aura  * en  moins. 

2°  Reste  à trouver  f à moins  de  Supposons  que  l’on  prenne  un  apo- 
thème r„  tel  que  ? =rn-+-a,  « étant  uneèpelile  fraction,  et  que  l’on  calcule 
rn  à moins  d’une  aulre  fraction  soit  a la  valeur  calculée,  de  façbn  que 

rn-=o-Ha',  d’où  P=a-hx-W;  il  faudra  que  «-+•«'  soit  moindre  que  con- 
dition que  l’on  peut  remplir  de  bien  des  manières.  Pour  rester  dans  les 
fractions  décimales,  on  n’a  qu’à  supposer  «.  ainsi  que  <yy^— , et  i’oiu 

aura  «H-a'  < y - ■ Mais  a ou  g — rn  est  < Rn — ro  ; il  suffit  donc  de  poser  d’a- 
bord Rn—m  <yyj^rj71 . puis  de  calculer  ta  valeur  de  r0  aussi  à moins  de 

ï£h*  Or/f,-r,<^-r; 


de  même 
et  ep  généra) 


„ R\ — ri  A’—  r 

«a-r,<— — < — 


Rn—rn  < - 


. R — r 
4“  ’ 


Comme  r«*0,5,  que  Æ = — el  = 1.42  — etc., 

1 0,21 
on  a R—  r<-(l,42— 1)<0,21,  el  Rn- rn<  — . 

0.21  5 , . 21 

On  posera  donc  -^-< — — ou  4°  > — lOr-' , 
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puis 


T— l-f-log.21— log.  5 ^ .—0,375 

log.  4 ’ ” 0,602 


Si  l’on  pose  ; — 2-=*,  on  saura  <|uc  pour  avoir  * avec  * chiffres  décimaux 
exacts,  il  suffît  d’aller  jusqu’à  rn,  n étant  déterminé  par  la  formule 

*-t-l,625 


»>- 


0,6(12  ' 


S 


puisque  y^k-h 2.  On  calculera  la  valeur  de  rn  à moins  de  a en 


3°  Voyons  enfin  ce  qu’il  faut  faire  pour  avoir  rn  à moins  de  — k~ a.  Soient 

en  général  6„,  B„  des  valeurs  approchées  de  r„ , R„  j e„,  E„  les  erreurs;  on 

aura  rn=ê„-l-en,  Rn=Bn-t-E„.  l'ar  suite  r=i- t-e , r,=6,-t-C|,  etc.,  B-— 
B-t-E,  etc.  (I)  . 


En  vertu  des  formules  trouvées  (p.  32),  on  a r,  ou  4,+ei-  - - ■ 


6-t-e-f-B-a-E  ô-l-B  e-(-E 
2 ="~ 2 h 2 " 


(2) 


Supposons  que  tous  les  calculs  se  fassent  à moins  de  t étant  à dé- 
terminer plus  tard.  Si  B-t-6  est  terminé  par  un  chiffre  impair  en  divisant 
par  2,  on  négligera  la  demi-unité  de  l’ordre  4,  et  l’on  aura  sur  r,  une  erreur 

11  1 
ei<C  — — h2'ïÔs'  ■A,l*l,leltons  ffu®  a-  E s°ienl  rapportés  à --p,  on  pourra 


écrire  e,  < 


e-+-E-+-l 


(3) 


D’un  autre  côté  on  a lî|,‘=r,R=r,B-t-r,K,  d’apres  (1),  et  encore  =Ô,IM- 

«iB-+-r,E.  (4) 

Or, on  prend  pour  valeur  de  B,  la  racine  carrée  de  A,  Il  à c'est  celle 

racine  qui  est  désignée  par  B,;  désignons  l’erreur  par  F,’;  on  a t/é^B=B,  . 

-+-E’.  La  formule  (4)  devient 

R,s — A,B  ou  n,s—  e.B+r.Ej 

. ,,  fl,B-f-r,K  . e,n-t-f,E 

d’OÙ  B,— V^A,B  ou  B,-I-Ei— (B,-(-E)«- -?=, < TP=~! 

R.-l-t/ô.B  2V/A.B 

de  la,  et  vu  que  E'  est  < une  unité  de  l'ordre  4, 

e,R+r,E 


E,  <!-+-■ 


2l/î^' 


(5) 


Les  formules  (3)  et  (5)  serviront  à calculer  les  limites  des  erreurs;  on 
pourra  y augmenter  successivement  tous  les  indices  de  1,2,3  ...  Comme 
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les  valeurs  exactes  de  R,  r, , etc.,  ne  sont  pas  connues,  on  emploiera 
des  valeurs  excédantes  pour  le  numérateur , des  valeurs  déficientes  pour 
le  dénominateur,  ün  calcul  préliminaire  montre  que  l’on  a 

R est  entre  0,70  et  0,71, 
r,  entre  0,60  et  0,61,  R,  0,65  0,66, 

r,  0,62  0,63,  Ra  0,6+  0,65;  r,  et  R,,  par  suite  r, , 

R»;  etc.,  sont  entre  0,63  et  0,64;  V é,B  tombe  entre  les  mêmes  limites.  Avec 
ces  limites  on  trouve 


®“0»  E<1,  e,<l.  E|  <2,02 

«.<2,01,  Ej<3,05,  e,<3,03,  E,<4,12. 

A partir  de  là,  eu  égard  à ce  qu’on  vient  de  dire  pour  r,,  R, , on  aura 

*.<I+(«<4*J  h-Îî^5î.3î.  d’ailleurs», 


Représentons  par  y„,  Yn  des  limites  supérieures  de  e„,  En,  et  posons 
32 

remplaçant  E,,  E,,  «„  e,  par  Y„  Y,,  etc.,  nous  pourrons  poser 


2y,-y,-+-Ys-t-it  Y,~c(y,-t-Y,)-t-l 

2ya“,ît4-t-Y,-t-l>  elc.ii 


De  là 

et  par  substitution 
Ensuite 

Si  donc  on  prend 


Y*=2y«—  Vi— 1. 

Y,  = itey, — cy,-t-l — c 
2y»  = y.(3e-*-l)  — cy,  + 2— c 
2y»  — V«(3c-t-  l)-t-2— c 


on  augmentera  y, , y,,  etc. 


(6) 


Eu  égard  à c=  — , cette  relation  (6)  devient 

bo 

53  47 

(7) 

On  s'assure  facilement  que,  appliquée  à yt,  y.,  cette  relation  donne  des 
valeurs  trop  petites;  mais  elle  convient  à y,,  y,,  etc. 

_ . 53  47  , 

Posant  pour  un  instant  — =,y,—  -=A,  (8) 

42  63 


nous  aurons  donc  la  série  d’équations 

y»“  9!/.-+-  A 
yr  — ÿÿs- 1- A 
y»  — yy«-t-  a 

* etc. 


• Ce  sont  des  équations  aux  différences  gnies.  On  a intégré  ici  par  des  méthodes  élé- 
mentaires ; le  calcul  n’csl  pat  plus  compliqué  que  par  les  méthodes  supérieures. 
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gn— i =gya—t-hh 
y»  “ gyn—i  -+-  A. 

Multipliant,  en  remontant,  ces  équations  , respectivement  par  g0,  g',  g*,.. . 
g»-»,  et  ajoutant,  on  trouve 

yn~gn-*y«-t-A(g°-t-g1-t-g*-i-etc.  -t-g»-») 

■°g°-îy«-t-A.g— ■ g»-»  L.+ -A_  j i- 

g— 1-  V g— 1/  g— 1 

Mais  y»,  ou  la  limite  de  et,  vaut  2,01,  et  l’on  a 


(9) 


53  A 47  /53  \ 47.42  94 

g”42’ÿ— 1_63  \42_  J”ll.63,"33<8’9; 


Donc 


yn<gn_s  ( <(^)  *>91  en  rétablissant  le  facteur  (lu) 


Et  il  suffit  que  ce  nombre  soit  <■ 


lOM-s 


Ainsi 

d’où 


/53\ n— 8 1 

(«)  *9I’îô* 


<; 


10*  10M-3 


k /53\n-*4,91  /53\n~* 

-T' "U)  °’98î 


53 


et  par  logarithmes  *— A— 3>  (n— 2)  l.  — t-Z.0,982 

42 

*>A-+-3-+-  (n— 2)  0.0929—0,008 
slOOOA+1625 


(H) 


d’ailleurs 


n>- 


602 


Supposons  qu’on  veuille  obtenir  * à moins  de  — : 

108 

9625  * • 

on  fera  A — 8 , n>  — — on  prendra  donc  n = 17; 

“ 602 

et  (10)  donne  S>  ll-t-15.  0,0929—  0,008  = 12,3855. 

Ainsi  î=  13. 

On  calculera  donc  r,  R,  r«,  Ri,  etc.,  jusqu'à  ru  (Ru  est  inutile). 

Toutes  ces  valeurs  seront  calculées  avec  13  décimales  en  moins  : chaque 
division  par  2,  chaque  racine  carrée,  sera  poussée  jusque-là. 

On  obtiendra  ainsi  la  valeur  de  ru  avec  13  décimales,  mais  approchée  à 

5 2 

— près  en  moins,  et  même  à moins  de  - — , comme  le  prouve  la  for- 
mule 10:  cette  valeur  sera  celle  de  t à près,  également  en  moins  : c’est 
celle  même  valeur  encore  que  nous  avons  nommée  a. 
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On  divisera  S par  a,  et  on  prendra  10  chiffres  après  la  virgule,  en  calcu- 
lant le  quotient  en  plus.  Si  le  10e  chiffre  est  >5,  on  le  supprime  et  on  a * 

à - — près  en  moins:  sinon  on  supprime  les  deux  derniers  et  on  a * it  — - 
10»  10* 

près  en  moins,  sauf  le  cas  où  l’avant-dernier  serait  un  zéro;  alors  la  partie, 
supprimée  serait  moindre  que  et  il  faudrait  aller  jusqu'au  second  chiffre 
significatif  après  le  zéro. 

Du  reste,  pour  tirer  tout  le  parti  possible  de  ce  calcul,  remarquons 

, 1 3 2, 

que  p tombe  entre  a et  par  suite,  « est  entre-  et — ; onn  a 

1010  a 1 

(H - 

10' 

qu’à  calculer  ces  quotients,  et  s’ils  ont  plus  de  8 chiffres  communs,  ces  chif- 
fres seront  lions.  Quant  aux  simplifications  dont  ces  calculs  sont  suscepti- 
bles, voyez  une  note  à la  lin  de  la  Géométrie. 


PROPOSITION  XXXIV. 


Problème.  — Fig.  121. 


Construire  une  droite  dont  la  longueur  soit  à moins  de  0,0001  du  dia- 
mètre, égale  à celle  de  la  circonférence. 

Menez  deux  diamètres  perpendiculaires  AB,  CD;  portez  le  rayon  de  C en  E, 
ce  qui  donne  un  arc  CE  égal  au  sixième  de  la  circonférence;  tirezOE  jusqu’à  la 
rencontredc  la  tangente  menée  au  point  A;  soit  E le  point  derencontre.TirezBG 
langent  en  B,  et  prenez  BG=3  AO  ; la  distance  FG  sera  égalé  à la  demi-circon- 
férence AO, à moins  deO.OOOldu  rayon.  En  effet,  menez  EK  perpendiculaire  à 

AO;  puisque  EC=  * de  circonférence  AO,  on  a AE  — ; donc  AE-+- 

G t b lÿ 

AK*»-,  et  corde  EK  = rayon  (p.  28),  et  EL—  i,  en  prenant  le  rayon  pour 
0 2 

unité.  I’ar  suite  le  4 rectangle  ELO  donne  LO  = V EO4 — EL4  — * — j 

fa  1 

/-  =-  t/  a,  et  à cause  des  4 semblables  ELO,  FAO,  on  a AF:EL::AO 
4 i 


■v\ 


: LO;  d’où  AF- 


V/3 


. Cela  posé,  menant  FH  perpen- 


y' GH4  -+■  Fil4  ; mais  G11  - GB  — AF  = 8 — 

* t/FÇT^i/*3  + 3 - * |/i- 

Effectuant  le  calcul,  on  trouve  3,1415  -t- valeur  exacte  à moins  de  un 

dix-millième  du  rayon. 


diculaire  à BG  , on  a FG  = 
1/1 

— , FH  - 2;  donc  FG 
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LES  TRANSVERSALES. 


PROPOSITION  I. 

Théorème.  — Fig.  122. 

Toute  transversale  A'C’  qui  rencontre  les  trois  côtés  d'un  s y détermine 
six  segments  tels,  que  le  produit  de  trois  île  ces  segments  non  consécutifs 
est  constant,  de  sorte  que 

AC'.  BA'.  CB'=BC\  CA'.  AB';  et  réciproquement. 

1°  Par  le  point  A menez  AD  parallèle  à la  transversale  jusqu’au  côté  op- 
posé en  D.  A cause  des  parallèles  AD,  A'C',  on  a 

A'B:A'D:tBC':AC' 
et  A'Ü:A'C::AB':CB’ 
d’où  A B.  AC'— A'P,  BC' 

A D.  B'C— A'C.  AB 

Multipliant  ces  égalités  membre  à membre,  et  supprimant  le  facteur  A'D  • 
commun  aux  deux  membres  du  résultat,  on  a • 

AC'.  BA'.  CB'-BC'.  CA'.  AB'. 

2°  Réciproquement,  si  trois  points  pris  en  nombre  pair  sur  les  côtés 
d’un  4 et  en  nombre  impair  sur  leurs  prolongements  déterminent  sur  ces 
mêmes  côtés  six  segments,  dont  trois,  non  consécutifs,  forment  un  pro- 
duit constant,  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite. 

Supposons  qu’on  ait  AC'.  BA'.  CB= BC'.  CA'.  AB'.  Si  le  point  A'  n’est  pas 
eu  ligne  droite  avec  B'  et  C',  supposons  que  A"  le  soit.  Ou  aurait  aussi 
AC'.  BA*.  CB  — BC'.  CA'.  AB';  divisant  ces  deux  égalités  membre  à mem- 
BA*  CA' 

bre,  on  a — — = — — , égalité  impossible , le  point  A’,  qui  est  supposé!  en 
m BA  CA 

ligne  droite  avec  B'  et  C',  étant  nécessairement  sur  le  côté  BC. lui-mème 
et  non  sur  son  prolongement. 
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Corollaire. — Fie.  183.  Si  la  transversale  A'C  fait  avec  AB  et  AC  des  an- 
gles égaux  AB'C',  AC'B',  le  a isocèle  AB'C'  donnera  AB'=AC';  la  relation 
entre  les  segments  est 

AB'.  CA'.  BC’— AC.BA'.  CB'; 
supprimant  les  facteurs  égaux  AB',  AC',  il  vient 
. CA'.  BC'-BA'.  CB', 

ou  BA':CA'::BC':CB’. 

Si  on  suppose  que  A'C'  se  confonde  avec  sa  parallèle  AD,  celle  propor- 
tion devient  BD  : DC  : : BA  : AC. 

Or,  dans  ce  cas,  les  angles  BAD,  DAC,  égaux  aux  angles  égaux  en  B'  et 
C sont  égaux.  Donc 

La  bissectrice  AD  d’un  angle  BAC  d’un  a divise  le  côté  opposé  BC  en 
segments  additifs  proportionnels  aux  côtés  adjacents.  — Cette  droite  AD 
est  d’ailleurs  évidemment  la  seule  qui,  menée  de  A,  détermine  de  pareils 
segments  sur  BC,  d’où  il  suit  que  la  réciproque  est  vraie. 

On  reconnaît  de  même  que  AE,  bissectrice  de  l’angle  extérieur  CAC', 
détermine  sur  BC  prolongé  deux  segments  soustractifs  BE,  CE,  proportion- 
nels aux  côtés  adjacents  AB,  AC,  et  réciproquement. 

Ces  propriétés  se  démontrent  du  reste  fort  simplement,  d’une  manière 
indépendante,  et  par  la  construction  même  employée  pour  la  pr.  1. 

Remarquer,  que  la  droite  BC  est  divisée  additivement  en  D,  et  soustracli- 
Vement  en  E,  dans  le  même  rapport.  C’est  ce  qu’on  appelle  la  division  har- 
monique. 

PROPOSITION  II. 

Théorème.  — Fig.  124  et  125. 

• Les  droites  AO,  BO,  CO,  qui  joignent  les  trois  sommets  d'un  a ABC  à 
• un  même  point  0 du  plan  de  ce  triangle,  déterminent  sur  les  côtés,  ou  sur 
leurs  prolongements  , six  segments  dont  trois , non  consécutifs,  forment 
un  produit  constant,  et  réciproquement. 

1°  En  effet,  dans  le  a A A'C  la  transversale  BB’  donne  (p.  1) 

AB'.  CB.  A'O—CB'.  BA'.  AO. 

Dans  le  a AA'B  la  transversale  CC'  donne  de  même  * 

CA'.  BC'.  AO-=CB.  AC'.  A'O. 

Multipliant  ces  deux  égalités  membre  à membre,  et  supprimant  de  part  et 
d’autre  les  facteurs  communs  CB,  A'O,  AO,  on  a 

AB’.  CA'.  BC'=CB'.  BA'.  AC'. 

8"  Réciproquement  si  trois  points  pris  en  nombre  impair  sur  les  côtés 
d’un  à et  en  nombre  pair  sur  leurs  prolongements , y déterminent  six 
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segments  qui  jouissent  delà  propriété  précédente,  les  droites  qui  joignent 
ces  points  aux  sommets  opposés  se  coupent  toutes  les  trois  en  un  même 
point. 

Cette  réciproque  se  démontre  à peu  près  comme  celle  de  la  proposition  I , 
en  supposant  que  la  droite  AA'  ne  passe  pas  à l’intersection  des  deux 

autres. 

Corollaire  I. — Fig.  126.  Les  trois  hauteurs  d’un  4 se  coupent  au  mime 
point.  Soient  AA',  BB',  CC'  ces  trois  hauteurs;  les  deux  4 rectangles  ABA’, 
BCC'  ont  l’angle  en  B commun , sont  semblables  et  donnent 

BA'  BA 
BC'”BC 

Los  4 BAB',  CAC'  donneut  aussi 

AC'_AC 

AB'  BA 

Enfin,  les  4 AC.V,  BCB'  donnent 

CB|  CB 
CÂ'“ÂC 

Multipliant  ces  trois  égalités  membre  à membre,  on  trouve 

BA'  AC'  CB' 

v x =.  1 

BC'  AB'  CA' 

ou  BA'xAC'xCB'=BC  xAB’xCA'. 

Comme  d’ailleurs  les  trois  points  A',  B',  C'  sont  nécessairement  en  nombre 
impair  sur  les  côtés  et  en  nombre  pair  sur  leurs  prolongements,  il  s’ensuit 
que  AA',  BB’,  CC'  se  coupent  en  un  point. 

Corollaire  2.  — Fig.  127.  Les  trois  droites  qui  joignent  les  sommets 
d’un  4 aux  points  où  les  côtés  opposés  sont  touchés  par  l’un  quelconque 
des  quatre  cercles  tangents  aux  trois  côtés,  se  coupent  au  même  point. 
Car,  soient  A',  B',  C'  les  points  de  contact  de  l’un  de  ces  cercles;  on  aura 
BA'=BC',  AC— AB',  CB'-CA',  d’où  BA'.  AC’.  CB  =BC'.  AB'.  CA',  ce  qui 
prouve  que  les  trois  droites  AA',  BB',  CC'  se  coupent  en  un  point.  Même 
raisonnement  pour  les  trois  autres  cercles. 

Corollaire  3.  — Fig.  128.  Si  ion  mène  à volonté  une  parallèle  C'  B à 
un  côté  BC  d’un  4 ABC,  et  qu'on  joigne  les  extrémités  de  ce  côté  aux  points 
C’,  B'  déterminés  sur  tes  côtés  opposés  ou  sur  leurs  prolongements , les 
droites  ainsi  tracées  se  couperont  sur  celle  qui  joint  le  sommet  A au 
milieu  A'  de  ce  même  côté  BC.  , 

En  effet,  puisque  B'C'  est  parallèle  à BC,  on  a 
AB':BC::AC':CB, 
d’où  AB'xCB-BCxAC'. 
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D’ailleurs  ’ CA'-=BA'.  * 

Multipliant.,  on  a AB'xCBxCA'^B'Cx AC'xBA'. 

Et  les  trois  droites  AA',  BB',  CC1,  se  coupent  en  un  |>oint. 

Si  le  point  B'  est  pris  au  milieu  de  AC,  le  point  C'  sera  aussi  le  milieu  de 
AB,  et  par  conséquent  les  droites  qui  joignent  les  sommets  d'un  a aux 
milieux  des  cdtis  opposés,  se  coupent  en  un  point. 

Ces  droites  se  nomment  les  médianes  du  a. 

Dbf.  1.  — Si  trois  centres  de  similitude  sont  sur  une  droite,  cette  droite 
se  nomme  axe  de  similitude  directe,  ou  inverse,  selon  que  les  centres  Se 
rappnrleul  tous  à la  similitude  directe  .ou  non. 

PROPOSITION  III. 

• Théorème.  — Fig.  129. 

Trois  figures  inégales  mais  semblables , et  deux  à deux,  semblablement 
pincées,  ont  un  axe  de  similitude. 

1“  Soient  AB,  A 'B',  A'B'  trois  dimensions  homologues,  parallèles  et  de 
même  sens;  si  l’on  joint  AA',  BB',  l’intersection  O'  de  ces  droites  sera 
un  centre  de  similitude  .directe  ; on  trouvera  de  même  les  deux  autres  O,  0‘. 

Les  a semblables  ABO',  A'B'O'  donnent  la  proportion 
AO'  AB 

Â7Ô’  “vb- 

de  même  AO'B,  A'O'B'  donnent  ^-^-=.^-5- 

AO'  AB 

..  . „ A'O  A'B’ 

enbn  de  A'OB'.A'OB’  on  lire  — — — — — . 

A’O  A'B' 

Si  on  multiplie  ces  trois  égalités  membre  à membre,  le  produit  des  seconds 
membres  se  réduit  à 1,  et  l’on  a v> 

, Atr  £0'  £0 

A'O'"  AO’’  A'o” 

ou  AO’.  A'O'.  A'0=A'0*.  AO'.  A'O. 

Ainsi,  dans  le  a A A'A',  les  trois  points  O,  0',  0',  situés  sur  les  prolonge- 
ments des  côtés,  y déterminent  six  segments  tels  que  le  produit  de  trois 
segments  non  consécutifs  est  égal  au  produit  des  trois  autres.  Donc  0,  0‘,  * 

O'  sont  en  ligne  droite  (p.  1). 

2°  Dans  le  cas  de  la  ligure  130,  0,  O’  sont  des  centres  de  similitude  in- 
verse situés  par  conséquent  sur.  les  côtés  mêmes  du  triangle  AA’A’;  0'  est 
un  centre  de  similitude,  directe  situé  sur  le  prolongement  d'un  côté.  En  rai- 
sonnant comme  dans  le  premier  cas,  on  prouvera  que  ces  trois  points  sont 
en  ligne  droite. 
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Corollaire.  — Trois  cycles  inégaux  et  non  concentriques  ont  quatre 
axes  de  similitude,  directe  pour  l'un  des  axes,  inverse  pour  les  trois 
autres. 

1”  Fig.  131.  Les  cercles  ne  présentent  point  de  contact.  Soient  0,  0’,  0' 
les  centres  des  cercles;  S,  S',  S' leurs  centres  de  similitude  directe;  T,  T',  T" 
les  centres  de  similitude  inverse.  D’abord  S,  S',  S’  sont  en  ligne  droite,  et 
chacun  de  ces  points  est  en  ligne  droite  avec  deux  des  points  T,  T',  T',  ce 
qui  donne  les  axesSS'S',  STT,  STT',  S'TT'. 

2“  Fig.  132,  133.  Si  l’un  des  cercles  O touche  les  deux  autres  O',  0”  de  la 
même  manière,  c’est-à-dire  tous  les  deux  extérieurement  (fig.  132)  ou  tous 
les  deux  intérieurement  (tig.  133),  les  points  de  contact  sont  des  centres  de 
similitude  de  môme  espèce.  Donc  ils  sont  en  ligne  droite  avec  S centre  de 
similitude  des  cercles  touchés  en  0',  O'. 

3»  Fig.  134.  Dans  le  cas  où  l’un  des  cercles  0 touche  les  deux  autres  de 
différentes  manières,  l’un  des  points  de  contact  T’  est  un  centre  de  similitude 
inverse;  l'autré,  S',  directe.  Donc  ces  points  T',  S"  sont  en  ligne  droite  avec 
T,  centre  de  similitude  inverse  des  cercles  touchés  0’,  0'. 

DÉr.  2.  — Fie.  135.  Nous  avons  dit  qu'une  droite  AB  est  divisée  harmo- 
niquement en  C et  D,  si  chacun  de.  ces  points  la  divise  en  segments  dont 
le  rapport  est  le  même;  le  point  C détermine  des  segments  additifs;  ceux 
que  détermine  D sont  soustractifs,  et  l'on  a la  proportion 

AC:BC::AD:BD.  (1) 

On  peut  aussi  écrire  la  proportion  ainsi  : 

DB:CB::DA:CA. 

Et  l'on  voit  que  la  droite  DC  est  aussi  divisée  harmoniquement  en  B et  A. 

Les  quatre  points  A,  B,  C,  D sont  appelés  points  harmoniques  ou  système 
harmoniq.ue  : A et  B sont  dits  points  conjugués  ; de  môme  C,  D sont  des 
imints  conjugués. 

Si  trois  des  points  du  système  sont  donnés,  le  quatrième  peut  se  trouver. 
Car  si  c’est  D qui  manque,  de  (1)  ci-dessus  on  tire 

AC— BC:ÂC::AD— BD:AD  (2) 

Et  ici  il  n’y  a que  le  quatrième  terme  d'inconnu.  De  même  de  chacun  des 
trois  autres  points.  Le  point  manquant  est,  dans  chaque  cas,  déterminé  d’une 
manière  unique. 

De  la  proportion  AC:BC::  AI):BD,  on  lire 

AC.  Bü=BC.  AD  (3) 

C’est-à-dire  que  le  produit  des  segments  extrêmes  AC,  BD,  est  égal  au  pro- 
duit du  segment  moyen  BC  par  le  plus  grand  A1). 

La  relation  (3)  peut  être  mise  sous  la  forme  suivante 
(AD— CD)  BD=(CD—  BD)  AD. 

Celle-ci  ne  contient  plus  que  les  distances  au  pointD;  elle  donne 
2.  AD.  BD=CD.  BD-+-CD.  AD 
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El  si  l'on  divise  par  AD.  BD.  CD,  on  a 

A- JL  A 

CD  “ AD  + BD 

On  voit  que  l’inverse  de  CD  est  moyenne  entre  les  inverses  de  AD 
et  BD. 

La  distance  CD  s'appelle  la  moyenne  harmonique  de  AD,  BD. 


On  a de  même 


A A A 

AB  ~ AC  AD 


Et  AB  est  la  moyenne  harmonique  de  AC,  AD.  » 

Remarque.  Les  centres  de  deux  cercles,  et  leurs  centres  de  similitude, 
sont  harmoniques. 

Déf.  3.  — On  appelle  faisceau  harmonique  un  système  de  quatre  droites 
concourantes,  coupant  harmoniquement  toute  transversale.  Ces  quatre 
droites  se  nomment  les  rayons  ; ceux  qui  |>assent  par  deux  points  conju- 
gués sont  dits  rayons  conjugués. 

Déf.  4.  — Fig.  136.  Soit  un  quadrilatère  ABCD,  et  les  diagonales  AC, 
BD.  Si  l’on  prolonge  les  côtés  opposés  AB,  CD  jusqu'à  leur  rencontre  en  E, 
et  de  même  AD,  BC  jusqu’en  F,  la  droite  E F est  appelée  la  troisième  dia- 
gonale du  quadrilatère. 


PROPOSITION  IV. 

Théorème.  — Fig.  136. 

Dans  tout  quadrilatère  ABCD,  une  diagonale  quelconque  AC  est  divi- 
sée harmoniquement  par  les  deux  autres  BD,  EF,  de  façon  que 

AG:CG::AH:CH. 

En  effet,  dans  le  a ABC  les  trois  droites  menées  de  D aux  sommets  A,  B, 
C,  déterminent  sur  les  côtés  six  segments  qui  donnent 
AE.  BF.CG-BE.  CF.  AG 

Dans  le  même  a ABC,  la  transversale  EF  donne  la  relation 
AH.BE.CF-CH.AE.BF 

Multipliant  ces  égalités  membre  à membre  et  supprimant  les  facteurs  com- 
muns, on  a AH.  CG— CH.  AG,  ce  qui  revient  à la  proportion  à démontrer. 
— Au  lieu  du  i ABC,  on  peut  considérer  ACD,  ou  ACF  ou  ACE. 

Pour  la  diagonale  BD  on  considère  l’un  des  a ABD,  CBD,  EBD,  FBD  ; 
avec  le  premier,  le  point  C et  EF;  avec  le  second,  le  point  A et  EF,  etc. 

Remarque.  — Si  l’on  regarde  AB,  CD,  BD,  AC  comme  les  côtés  du  qua- 
drilatère, les  diagonales  seront  AD,  BC,  EG,  et  l’on  aura  aussi 

AK:DK::AF:DF,  etc. 
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PROPOSITION  V. 

Théorème.  — Fig.  136. 

Les  droites  EA,  EG,  EC,  EH  quijoignent  un  point  quelconque  E à quatre 
points  harmoniques  A,  G,  C,  H,  forment  un  faisceau  harmonique. 

Tirez  du  point  A une  droite  quelconque  AF,  et  soient  K,  D,  Fies  points 
où  elle  est  coupée  par  EG,  EC,  EH.  — Tirez  FC  qui  coupe  AE  en  B,  et  me- 
nez BI)  ; je  dis  que  BD  passera  en  G.  Car,  dans  le  quadrilatère  ABCD  la  dia- 
gonale AC  doit  être  cojipée  harmoniquement  par  BD  et  EF;  donc  BD  passe 
en  G.  Par  suite,  la  droite  AD  est  coupée  harmoniquement  en  K et  F.  Donc 
toute  droite  menée  par  A est  coupée  harmoniquement  par  EG,  EC,  EH.  Or 
si  l’on  mène  quelque  part  une  parallèle  à AD,  elle  sera  divisée  en  segments 
proportionnels  à ceux  de  AF.  Donc  les  droites  menées  de  E forment  un 
faisceau  harmonique. 

Remarque.  Si  l’on  prolonge  les  quatre  rayons  au  delà  de  E,  toute  trans- 
versale qui  rencontre  quatre  des  huit  segments  de  droites  qui  partent  de  E 
est  coupée  harmoniquement. 

Corollaire.  Les  deux  côtés  d’un  angle,  sa  bissectrice  et  celle  de  son  sup- 
plément forment  un  faisceau  harmonique  {pr.  1,  c.). 


PROPOSITION  VI. 
Théorèmb.  — Fig.  137. 


.Voient  sur  une  droite  AI  deux  segments  égaux  AB,  BC  ; si  d’un  point 
quelconque  O on  mène  à cette  droite  une  parallèle  OD,  que  de  plus  on 
joigne  OA,  OB,  OC,  les  quatre  droites  qui  concourent  en  O forment  un 
faisceau  harmonique. 

Du  point  B menez  une  transversale  quelconque  ED;  soient  E,  F,  D ses 
points  de  rencontre  avec  AO,  OC,  OD;  les  s semblables  EAB,  EOD  donnent 
F.B:ED::AB:OD.  De  même  de  BFC,  FOD  on  tire  FB:FD::BC  ou  AB:OD. 
D’où  EB:ED::FB:Fü.  Donc  les  points  E,  B,  F,  D sont  harmoniques,  etc. 
(P-  5). 

Réciproquement,  si  dans  un  faisceau  harmonique  OA,  OB,  OC,  OD,  on 
mène  une  transversale  AI  parallèle  à un  rayon  OD,  les  trois  autres  rayons 
y intercepteront  des  segments  égaux.  Car  OC  étant  le  conjugué  de  OA,  si 
l’on  joint  le  point  O au  milieu  B de  AC,  on  aura  le  conjugué  de  OD;  donc 

8 
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ce  conjugué  passe  an  milieu  de  AC,  c’esl-à-dirc  en  B,  et  se  confond 
avec  OB. 

Remarque.  Cette  prop.  est  un  cas  particulier  de  la  précédente. 


PROPOSITION  VII. 
Théorème. — Fig.  138. 


Si  il’ un  point  O prit  sur  le  plan  d’un  angle  BAC,  on  mène  des  transver- 
sales OK,  Oll,  01,  que  l'on  joigne  les  points  où  elles  coupent  les  côtés  de 
l’angle  par  les  droites  EF,  DH,  GH,  El,  PG,  RI,  le  lien  des  points  L,  K,  M 
est  i me  droite  passant  au  sommet  A de  l’angle  donné. 

Car  dans  le  quadrilatère  EDFH,  la  droite  AK  divise  EH  dans  le  rapport 
de  HO:KO;  de  même  dans  le  quadrilatère  GEiil,  Al.  coupe  EH  dans  ce 
même  rapport.  Donc  AL  sc  confond  avec  AK,  de  même  avec  AM.  Donc 
les  points  L,  K,  M sont  eu  ligne  droite  avec  A. 

Remarque.  La  droite  OA  forme  avec  AB,  AS , AC  un  faisceau  harmo- 
nique, puisque  les  quatre  points  O,  E,  S,  II  sont  harmoniques. 

Déf.  5.  Le  point  0 est  appelé  le  pôle  de  AK  par  rapfiort  à l'angle  BAC, 
et  la  droite  AK  est  dite  la  polaire  de  O par  rapport  au  même  angle. 

Remarque.  Les  proimsitions  précédentes  fournissent  des  moyens  simples 

pour 

tu  Trouver  le  quatrième  harmonique  de  trois  points  donnés; 

2°  Mener  par  un  point  donné  une  droite  qni  aille  passer  par  le  point  de 
concours  de  deux  droites  qui  ne  sont  pas  prolongées  jusqu'à  ce  point. 


PROPOSITION  VIII. 

Théorème.  — Fig.  139. 

Dans  un  faisceau  harmonique,  chaque  point  d'un  rayon  est  le  pôle  du 
rayon  conjugué,  par  rapport  d l'angle  des  deux  autres  rayons. 

Soient  OA,  OC  deux  rayons  conjugués;  OB,  OD  les  deux  autres.  D’un 
point  A pris  sur  OA  soit  menée  une  transversale  quelconque  AD';  les  quatre 
points  A,  B,  C,  1),  seront  harmoniques.  Menez  du  même  point  A une  se- 
conde transversale  AG,  et  tirez  BG,  DE;  le  point  I où  ces  droites  se  coupent 
sera  sur  OC,  puisque  les  quatre  droites  concourant  en  0 forment  un  fais- 
ceau harmonique.  — Donc  le  point  A pris  à volonté  sur  OA  est  le  pôle  de 
01  par  rapport  à l’angle  EOG.  — Même  raisonnement  polir  chacun  des 
rayons. 
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PROPOSITION  IX. 

Théorème.  — Fig.  140. 

F.tant  donnés  quatre  points  harmoniques  A,  C,  B,  D,  le  lieu  des  points 
dont  le  rapport  des  distances  aux  points  conjugués  C,  D,  est  égal  à 
BC:BD,  est  un  cercle  ayant  pour  diamètre  la  distance  AB  des  deux  autres 
points  conjugués. 

Soit  E un  point  tel  que  l’on  ait 

CE:ED::CB:BD 

Si  l'on  tire  EB,  celte  droite,  divisant  le  côté  CD  du  s CED  en  segments, 
proportionnels  aux  côtés  CE,  ED,  sera  la  bissectrice  de  l’angle  CED  (p.  1). 

Maison  a aussi  DB:BC::DA:CA 

Cette  prop.  et  la  précédente  donnent 

DA:CA::CE:ED 

• 

Et  les  segments  soustractifs  de  DC  étant  également  proportionnels  aux  côtés 
CE,  ED,  il  s'ensuit  que  AE  est  la  bissectrice  de  l’angle  CED';  donc  AEC-t- 
CEB=moilié  de  D'EC-t-CED— 1 droit.  Par  conséquent,  le  lieu  du  point  E 
est  la  circonférence  décrite  sur  AB  comme  diamètre  (1.  8,  prob.  13,  r.). 

Réciproquement  tout  point  F de  la  circonférence  donne  FC:FD::BC:BD. 
Car  les  quatre  points  A,  C,  B,  D,  étant  harmoniques,  les  droites  FA,  I C,  FB, 
FD  formeront  un  faisceau  où  les  rayons  conjugués  FA,  FB,  sont  perpendicu- 
laires, à cause  de  l’angle  inscrit  AFB.  Or  si  l’on  mène  IK  parallèle  au  rayon 
AF,  les  segments  Bl,  BK  seront  égaux  (p.  6);  de  plus,  à eause  des  paral- 
lèles IK,  AF,  les  angles  FBK,  FBI,  sont  droits.  Donc  les  4 FBK  , FBI  sont 
égaux,  et  FB  est  la  bissectrice  de  l’angle  KFI;  par  suite  FC:!'D::BC:BD. 

Remarque.  — Il  est  prouvé  ici  que  si  deux  rayons  conjugués'  AF,  Fît, 
d’un  faisceau  sont  perpendiculaires  entre  eux,  l’un  d’eux  FB  est  la  bissec- 
trice de  l’angle  CFD  des  deux  autres  rayons. 

PROPOSITION  X. 

TnÉORÈME.  — Fig.  141. 

Si  d'un  point  quelconque  C d’une  droite  AB  on  mène  à un  cercle  deux 
tangentes  CG,  CH,  1“  le  diamètre  EF  perpendiculaire  à la  droite  AB  sera 
cotipé  par  la  sécante  de  contact  GH,  en  un  point  K,  formant  avec  les 
points  F,  D,  E un  système  harmonique  ; 2°  toute  droite  menée  par  K sera 
coupée  harmoniquement  par  AB  et  la  circonférence. 
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t°  Tirez  CO , qui  sera  perpendiculaire  à GH , el  le  4 rectangle  CGO 
donne 

IO:GO::GO:OC 

Les  4 CFO,  IICO  donnent 

IO:OK::OF:OC 

A cause  des  extrêmes  communs,  ces  proportions  donnent  (en  mettant 
DO  pour  GO)  1 , 

DO* 

KO:DO::DO:OF  d'où  KO  - _ 

Or 

Ce  qui  montre  d’abord  que  KO  ne  dépend  pas  de  10  ni  de  OC,  et  ne 
change  pas  si  le  point  C se  meut  sur  AB. 

De  plus,  de  cette  proportion  011  lire 

DO-t-KO  : DO-KO  : : OF+DO  : OF— DO 
ou  KE:DK::FE:FD 

Donc  les  quatre  points  F,  D,  K,  E sont  harmoniques. 

2»  Tirez  CK,  joignez  le  point  F aux  points  L,  M,  où  celte  droite  coupe  la 
circonférence.  — Puisque  le  diamètre  DE  est  divisé  harmoniquement  en  K 

et  F,  on  a (p.  9)  FD:DK::FL:KL;:FM:KM 


Donc  (p.  1,  c.)  FK  est  la  bissectrice  de  l’angle  MFL;  par  suite  cette 
droite,  sa  perpendiculaire  FA  et  les  côtés  MF,  FL  forment  un  faisceau 
harmonique,  et  les  points  C,  L,  K,  M sont  harmoniques. 


PROPOSITION  XI. 


Théorème.  - — Fig.  141. 

Si  d'un  point  K,  pris  sur  le  plan  d’un  cercle,  on  mène  des  sécantes 
GH,  G’H\  etc.,  et  les  tangentes  correspondantes  GC,  HC,  etc.,  le  lieu  du  point 
C sera  une  droite  perpendiculaire  à celle  gui  joint  le  point  K au  centre  0. 

Des  points  C,  C',  menez  sur  OK  les  perpendiculaires  CF,  C'F'  ; on  aura , 
par  la  pr.  précédente  : 

OK:OD::OD:OF 

OK:OD::OD:OF' 

Donc  OF=OF’,  et  les  points  C,  C’  sont  sur  une  perpendiculaire  à OK. 

Dèf.  6.  Le  point  K se  nomme  le  pôle  de  CC',  et  CC'  la  polaire  de 

— » 

K,  par  rapport  au  cercle.  La  relation  OK  x OF  = OD , montre  que  si 
OK>OD,  on  aOF<OD,  et  réciproquement;  si  donc  le  pôle  est  hors  du 
cercle,  la  polaire  coupe  la  circonférence  ; si  le  pôle  est  dans  le  cercle,  la 
polaire  est  extérieure.  Si  OK=OD,  on  a aussi  OF=-OD.  Donc,  si  le  pôle  est 
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sur  la  circonférence,  la  polaire  est  tangente  en  ce  point.  Les  points  K et 
F sont  d'ailleurs  toujours  du  même  côté  du  centre  ; à mesure  que  l’un 
d’eux  se  rapproche  du  centre,  l’autre  s’en  éloigne. 

PROPOSITION  XII. 

Théorème.  — Fig.  142. 

Si  la  polaire  coupe  la  circonférence,  les  droites  qui  joignent  le  pôle  aux 
intersections  sont  des  tangentes. 

Soit  DE  la  polaire,  A le  pôle  ; tirez  AO  qui  sera  perpendiculaire  à la  po- 
laire, cl  la  coupe  en  un  point  B;  tirez  DO.  On  a (p.  10) 

BO:CO::CO:AO 
ou  BO:DO::DO:AO 

Donc  les  s ADO,  BDO  sont  semblables,  et  l’angle  ADO  ■=  DBO  qui  est 
droit,  l’ar  suite  AD  est  une  tangente,  de  même  que  AE. 

PROPOSITION  XIII. 

Théorème.  — Fig.  143. 

D’un  point  K pris  dans  le  plan  d'un  cercle,  soient  menées  deux  trans- 
versales quelconques  AB,  AC;  soient  joints  deux  à deux  les  points  E,B,C, 
I)  où  elles  coupent  la  circonférence  ; les  nouveaux  points  G,  F,  ainsi  dé- 
terminés seront  sur  la  polaire  du  point  A. 

Tirez  FG;  dans  le  quadrilatère  FEGB,  la  diagonale  FG  coupe  harmoni- 
quement les  droites  AB,  AC  en  I,  Il  ; la  polaire  de  A jouit  du  la  même  pro- 
priété. Donc  ces  droites  se  confondent,  et  F G est  la  polaire  de  A. 

PROPOSITION  XIV. 

Théorème.  — Fig.  144. 

Ai  aux  quatre  sommets  B,C,D,E  d’un  quadrilatère  inscrit,  on  mène  des 
tangentes,  lesquelles  forment  un  quadrilatère  circonscrit  LMKN  : 1»  les 
diagonales  des  deux  quadrilatères  se  couperont  en  un  même  point  G situé 
en  ligne  droite  avec  deux  sommets  opposés  du  quadrilatère  circonscrit, 
et  l’intersection  de  deux  côtés  opposés  du  quadrilatère  inscrit  ; 2"  les 
intersections  F, O, A, P,  des  côtés  opposés  des  deux  quadrilatères  seront  en 
ligne  droite  ; 3°  (Chacun  des  systèmes  de  droites  qui  partent  île  F,  A,  G, 
forme  un  faisceau  harmonique. 

Prenons  A |>our  |>ôle  : sa  polaire  sera  FG  (p.  13);  les  langeutes  menées 
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en  B et  E se  couperont  sur  FG  ; de  même,  les  tangentes  menées  en  C,  D. 
Donc,  les  points  F,  K,  G,  L,  sont  sur  une  droite,  diagonale  du  quadrilatère 
circonscrit  KMLN.  De  même,  le  point  F étant  pris  pour  pèle,  on  recon- 
naîtra que  AG  est  sa  polaire,  et  que  les  tangentes  en  B,  C se  coupent  sur 
AG  ainsi  que  les  tangentes  en  Ë,U.  Donc  les  intersections  N,M,  sont  en  li- 
gne droite  avec  A,  G,  et  celte  droite  est  la  seconde  diagonale  du  quadrilatère 
' circonscrit. 

2»  On  cherchera  la  polaire  du  point  G.  Les  transversales  CE,  BD,  déter- 
minent les  deiu  systèmes  de  sécantes  BE,  CD  et  CB,  DE  dont  chacun  four- 
nit un  point  de  la  polaire  : ces  points  sont  A,  F (p.  13).  Les  tangentes  en 
B,  D,  se  coupent  aussi  sur  celle  polaire  en  0„  de  même  que  les  tangentes 
en  E,C,  qui  déterminent  le  point  1*.  Donc  les  points  F,  O,  A,  P,  intersec- 
tions des  côtés  opposés  des  deux  quadrilatères,  sont  en  ligne  droite. 

3°  Ces  points  F,  G,  A,  considérés  par  rapport  au  quadrilatère  BCDE 
sont  évidemment  (p.  6,  r.)  des  sommets  de  faisceaux  harmoniques. 

PROPOSITION  XV. 

Théorème.  — Fig.  145. 


La  polaire  d'un  point  quelconque  d'une  droite  passe  par  le  pôle  tle 
cette  droite  ; ou,  si  plusieurs  points  sont  sur  fine  droite,  les  polaires  de  ces 
points  concourent  en  un  mime  point,  pôle  de  celle  droite,  et  réciproque- 
ment. 

011’ 

Soit  A un  point  d’une  droite  AB,  tirez  AO;  prenez  I0=- — , menez  ID 

OA 

(«rpcndiculaircmont  à lO,  ce  sera  la  polaire  du  point  A (p.  10).  Or,  |>our 
avoir  le  pôle  de  AB,  menez  OC  perpendiculaire,  à cette  ligue,  et  je  dis  que 

le  point  D où  OC  coupe  ID,  est  ce  pôle.  Car,  à cause  des  a semblables,  on  a 

— « 

OI:OC::OD:OA,  d’où  OIXOA=OCxOI)=  par  suite  OH. 

Donc  D est  ce  pôle.  On  prouvera  de  même  que  la  polaire  de  tout  autre 
point  de  AB  passe  en  L),  etc. 

Corollaire.  Il  suit  de  là  que,,  si  sur  le  plan  d’un  cercle  on  prend  un  sys- 
tème quelconquede  droites  et  de  points,  qu'on  cherche  les  pôles  de  ces  droi- 
tes, et  les  polaires  des  points,  ou  aura  deux  figures  corrélatives  en  ce  sens 
que  pour  chaque  système  de  poiuls  en  ligue  droite  de  la  première,  il  y aura 
dans  la  seconde  autant  de  droites  qui  concourent  en  un  point,  pôle  de  celle 
droite,  et  réciproquement.  — Ces  deux  ligures  sont  nommées  polaires  ré- 
ciproques. 
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PROPOSITION  XVI. 


Théorème.  — Fig.  146. 


Dans  tout  hexagone  inscrit  ABCDEF,  tes  points  de  concours  des  côtés 
opposés  sont  sur  une  droite.  ( Deux  côtés  opposés  sont  ici  deux  côtés  sépa- 
rés par  deux  autres.) 

Prenant  3 côtés  non  consécutifs,  AB,  CD,  EF,  prolongez-les  jusqu'à  leurs 
rencontres  en  L,M,N.  Dans  le  a I.MN,  on  a : 

1»  A cause  de  la  transversale  ED  : 

NG.  LD.  ME=LG.  MD.  NE 

2°  A cause  de  la  transversale  BC  : 

MH.  NB.  LC  - NH.  LB.  MC. 

3>>  A cause  de  AF: 

Ll.  MF.  NA  = Ml.  NF.  LA. 

Multipliant  ces  égalités  membre  à membre,  on  pourra  supprimer  : 

1 d’un  côté  LD.  LC,  de  l’autre  LA.  LB,  produits  égaux  à cause  des  sé- 
cantes LB,  LD. 

2»  ME.  MF  et  MC.  MD,  à cause  des  sécantes  ME,  MC  ; 


3»  NA.  NB  et  NE.  NF,  à cause  de  AB,  FE  ; 
11  restera  donc  NG.  MH.  LI  = LG.  Ntl.  MI. 


Ce  qui  prouve  que  les  points  G,  H,  I,  pris  sur  les  prolongements  des  côtes' 
du  a LMN  sont  en  ligne  droite  (p.  1).  . „ .1  . 

Remarque.  Six  points  déterminent  autant  d’hexagones  qu’il  y a d’unités 


dans 


5. 4. 3. 2. 
2 


=60.  A chacun  de  ces  hexagones  répond  un  syslèmede  3 pointsen 


ligne  droite  ; mais  ces  systèmes  ne  comprennenten  tout  quei5  points.  Car  les 
côtés  de  tous  les  hexagones,  c’est-à-dire  les  droites  distinctes  qui  joignent  six 

points  2 à 2,  sont  au  nombre  de  =6.5=15.  De  ces  droites,  il  y en  a toujours 


6 qui  sont  les  côtés  d’un  hexagone,  et  les  9 autres  sont  scs  diagonales  ; c’est 
doue  parmi  les  intersections  de  ces  15  droites,  prises  2 à 2,  qu’il  faut  cher- 
cher les  points  de  nos  systèmes.  Or,  le  nombre  des  intersections  de  15 

droites,  2 à 2,  est  1 ^ * ‘ — 105;  mais  chaque  sommet  A,  B...  étant  le 

point  de  concours  de  5 droites,  représente  déjà  un  nombre  d’inlersectioiis 
5 4 

égal  à — = 10;  les  6 sommets  contiennent  donc  60  de  ces  intersections; 


par  suite  il  en  reste  105—60=15  pour  former  les  60  systèmes  de  3 points. 

Corollaire.  1°  Si  l’on  suppose  que  la  droite  AF,  prolongée  indéfiniment , 
tourne  autour  du  point  A,  jusqu’à  ce  que  le  point  F se  confonde  avec  A , 
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elle  deviendra  tangente  en  A,  et  l’hexagone  se  changera  (üg.  117)  dans  1,. 
pentagone  ABCDE  : le  point  I sera  alors  l'intersection  de  la  tangente  en 

A,  avec  le  côté  CD,  opposé  à A : donc  dans  le  pentagone  inscrit,  les  points 
G et  H . où  deux  côtés  adjacents  AB,  AE,  sont  coupés  par  les  côtés  F.D, 
BC  respectivement  opposés  aux  deux  premiers  , sont  en  ligne  droite  avec 
le  point  I oti  la  tangente  au  point  de  concours  A des  deux  mêmes  premiers 
côtés  rencontre  le  cinquième  CD. 

Cela  fait  toujours  60  systèmes  de  3 points  en  ligne  droite.  Car  nos  S som- 
mets A,  B,  C,  D,  E,  déterminent  12  pentagones,  chacun  desquels,  avec  la  tan- 
gente en  A,  donne  un  système  : total  12;  mais  la  tangente,  à chacun  des 
autres  sommets,  en  donne  autant,  ce  qui  fait  60  systèmes,  comprenant  en- 
semble 15  points. 

2°  Supposons  que  les  points  A,  F soient  réunis  en  un  seul , de  même  que 

B,  C (lig.  118);  les  côtés  AF,  BC  seront  des  tangentes,  et  l'hexagone  se  réduit  à 
un  quadrilatère  ; le  point  I sera  l’intersection  de  la  tangente  en  A avec  un  côté 
opposé  BD  ; de  même  U , sera  l’intersection  de  la  tangente  en  B avec  un 
côté  opposé  AE,  et  G sera  l’intersection  des  deux  autres  côtés  opposés  AB, 
F.D.  Donc,  dans  un  quadrilatère  inscrit,  l'intersection  de  deux  côtés  oppo- 
sés AB,  DE  est  en  ligne  droite  avec  les  points  où  les  tangentes,  aux  som- 
mets d'un  de  ces  côtés,  rencontrent  les  deux  autres  côtés  FE,  BD. 

3»  Si  (fig.  119)  les  points  B,C  se  réunissent,  le  côté  BC  deviendra  tangent  en 
B;  si  de  même  E,  F se  réunissent,  le  côté  AF  devient  tangent  en  E;  alors  les 
côtés  opposés  AF,  CD.  déterminent  le  point  I , les  côtés  opposés  AB,  ED,  le 
point  G,  et  les  tangentes  en  C,  F donnent  le  point  11.  Donc,  dans  lu  quadri- 
latère inscrit  DEAB,  les  tangentes  à deux  sommets  opposés  se*  coupent  sur 
la  droite  qui  joint  les  intersections  des  côtés  opposés, propriété  déjà  prouvée 
à la  pr.  11.  Car  les  tangentes  en  A et  D se  couperont  aussi  sur  IG. 

1»  Supposons  (lig.  150)  enfin  que  les  points  sc  réunissent  deux  à 
deux,  savoir  B avec  A,  C avec  D,  F avec  E;  dans  ce  cas,  l’hexagone  se 
transforme  en  deux  a,  l’un  inscrit  ACE,  l’autre  circonscrit,  ayant  ses 
côtés  tangents  aux  sommets  du  premier,  et  l’on  conclut  que  dans  ces 
deux  a,  les  intersections  G,  H,  I des  côtés  du  premier,  avec  leurs  opposés 
dans  le  second,  sont  en  ligne  droite. 

Ces  corollaires  peuvent  tous  sc  démontrer  directement. 

PROPOSITION  XVII. 

Théorème. — Fig.  151. 

Dans  tout  hexagone  circonscrit  ABCDEF,  les  trois  diagonales  AD,  BE, 
CF,  qui  joignent  les  sommets  opposés  (ceux  qui  sont  séparés  par  2 autres), 
concourent  en  un  mime  point. 

Joignez  les  points  de  contact  successifs  o,  b,  c,  d,  e,  f pour  former  l’hexagone 
inscrit  abedef  ; prolongez  les  côtés  opposés  jusqu'à  leurs  points  d’intersee- 
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lion  G,  H,  I,  qui  seront  en  ligne  droite  (p.  16).  Cherchez  les  polaires  de  ces 
3 points  ; pour  avoir  celle  du  point  U,  on  peut  se  servir  de  la  sécante  Hi, 
mener  les  tangentes  en  b,  c,  où  elle  coupe  la  circonférence,  et  l’Inter- 
section C de  ces  tangentes  sera  un  point  de  cette  polaire  ; de  même,  à 
cause  de  H f et  des  tangentes  eF,  F f,  le  point  F est  un  point  de  la  même 
polaire  qui  se  confond,  par  suite,  avec  la  diagonale  CF.  On  prouvera  sem- 
blablement que  la  polaire  de  G est  BE,  que  celle  de  I est  AD  ; or,  les 
points  I,  G,  H sont  sur  une  droite  ; donc  leurs  polaires  concourent  en  un 
point  O (p.  15). 

Remarque.  A chacun  des  hexagones  inscrits  déterminés  par  les  six  som- 
mets a,  b,  c,  d,  e,  f,  répond,  comme  on  l’a  prouvé  à la  pr.  16,  un  système 
de  3 points  en  ligne  droite,  et  dont  les  polaires  passent  toutes  trois  par  un 
point,  ce  qui  donnerait  60  systèmes  de  3 droites  concourantes.  Mais,  de 
même  que  les  côtés  des  hexagones  inscrits  ne  fournissent  que  45  points,  de 
même  ici  il  n’y  aura  que  *5  droites,  chacune  de  ces  droites  étant  la  polaire 
d’un  des  45  points. 

Corollaire.  l°Si  (fig.  152)  le  point  b se  réunit  avec  a,  B s’y  réunira  aussi, 
et  la  diagonale  BE  joindra  le  sommet  E avec  le  point  de  contact  du  côté  opposé. 
Donc,  dam  le  pentagone  circonscrit,  les  diagonales  qui  vont  des  extrémités 
d’un  côté  à celles  des  côtés  adjacents,  se  coupent  sur  la  droite  qui  joint 
le  point  de  contact  de  ce  côté  et  le  sommet  opposé. 

2°  Je  Suppose  de  plus  (fig.  153)  que  le  point  c se  réunisse  avec  d,  et  par 
suite  D aussi  ; il  s'ensuit  que,  dans  tout  quadrilatère  circonscrit,  les  droites 
AD,  BE  qui  joignent  deux  sommets  opposés  A,  E,  avec  les  points  de  contact 
des  côtés  CE,  CA  adjacents  à l’un  des  autres  sommets  C,  se  coupent  sur  la 
droite  qui  joint  les  deux  autres  sommets  CF.  — De  même  Ae,  Ef  se  cou- 
pent sur  CF. 

3°'  Supposons  (fig.  154)  que  o,  b,  B se  réunissent  d’un  côté,  d,  c,  E 
de  l'autre,  on  conclura  que  BE,  qui  joint  2 points  de  contact  opposés,  passe 
à l’intersection  des  diagonales  du  quadrilatère  circonscrit.  De  même  fc  y 
fiasse,  ce  qui  ramène  à la  première  partie  de  pr.  14. 

Remarque  2.  Les  pr.  16,  17,  avec  leurs  corollaires , ont  leurs  corres- 
pondantes dans  les  polygones  de  plus  de  six  côtés. 

Remarque  3.  La  pr.  17  est  un  exemple  de  l’emploi  des  polaires  récipro- 
ques. Ces  mêmes  considérations  fournissent  des  moyens  de  transformation 
pour  une  certaine  classe  de  questions.  C’est  ainsi  que,  s’ils’agit  de  circons- 
crire (fig.  155)  à un  cercle  donné  un  a ABC  dont  les  sommets  soient  placés  sur 
des  droites  données  AA',  BB',  CC',  la  question  pourra  se  transformer  en  une 
autre  ayant  pour  objet  d’inscrire  un  & abc,  dont  les  côtés  passent  par  les 
points  ai,  b',  c',  pôles  des  droites  données.  Car  bc  est  la  polaire  du  point  A, 
et  contient  par  suite  le  pôle  de  AA'  ; de  même  ac  contient  le  pôle  de  BB',  ab 
renferme  le  pôle  de  CC'. 

Nous  remarquerons  plus  tard  un  second  moyen  de  transformation  : la  si- 
militude en  est  un  cas  particulier. 
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PROPOSITION  XVIII. 


Théorème.  — Fig.  156  et  157. 


Le  lieu  des  points  d’où  peuvent  être  menées  à deux  cercles  OB,  O'B'  non 
concentriques  des  tangentes  égales , est  une  droite  perpendiculaire  à la 
ligne  des  centres,  qui  se  confond  avec  la  corde  commune  dans  le  cas  où 
les  cercles  se  coupent,  et  avec  la  tangente  au  point  commun,  s'ils  se  tou- 
chent. 

Soient  AB,  AB'  deux  tangentes  menées  d’un  même  point  A ; tirons  les 
rayons  de  contact  BO,  BO',  les  droites  AO,  AO',  la  ligne  des  centres  00', 
et  la  droite  AC  perpendiculaire  à 00'. 

Pour  abréger,  je  représente  le  rayon  OB  par  R,  0'  B'  par  R',  la  distance 
00'  par  A,  la  distance  QC  par  X ; O’C  sera  A— X,  ou  X— A,  selon  le  cas  ; mais 
le  carré  de  ces  expressions  est  le  même. 

Les  \ rectangles  AOC,  AO'C  donnent 

AO=AcU*,  AO'==AC+{A-X)s 

Les  x AB0,  AB’O',  donnent 

AB = AO— R» = AC4-X»— R* 

AR=AO'— R'«=AC-+-(  A— X )«— R'». 


—S  —S  — 9 

Ainsi  AB,  AB'  ont  la  partie  AC  commune,  et  pour  que  AB^  AB’,  il  faut  et  il 
suffit  que 

X*— R’=  ( A — X ) s — R's = A*  — 2 A X-t-X* — R'J 


Supprimant  X1,  et  transposant,  on  a X— 

• \ " 


As-+-Ra-R'i 
4 A 


Donc,  pour  que  les  tangentes  AB,  AB'  soient  égales,  il  faut  et  il  suffit 
(lue  l’on  prenne  OC  égal  à cette  expression , qu’en  C on  élève  une  perpen- 
diculaire indéiinie  à la  ligne  des  centres,  et  que  le  point  A soit  un  point 
quelconque  de  cette  perpendiculaire.  > 

Si  les  deux  cercles  se  coupent,  la  droite  dont  il  est  question  se  confond 
avec  le  prolongement  de  la  corde  commune;  s’ils  se  .Louchent,  c’est  la  tan- 
gente au  point  commun.  En  effet,  dans  le  1er  cas  (lig.  iâ8,J  si  d’un  point  quel- 
conque B du  prolongement  de  la  corde  commune  AA',  on  mène  les  tan- 

—i 

sentes  BC , BC',  la  tangente  BC  et  la  sécante  BA'  donnent  BC=BA\  BA.  De 

— » 

même  dans  le  second  cercle  BC'^BA'  BA.  Donc  BC=-BC'.  Même  résul- 
tat pour  tout  autre  point  de  AA'  prolongé.  Dans  le  second  cas(fig.l59)  BA,  BC 
étant  des  tangentes  menées  au  même  cercle,  on  a BA=BC;  semblablement 
BA-BC'.  Donc  BC=BC'. 

Remarque  1.  Le  point  C ne  peut  pas  tomber  au  delà  du  centre  O du  plus 
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grand  cercle  par  rapiwrt  à celui  du  plus  petit;  car,  en  représentant  OC' par 
X,  on  trouverait  * * • 

X«— R«=A>-l-2AX-l-X4— R'1 
ou  R’* — Ri=A.i-hi\X. 

égalité  impossible,  vu  que  R'  < R. 

Remarque  a.  Si  les  deux  cercles  O,  O' (lig.  180)  n’ont  aucun  point 
commun  pour  déterminer  notre  droite,  on  les  coupe  tous  les  deux  par  un 
même  troisième  cercle  O',  quelconque  d’ailleurs;  les  cordes  communes 
AB,  CD  se  couperont  en  un  point  F.  Les  tangentes  menées  de  F,  point  du 
prolongement  de  AB,  aux  cercles  O,  O'  sont  égales;  les  tangentes  menées 
de  K,  point  du  prolongement  de  CD,  aux  cercles  O',  O*,  sont  aussi  égales. 
Donc  du  |«>int  K on  peut  mener  aux  cercles  O,  O'  des  tangentes  égales.  Ce 
point  F sullil  pour  déterminer  le  lieu  cherché  FE. 

Df.k.  7.  La  droite,  lieu  des  points  d’où  l’on  peut  mener  à deux  cercles 
des  tangentes  égales,  se  nomme  la  ilisomologue  des  deux  cercles.  Cette  dé- 
nomination dérive  de  la  propriété  suivante. 

PROPOSITION  XIX. 

Théorème. — Fig.  161. 

Si  deux  cercles  O,  O',  sont  touchés  de  la  même  manière  par  un  3* 
cercle  quelconque  O’,  la  disomologue  des  deux  premiers  cercles  est,  par 
rapport  à chacun  des  points  de  contact , C,  C'  pris  comme  centre  de  si- 
militude, homologue  de  la  polaire  du  point  S,  centre  de  similitude  di- 
recte des  cercles  touchés,  polaire  prise  par  rapport  à celui  de  ces  deux 
cercles  qui  est  louché  en  C,  C'.  Si  les  deux  premiers  cercles  sont  touchés 
île  différentes  manières  par  le  3',  le  centre  de  similitude  directe  de  ceux- 
là’ est  remplacé  par  celui  de  similitude  inverse. 

Il  est  prouvé  (p.  3)  que  les  points  de  contact  C,  C'  sont  en  ligne 
droite  avec  le  centre  de  similitude  S.  Cette  droite  SC  coupe  le  cercle  O en 
deux  points  C,  D,  et  les  tangentes  eu  ces  points  déterminent  un  point  A de 
la  polaire  du  poiut  S par  rapport  à O (j>.  11).  Dans  les  cercles  O,  ()',  le  point 
C étant  un  centre  de  similitude,  les  points  D,  C'  sont  homologues  ; donc  les 
rayons  Ol),  O' C’ sont  parallèles,  et  les  tangentes  DA,  C'E  le  sont.  De  plus, 
ces  droites,  menées  par  les  points  homologues  D,  C',  seront  homologues; 
par  suite,  les  points  A,  E,  où  elles  sont  coupées  parle  rayon  vecteur  a E,  sont 
homologues  ; mais,  si  d’un  côté  A est  sur  la  polaire  do  S,  F.  appartient  à la 
disomologuede  O,  O,  vu  que  les  tangentes  EC,  KC\  menées  de  E au  cercle  O' 
sont  égales.  D’ailleurs,  cette  polaire  AB,  et  celle  disomologue  sont  parallèles 
comme  perpendiculaires  à 00’.  Donc  elles  sont  homologues  par  rap|K>rl  à C. 

On  prouvera  de  môme  que  A’ B',  polaire  du  point  S dans  le  cercle  O’,  est 
homologue  de  EF  par  rap|>urt  au  point  C',  et  EF  ést  deux  fois  homologue. 
De  là  son  nom. 

Dans  le  second  cas,  même  raisonnement. 
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PROPOSITION  XX. 

Théorème.  — Fig.  162,  163,  164  et  165. 

Les  ditomologues  de  3 cercles  concourent  en  un  point,  si  les  centres  ne 
sont  pas  en  ligne  droite. 

Soit  AB  la  disomologue  de  O,  O';  CB  celle  de  O',  O";  je  dis  que  leur  in- 
tersection B se  trouve  ou  dans  l'intérieur  des  trois  cercles,  ou  à la  fois  hors 
des  trois,  ou  sur  les  trois  circonférences  à la  fois.  En  effet  ( fig.  1(12, 163), 
si  .ce  point  B est  hors  de  l’un  O,  c’est  que  de  ce  point  B on  peut  mener  des 
taugentes  égales  aux  cercles  O,  O”,  ainsi  qu’aux  cercles  O’,  O’,  vu  que  ce 
point  est  à la  fois  sur  les  disomologues  des  dedx  premiers,  et  sur  celle 
des  deux  derniers.  Donc  ce  point  est  hors  des  trois  cercles,  s’il  est  au  de- 
hors de  l’un.  Donc  s’il  est  dans  l’un  il  est  dans  les  trois. 

l’our  les  fig.  162,  163,  le  point  B,  intersection  des  disomologues  de  O,  O'  et 
de  O,  O' , ast  tel,  que  de  ce  point,  comme  nous  venons  de  le  rap|ieler,  ou 
peut  mener  des  tangentes  égales  aux  3 cercles  ; donc  aussi  aux  cercles  O', 
O';  par  suite  il  est  sur  la  disomologue  de  ces  deux  derniers  qui  passe  par 
conséquent  en  B.  Donc  les  3 disomologues  concourent  en  un  point. 

Pour  la  fig.  164,  soit  G l’intersection  des  disomologues  AB.  EF  ; je  dis  que 
DG  est  la  3°  disomologue,  c’est-à-dire  que  DG  passe  au  point  C.  Car,  sup- 
posons que  DG  coupe  le  cercle  O',  par  exemple  en  C',  et  le  cercle  O en  C';  à 
cause  des  cordes  DC',  AB,  dans  le  cercle  O,  on  aura 
DG.  GC'-AG.  GB; 

DC'  et  EF  dans  le  cercle  O',  donnent  DG.  GC'=EG.  GF. 

Enfin,  AB,  EF,  dans  le  cercle  O,  donnent  AG.  GB=EG.  GF. 

Cette  égalité,  comparée  aux  précédentes,  donnera  DG.  GC'=DG.  GÇ'j 
d’où  GC'  -=  GC'.  Donc  la  droite  DG  doit  couper  O et  O’  en  un  même  point, 
savoir  en  C,  et  DC  passe  par  G. 

PROPOSITION  XXI. 

Théorème.  — Fig.  166. 

Çuand  3 cercles  sont  touchés  par  un  4«,  le  point  d’intersection  des  dis- 
omologues  des  3 premiers,  le  point  de  contact  du  4'  avec  l’un  quelcon- 
que de  ces  3 premiers,  et  le  pile  de  leur  axe  de  similitude  dans  ce  même 
damier  cercle,  sont  en  ligne  droite.  Si  le  4e  cercle  touche  les  3 premiers 
de  la  même  manière , c'est  l'axe  de  similitude  directe  dont  il  s’agit  ; s’il 
les  touche  de  manières  différentes , ce  sera  l’axe  de  similitude  inverse  qui 
passe  par  le  centre  de  similitude  directe  des  deux  cercles  touchés  de  la 
même  manière. 

Soient  O,  O’,  O*  les  3 cercles  donnés,  X un  4«  qui  les  touche  exterieuru- 


Digitized  by  Google 


LIVRE  III. 


125  • 


ment  en  E,  E'  E'  ; SS'  l’axe  de  similitude  directe  des  trois  premiers,  I l’in- 
tersection de  leurs  disomologues,  ID'  la  disomologue  de  O,  O'  ; ID'  celle  de 
O,  O’ 

Soit  AB  la  polaire  de  S'  dans  le  cercle  O,  ab  celle  de  S' , leur  intersec- 
tion C sera  le  pôle  de  S' S' dans  le  même  cercle  : car  le  pôle  d’une  droite  est 
le  point  de  concours  des  polaires  de  tous  les  points  de  cette  droite  (p.  15). 
Mais  les  cercles  O,  O'  étant  touchés  de  la  même  manière  par  X,  leur  diso- 
mologue ID*  est,  par  rapport  au  point  de  contact  E,  homologue  de  AB, 
polaire  de  leur  centre  de  similitude  directe  S'  dans  le  cercle  O'  (p.  19).  De 
même  ID',  disomologue  des  cercles  O,  O'  est,  par  rapport  à E,  homologue 
de  ab,  polaire  de  S».  Donc  I,  intersection  des  disomologues  ID',  ID*,  est,  par 
rapport  au  point  E,  homologue  de  C,  intersection  des  polaires  AB,  ab, 
c’est-à-dire  pôle  de  S'  S';  par  suite  ces  points  I,  C,  sont  en  ligne  droite  avec  le 
point  E.  De  même,  si  C',  C’  sont  les  pôles  de  l’axe  de  similitude  directe  SS” 
dans  les  cercles  O',  O”,  on  prouvera  que  les  points  I,  E’,  C'  sont  en  ligne 
droite,  ainsi  que  I,  E'  C*.  — Enfin,  le  cas  où  le  4e  cercle  touche  les  3 pre- 
miets  de  différentes  manières,  se  déduit  de  raisonnements  analogues. 

Remarqut.  — Quelques  autres  relations  de  position  ont  encore  lieu  ici  : 
les  principales  sont  les  suivantes,  que  je  me  contenterai  d’cnoncer  : 

1»  L’intersection  des  disomologues  des  3 cercles  touchés  est  un  centre 
de  similitude  des  deux  cercles  qui  les  touchent  extérieurement,  ou  inté- 
rieurement tous  les  trois,  de  même  que  de  deux  cercles  quelconques  tou- 
chant deux  des  cercles  proposés  extérieurement  ou  intérieurement  et  le  3« 
autrement,  de  sorte  que  les  8 cercles  tangents  se  distribuent  en  4 couples, 
ayant  chacun  un  de  ses  deux  centres  de  similitude  en  ce  point  d’inter- 
section. 

2»  Les  quatre  axes  de  similitude  sont  les  disomologues  respectives  de  ces 
4 couples  de  cercles  tangents. 

• 

PROPOSITION  XXII. 

Problème.  — Fig.  166. 

Mener  un  cercle  tangent  à 3 cercles  donnés  O,  O'  O*. 

Ce  problème  offre  huit  solutions  : il  y a un  cercle  qui  touche  les 
3 cercles  donnés  extérieurement,  un  second  qui  les  embrasse  : ce  sont 
les  deux  cercles  qui  touchent  O,  O',  O'  de  la  même  manière.  Il  y eu  a un 
3«  qui  touche  O extérieurement  et  embrasse  O',  O";  le  4»  embrasse  O,  et 
touche  O',  O”,  extérieurement  ; deux  autres  sont  par  rapport  à O',  et  les 
deux  derniers  par  rapport  à O”,  ce  que  le  3»  et  le  4e  sont  relativement  à O 
Ces  8 solutions  peuvent  se  réduire  à un  moindre  nombre;  le  problème  est 
impossible  si  O,  O',  O'  sont  concentriques,  etc. 

Pour  trouver  les  cercles  tangents,  cherchez  l’intersection  des  disomolo- 
gues de  O,  O',  O”,  et  leurs  4 axes  de  similitude  : prenez  les  pôles  de  ces 
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axes  dans  les  trois  cercles,  et  joignez  ces  18  pôles  au  point  d'intersection 
des  disomologues;  la  droite  qui  joint  ce  dernier  jioint  à un  pAlo  relatif  à 
un  cercle,  coupe  ce  cercle  en  deux  points  : total  84  points,  qui  sont  les 
points  de  contact  des  8 cercles  inconnus  avec  les  3 cercles  donnés.  La  pr. 
31  rend  raison  de  cette  construction,  ainsi  que  de  la  manière  dont  il  faut 
accoupler  ces  34  points  relativement  à chaque  cercle  tangent. 

Remarque  1.  La  construction  précédente  s’applique  au  cas  où  l'un  des 
deux  cercles  donnés  est  remplacé  par  un  point,  qu’il  suffit  alors  de  consi- 
dérer comme  un  cercle  d'un  rayon  nul  : ce  point,  comparé  à l'un  des  cer- 
cles donnés,  est  à la  fois  centre  de  similitude  inverse  et  directe.  De  même 
avec  l’autre  cercle.  La  disomologue  d'un  point  et  d’un  cercle  (tout  être  dé- 
terminée si  l’on  considère  que,  d’après  l’expression  de  X (p.  18),  la  diso- 
mologue ne  change  pas  lorsque  les  carrés  des  rayons  augmentent  ou  dimi- 
nuent de  la  inème  quantité. 

La  même  construction  s'applique  encore  au  cas  où  deux  cercles  O',  O' 
sont  remplacés  par  des  points.  La  disomologue  de  deux  points  u’est  autre 
que  la  perpendiculaire  menée  au  milieu  de  la  droite  qui  joint  ces  dèux 
points.  Du  reste,  ce  dernier  problème  se  résout  de  plusieurs  altres  maniè- 
res , dont  on  va  indiquer  la  plus  simple.  - 

Soit  O le  cercle  donné,  O',  O'  étant  les  deux  points  donnés  ; par  ces  deux 
points  faite»  passer  un  cercle  qui  coupe  le  cercle  proposé  en  3 |ioiuts  A,  B; 
tirez  AB,  et  O'  O'  qui  se  couperont  eu  un  point  C.  De  ce  point  G menez  les 
tangentes  CD,  CD'  : les  cercles  qui  passent  l’un  par  I),  O',  O',  l’autre  par  D', 
O',  O",  sont  les  cercles  cherchés,  ce  qu'on  peut  prouver,  soit  par  le  moyen 
de  la  pr.  87,  1.  3,  soit  par  la  considération  des  disomologues. 

A ce  problème  peut  se  ramener  celui  où  il  s’agit  de  faire  passer(iig.  188)  par 
un  point  O’  un  cercle  tangent  à deux  autres.  Soit  S le  centre  de  similitude 
directe  de  O,  O'  ; A,  B les  points  de  contact  du  cercle  cherché  ; la  droite  AB 
passe  en  S : joignez  SO'.  et  soit  C le  point  inconnu  où  celte  droite  coupe  le 
cercle  cherché.  On  a SG.  SO'—SA.  SB.  Mais  par  rapport  à un  rayou  vecteur 
quelconque  SA',  on  a SA'.  SB'— SA.  SB.  Car  si  l’on  prolonge  SA,  SA',  jus- 
qu’en D , D',  les  droites  homologues  BB',  DD'  seront  parallèles,  /\  AA'S  — 
ADD’  — par  suite  B'BS,  de  sorte  que  les*  SBB',  SA  A',  SDD'  sont  semblables, 
d’où  l’égalité  ci-dessus.  On  a donc  aussi 

SC.  SO'— SA'.  SB’. 

Ainsi,  après  avoir  tiré  un  rayon  vecteur  quelconque  SD',  par  les  points 
A',  B',  non  homologues,  et  par  O',  faites  passer  un  cercle  qui  coupera  SO' 
en  un  point  C ; ce  point  appartiendra  au  cercle  tangent.  Il  suffira  donc 
de  mener  i>ar  C et  O’  un  cercle  langent  à O on  à O'.  D’ailleurs,  le  cercle 
auxiliaire  CO'B'A',  servira  immédiatement  à déterminer  les  points  de 
contact  comme  ABO'O'  fig.  167.  Outre  les  deux  cercles  tangents  que  l’on 
trouvera  ainsi,  il  y en  a deux  autres  que  l’on  construira  en  employant  au 
lieu  de  S le  centre  de  similitude  inverse. 

Remarque  3.  La  construction  de  pr.  83  est  en  défaut  si  les  centres  des 
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. cercles  O,  O',  O'  sont  en  ligne  droite  : car,  dans  ce  cas , les  disomolo- 
gues  sont  parallèles  et  les  axes  de  similitude  se  confondent  avec  la  ligne 
des  centres,  de  sorte  que  les  pôles  île  ces  axes  n’existent  plus.  Or,  ce  qu’on 
vient  de  dire  à la  lin  de  la  remarque  précédente  conduit  à une  autre  solu- 
tion de  pr.  22,  solution  toujours  possible.  S’il  s’agit  par  exemple  de  déter- 
miner le  cercle  qui  touche  les  3 cercles  donnés  extérieurement,  on  diminuera 
chacun  des  trois  rayons  donnés  K,  R',  R'  d'une  quantité  égale  au  plus  pe- 
tit, que  je  suppose  R",  ce  qui  donne  un  point  O',  et  deux  cercles  de  rayons 
R — R',  R — R*.  Or,  le  cercle  qui , passant  par  O’,  touchera  les  cercles  auxi- 
liaires R— R’,  R'  — R"  extérieurement , aura  môme  centre  que  celui  qui 
touche  extérieurement  les  3 cercles  donnés  O,  O',  O . Les  centres  des  7 au- 
tres cercles  tangents  se  trouveront  d’une  manière  analogue. 

Remarque  3.  Si  au  lieu  d’uu  dès  cercles  O,  O',  O',  on  donne  une 
droite,  on  peut  considérer  que  d’après  la  pr.  18,  toutes  les  fois  que  l’un 
des  2 cercles  dont  on  cherche  la  disomologue,  sc  change  en  une  droite, 
cette  droite  est  elle-même  la  disomologue.  Quant  aux  centres  de  simi- 
litude de  la  droite  et  du  cercle  comparés,  ce  sont  les  iioinls  où  la  cir- 
conférence est  coupée  par  une  droite  menée  de  son  centre  perpendiculaire 
à la  droite  donnée.  Au  moyen  de  ces  transformations,  on  peut  appliquer 
la  construction  de  pr.  22,  au  cas  où  uu  des  cercles  donnés  est  remplacé 
par  une  droite,  etc. 

Voici  encore  la  construction  du  cercle  tangent  à une  droite  AB  (tig.  16»), 
ét  à un  cercle  O donnés,  et  passant  par  un  point  donné  O’. 

Menez  du  point  O une  droite  OC  per|>endiculaire  à AB,  afin  de  détermi- 
ner sur  la  circonférence  O les  points  S,  S';  du  point  S,  menez  une  trans- 
versale quelconque  SB  (oh  peut  prendre  SC);  par  les  points  U,  B,  où  elle 
coupe  O et  AB,  et  par  le  point  O'  faites  passer  une  circonférence  qui  coupera 
gn  un  point  E la  droite  SO'  : le  point,  E appartiendra  au  cercle  tangent. 
Ainsi,  par  les  points  E,  O',  on  mènera  uu  cercle  tangent  à O,  et  pour  cela 
on  tire  la  corde  D D'  coupant  O'S  en  F ; les  tangentes  FG,  FG'  déterminent 
deux  points  G,  G',  dont  chacun  combiné  à sou  tour  avec  O'  et  E,  fournira 
un  cercle  tangent.  Le  point  U où  le  premier  touche  AB  se  trouve  sur  SG. 

Si  dans  cette  construction  on  remplace  S parS’,  ou  trouvera  deux  nouvelles 
solutions  : total  4. 
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LES  SURFACES  COMPARÉES 

PAR  L’INTERMÉDIAIRE  DES  L ONCUE  CRS. 


Les  polygones  comparés  au  carré,  pr.  1 — 6. 

Le  cercle  comparé  au  carré,  pr.  7. 

Comparaison  des  figures  semblables,  pr.  8. 

Comparaison  de  figures  diverses,"  ou  transformation  des  aires, 
pr.  9 — 45. 


Fif.  170.  Un  CJ  peut  se  diviser  en  parties  égales,  par 
des  droites  parallèles  à un  côté.  C’est  ainsi  que  ABCD  est 
divisé  en  sept  parties  égales,  par  des  droites  parallèles  au 
côté  AD.  En  répétant  l’une  de  ces  parties  trois  fois,  on 


aurait  donc  les  — de  la  figure  ABCD.  Par  conséquent  un 


£7  peut  être  multiplié  par  un  nombre  commensurable  quel- 


conque. 

On  peut  aussi  concevoir  le  produit  d’un  CJ  par  un  nom- 
bre incommensurable,  par  exemple  par  |/!î.  ( Consultez 
mon  A rithmé tique . ) 

Cela  posé , le  rapport  de  deux  CJ  est  un  nombre  abstrait 
tel , que  le  produit  du  second  CJ  par  ce  nombre  est  égal 
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au  premier.  On  doit  supposer,  dans  ce  qui  vient  d’être  dit, 
que  les  £7  que  l’on  compare  ont  les  angles  égaux  chacun  à 
chacun  ; mais  il  n’est  pas  nécessaire  de  leur  supposer  un  côté 

3 

commun,  comme  on  a fait  en  prenant  les  - du  £7  ABCD. 

Car  si  l’on  partage  AD  en  4 parties  égales,  et  que , par  les 
points  de  division,  ou  mène  des  parallèles  à AB,  le  O ALMN 
3 

sera  tout  aussi  bien  les  - de  ABCD  que  AIKD,  puisque  AIKD 

et  ALMN  ont  la  partie  commune  AION , et  les  parties  ex- 
cédantes IOML  d’un  côté,  DNOK  de  l’autre,  sont  composées 
elles-mêmes  d’un  môme  nombre  de  petits  £7  égaux. 

Déf.  1.  Deux  figures  planes  sont  dites  équivalentes,  lors- 
qu’elles ont  des  surfaces  égales,  quoique  non  superposables. 
Les  £7  AIKD , ALMN  sont  donc  équivalents. 

Déf.  2.  Le  rapport  des  surfaces  de  deux  figures  est  un 
nombre  abstrait  tel,  que  le  produit  de  la  seconde  figure  par 
ce  nombre  donne  une  figure  égale  ou  équivalente  à la  pre- 
mière. Nous  indiquerons  le  rapport  de  deux  surfaces  A, 

B par  les  notations  connues  A; B et 

Lors  donc  que  nous  dirons,  par  exemple , une  surface  A 

3 

est  à une  surface  B : 3 ; 7,  il  faut  entendre  que  A vaut  les  - 

7 

de  B,  c’est-à-dire  que  si  A est  divisée  en  3 parties  égales , 
B équivaut  à la  somme  de  7 de  ces  parties;  et  réciproque- 

* 3 3 A 3 

ment , si  A vaut  les  - de  B,  on  écrira  A=-  B , ou  - =-,  ou 
7 7 B 7 

a:b::3:7. 

Pour  appuyer  cette  définition,  remarquez  qu’on  peut  tou- 
jours concevoir  un  £7  qui,  ayant  un  angle  donné,  soit 
équivalent  à une  figure  donnée.  Car  si  dans  un  £7  on  con- 
serve un  côté  et  les  angles,  et  qu’on  fasse  varier  le  côté  ad- 
joint d’une  manière  continue,  le  £7  variera  d’une  manière 
continue  depuis  zéro  jusqu’à  l’infini . Il  passera  donc  par 

9 
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tous  les  états  de  grandeur  qu’une  sprfaoe  plane  peut  pren- 
dre; par  conséquent,  il  prendra  successivement  des  valeurs 
équivalentes  à toutes  les  ligures  planes  imaginables.  Ainsi 
deux  figures  étant  données,  on  peut  les  supposer  remplacées 
par  deux  £7  respectivement  équivalents  , ayant  un  angle 
commun.  Or,  il  a été  montré  comment  on  multiplie  un  pj 
par  un  nombre  abstrait;  on  concevra  c|onc  aussi  le  rapport 
de  deux  surfaces  planes  quelconques. 

Déf.  3.  La  mesure  d’une  surface  se  nomme  aire.  Le  sens 
du  mot  mesure  est  défini , I.  3. 

Déf.  4.  Fig.  171  et  172. — La  Ziauteurd’un  A ABC  est  la 
perpendiculaire  AP,  menée  du  sommet  A d’un  des  /\  sur 
le  côté  opposé  BC , prolongé  s’il  le  faut.  Ce  point  A s’ap- 
pelle le  sommet  du  A,  et  le  côté  BC , sur  lequel  tombe  la  per- 
pendiculaire, se  nomme  la  base.  On  peut  prendre  pour  base 
tel  côté  qu’on  veut  ; le  sommet  sera  celui  de  l’augle  opposé 
à ce  côté. 

Dans  un  A isocèle  , on  prend  ordinairement  popr  base  le 
côté  (jui  n’est  pas  égal  aux  autres. 

Déf.  5.  Fig.  173.  — La  hauteur  d’un  O est  la  perpen- 
diculaire AE,  menée  entre  deux  côtés  opposés  pris  pour 
bases. 

» . ■ . • 

Déf.  6.  Fig.  174.  — La  hauteur  du  trapèze  est  la  per- 
pendiculaire EF  menée  entre  les  bases. 

PROPOSITION  I. 

Théorèmf..  — Fig.  170. 

tes  surfaces  de  deux  O ABCD,  EFGH  équiangles  entre 
eux,  sont  entre  elles  comme  les  produits  des  côtés  adjacents, 
de  sorte  qu’on  a 

ABCD  I EFGH  : : AB  X AD  : EF  X Eli. 

Supposons  que  les  côtés  AB,  EF  soient  entre  eux::7;5 


M 
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et  que  AD;EH;:4;3.  Divisez  AB  en  7 parties  égales,  EF 
en  contiendra  5 ; par  les  points  de  division  menez  des  droites 
respectivement  parallèles  aux  côtés  AD,  EH  ; ces  droites  dé- 
composeront la  première  figure  en  7 parties  égales,  et  la 
seconde  en  5 parties  égales  entre  elles,  mais  non  égales  à 
celles  de  la  première.  Divisez  de  même  AD  en  4 parties 
égales,  EH  en  contiendra  3.  Si , par  les  points  de  division, 
de  AD  on  mène  des  parai  lèles  au  côté  AB,  chacune  des  7 parties 
de  ABCD  se  trouvera  divisée  en  4 O égaux,  de  sorte  que 
ABCD  se  trouvera  décomposé  en  7 x4  parties  égales.  Opé- 
rant de  même  sur  EFGH,  on  décomposera  cette  figure  en 
5x3  parties  égales  à celles  de  ABCD;  donc  (d.  2) 

(i)  abcd;efgh::7x4:3x5. 

Mais  on  a 

ab:ef::?:5 
ad:eh::4:3; 
multipliant  par  ordre  . 

abxad;efxeh::7.  4:5.3, 

cette  proportion  a un  rapport  commun  avec  (1);  donc 
ABCD  : EFGH  : : AB  X AD  : EF  X EH. 

Si  A$,  EF  étant  commensurables,  AD,  EH  ne  le  son/:  pas, 
dans  la  rem.  4,  p.  3,  1.  3,  supposez  que  A,  B représentent 
les  deux  O ; a,  (3  les  côtés  AB,  EF,  a,  b les  côtés  AD,  EH, 
et  vous  conclurez  que  notre  proportion  a lieu  dans  ce  cas. 
On  passera  de  même  au  cas  où  AB,  EF  sont  incommen- 
surables, ainsi  que  AD,  EH,  on  supposera  alors  AD=a, 
EH=|B  AB=a,  EF=6. 

Corollaire  1.  Tirez  les  diagonales  DB,  HF;  chacun  des 
deux  CJ  se  trouvera  décomposé  en  deux  A égaux.  Ces  deux 
A ADB , HEF , qui  ont  un  angle  égal  (A=E),  sont  donc  entre 
eux  comme  les  O,  ou  : ; AL)  X AB  ; EH  X EF , c’est-à-dire 
comme  les  produits  des  côtés  qui  comprennent  f angle  égal. 
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PROPOSITION  II. 


Théorème. 

L'aire  d'un  rectangle  rapportée  à un  carré  pris  pour  unité , 
est  égale  au  produit  de  la  base  par  la  hauteur , rapportées 
au  côté  de  ce  carré. 


Soient  deux  rectangles,  que  nous  nommerons  R,  r;  soient 
B,  b leurs  bases,  H,  h leurs  hauteurs,  qui,  dans  ce  cas,  sont 
les  côtés  adjacents  aux  bases.  Puisque  dans  les  rectangles  les 
angles  sont  égaux  comme  droits,  on  aura  Rlr;  :BXH;ôX & 
(p.  1),  proportion  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

R BXH  B w II 

r bxh  b*  h' 

Supposons  maintenant  que  r soit  un  carré,  de  sorte  que 
h— b,  la  proportion  devient 

R B H 

r b b 


Si  l’on  prend  r pour  unité  de  surface,  - est  la  mesure  de  la 

surface  du  rectangle  R (d.  3);  si,  de  plus,  on  prend  b pour 
fi  H 

unité  de  longueur,  -,  — sont  les  mesures  des  côtés  B,  II 
b b 

du  rectangle  ; donc , effectivement  si  l’on  sous-entend  que 
l’unité  de  surface  est  un  carré,  et  que  l’unité  de  longueur 
est  le  côté  de  ce  carré,  la  mesure  de  la  surface  d’un  rectangle, 
ou  l'aire  d’un  rectangle,  est  égale  au  produit  de  la  base  par 
Ja  hauteur. 

, , . R B H 

Remarque  1.  Représentant  les  trois  rapports  -,  -,  — 

par  R’,  B’,  H’,  on  peut  écrire  : 


r'=p/xh’. 
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Ainsi,  pour  mesurer  la  surface  d’un  rectangle  en  mètres 
carrés , mesurez  les  côtés  en  mètres,  et  multipliez  ces  me- 
sures l’une  par  l’autre,  le  produit  sera  l'aire  du  rectangle. 
B’,  H'  sont  ici  deux  nombres  abstraits , dont  le  produit  est 
égal  au  nombre  abstrait  R',  rapport  du  rectangle  au  carré. 

Exemple.  On  demande  l'aire  du  rectangle  qui  a pour 
base  3m,  126  et  pour  hauteur  lm,  14. 

Cette  aire  =3, 126X  1,14=3,56364;  comme  on  a pris 
pour  unité  de  longueur,  le  mètre,  l’unité  de  surface  est 
le  mètre  carré  que  nous  désignons  par  m*.  La  partie  déci- 
male peut  s’énoncer  en  décimètres  carrés , centimètres 
carrés,  etc.  Pour  faire  voir  comment  on  l’énonce,  remar- 
quonsque  pour  mesurer  un  mètre  carré  en  décimètres  carrés, 
il  faut  mesurer  la  base  et  la  hauteur  en  décimètres,  et  mul- 
tiplier entre  elles  les  deux  mesures  ; or,  la  base  et  la  hauteur 
seront  égales  chacune  à 10,  et  leur  produit  sera  100.  Donc 
le  mètre  carré  contient  100  décimètres  carrés.  De  même,  le 
décimètre  carré  contient  100  centimètres  carrés,  le  centi- 
mètre carré  contient  100  millimètres  carrés,  et  ainsi  de 
suite.  Par  conséquent 

lm,=100  décimètres  carrés  = 10000  centimètres  carrés 
= 1000000  millimètres  carrés.  Donc  le  décimètre  carré  est 

1 1 

— du  mètre  carré , le  centimètre  carré  est  — du 

100  10000 

mètre  carré,  etc.  Le  nombre  3“*, 56364  contient  donc 

3 mètres  carrés,  56  décimètres  carrés, 

36  centimètres  carrés,  40  millimètres  carrés. 

Remarque  2.  Dans  tout  le  reste  de  cet  ouvrage,  l’unité  de 
surface  sera  le  carré  construit  sur  l’unité  de  longueur. 

Remarque  3.  L’aire  d’un  carré  rapporté  à un  autre  carré, 
sera  donc  le  carré  arithmétique  du  côté  du  premier  rapporté 
à celui  du  second.  Ainsi  dans  toutes  les  propositions  du 
3e  livre , le  carré  d’une  ligne  peut  être  regardé  comme 
l’aire  du  carré  qui  a cette  ligne  comme  côté , et  le  produit  de 
deux  lignes  peut  être  interprété  comme  représentant  l’aire 


Digitized  by  Google 


134 


GÉOMÉTRIE. 


du  rectangle , ayant  pour  base  l’une  de  ces  lignes  et  pour 
hauteur  l'autre.  C’est  ainsi  que  les  pr.  24,  25,  I.  3,  prou- 
vent : 

1°  t)iic  (fig.  175)  le  carré  ABFE  fait  sur  un  côté  AB  de 
l’angle  droit  d’un  A rectangle  ABC  est  équivalent  au  rec- 
tangle BDLI  fait  sur  BI=BC,  et  BD  projection  de  AB  sur  BC. 
De  même  ACKG  carré  fait  sur  AC  est  équivalent  au  rectangle 
DCI1L  fait  sur  DC  et  sur  CII=CB.  Car  on  a prouvé  que 

AB=BC  X BD , AcLbCXCD. 

2°  Que  le  carré  BCIII  fait  sur  l’hypothénuse  est  égal  à la 
somme  des  carrés  AF,  AK  faits  sur  les  deux  autres  côtés. 

Cette  dernière  propriété  peut  être  prouvée  parla  compa- 
raison immédiate  des  surfaces  de  ces  carrés. 

Soit  (fig.  176)  ABC  le  A,  rectangle  en  A.  Sur  AC,  supposé 
> AB,  construisez  le  carré  ACDE  hors  du  A,  et  sur  AB,  le 
carré  ABGF  couvrant  en  partie  le  A.  Menez  CH  perpen- 
diculaire à BC  jusqu’à  DE  en-H.  Les  /\  IIC1),  AÇB,  tous  les 
deux  aigus,  sont  égaux  comme  ayant  les  côtés  respectivement 
perpendiculaires;  CD  = CA,  et  les  /\  en  D et  A sont 
droits;  donc  A CHD=ABC.  et  DH=AB,  CH=CB.  Ainsi, 
sur  BC  et  C1I  on  peut  faire  un  carré  BCHI.  Il  faut  prouver, 
que  ce  carré  est  équivalent  à l’hexagone  BGFCDE  , somme 
des  carrés  faits  sur  AB  et  AC.  Or  ces  deux  ligures  ont  de 
commun  la  partie  BLFCHK ; il  reste,  quant  au  carré  BCHI, 
les  A 1BK,  LCF , et  quant  à l’hexagone,  les  3 A BGL,  CHD, 
KEH.  Maison  a montré  que  DH=AB=AF;  donc  FC=EH; 
de  là  et  des  /\,  droits  en  F,  E,  égaux  en  H,  C à cause 
des  parallèles,  on  conclut  que  A LFC=KEH. 

Enfin,  si  de  I on  mène  IM  perpendiculairement  à BE,  ou 
prouvera  1°  que  A B1M=CHÜ,  vu  que  B1=CH,  et  que  les 
/\  homologues  sont  égaux;  2°  que  A IMK  = BGL.  Car 
IM=HD=AB=BG , et  les  /\  homologues  sont  aussi  égaux. 

Par  suite  le  carré  et  l’hexagone  sont  décomposés  en  parties 
respectivement  superposables.  Donc,  etc. 
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PROPOSITION  iii. 

Théorème  — Fig.  177. 

Caire  d'un  EJ  est  égale  au  produit  de  sa  base  par  sà 
hauteur. 

Pour  le  démontrer,  je  dis  d’abord  que  deux  EJ  AbCD, 
A'B'C'D'de  même  hauteur  et  de  bases  égales  sont  équivalents. 

Soient  AB,  A'B'  les  bases  égales  ; placez-lcs  sur  une  droite  ; 
la  hauteur  étant  la  même,  les  deux  autres  bases  CD,  CD' 
seront  sur  une  parallèle  à AB'.  Cela  posé,  comme  AB=A'B’ 
=CD=C'D',  les  deux  trapèzes  AA'D'I),  BB'C'C  seront  égaux, 
vu  que  les  droites  AB,  A'B',  etc.,  qui  joignent  les  sommets  de 
l’un  à ceux  de  l’autre,  sont  égales  et  parallèles.  Si  donc  de  la 
ligure  totale  AB'C'D  on  retranche  successivement  ces  deux 
trapèzes,  l.es  restes  ABCD,  A B'C'D'  seront  équivalents. 

Cela  posé,  si  AB'C’D'  est  un  rectangle,  son  airc=A'B' 
XB'C'.  Donc  aussi  l’aire  ABC1)=  ABXC'B'.  , 

Corollaire.  Deux  EJ  de  même  base  sont  entre  eux  comme 
leurs  hauteurs,  et  deux  EJ  de  même  hauteur  sont  entre  eux 
comme  leurs  bases.  En  effet,  soient  P,  p les  aires  de  deux 
EJ,  B,  b les  bases,  H,  h les  hauteurs.  D’après  ce  qu’on  vient 
de  prouver,  on  a P=B  Xll , p=bxh,  et  par  conséquent 

p:/>::bxh:£x/i. 

Or,  si  l’on  suppose  les  bases  égales,  B devient  égal  à b , 
et  la  proportion  se  réduit  à P’.p'.’.ll’.h,  etc. 

PROPOSITION  IV. 

Théorème.  — Fig.  173. 

L’aire  d’un  A ABC  est  égale  à la  moitié  du  produit  de  la  base 
par  la  hauteur. 

D’un  sommet  A menez  une  droite  AD  égale  et  parallèle 
au  côté  opposé  BC  ; joignez  CD.  La  ligure  ABCD  sera  un  EJ 
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(1.  1,  p.  26),  que  la  diagonale  AC  divise  en  deux  A égaux. 
Ainsi  le  A ABC  est  la  moitié  de  ce  EJ  ; or,  si  AE  est  la  per- 
pendiculaire menée  du  point  A sur  BC,  l’aire  du  O a 
pour  mesure  (p.  3)  BC  X AE  ; donc  le  triangle  a pour  mesure 

^BCXAE. 

Remarque.  L’aire  d’un  A ABC  ne  change  pas  si  l’on 
transporte  le  sommet  A en  un  point  quelconque  de  (adroite 
indéfinie  AD,  parallèle  à la  base  BC. 

Corollaire  1.  Deux  A de  même  base  sont  entre  eux 
comme  leurs  hauteurs,  et  deux  A de  même  hauteur  sont 
entre  eux  comme  leurs  bases,  puisque  chaque  A est  la  moitié 
d’un  £7  de  même  base  et  de  même  hauteur. 

Corollaire  2.  Tout  polygone  pouvant  se  décomposer  en 
A,  on  saura  calculer  la  surface  d’un  polygone  quelconque, 
au  moyen  des  mesures  de  certaines  droites. 

PROPOSITION  V. 

Théorème. — Fig.  174. 


L’aire  d’un  trapèze  est  égale  à la  hauteur  EF,  multipliée 
par  la  demi-somme  des  bases  parallèles  AB,  CD,  ou  par  la 
la  droite  GH,  qui  joint  les  milieux  des  côtés  non  parallèles. 

Tirez  une  diagonale  BD  ; le  A DBC  aura  pour  mesure  sa 
base  DC,  multipliée  par  la  moitié  de  sa  hauteur;  or  sa 

hauteur  est  égale  à EF,  et  par  suite  sa  mesure  - DCXEF. 

A 

Si  dans  le  A ABD  on  prend  AB  pour  base,  la  hau- 
teur est  aussi  égale  à FE  (d.  4),  et  ce  A a pour  mesure 


— AB  X EF.  Donc  la  somme  des  2 A DBC,  ADB,  c’est-à-dire 
2 


1 1 

le  trapèze  ABCD,  a pour  mesure  - CD  X EF  4-  - AB  X EF 

& £ 


OU 


I (AB+CD).  EF. 
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En  second  lieu,  si  du  point  G,  milieu  de  AD , on  mène 
GH  parallèle  à AB  et  par  suite  à DC,  ces  parallèles  GH,  AB, 
qui  intercepteut  sur  AD  des  parties  égales,  feront  de  même 
(I.  3,  p.  4)  sur  BD  et  BC,  de  sorte  que  L est  le  milieu  de  BD, 
H celui  de  BC.  D’ailleurs  si  de  1 on  mène  une  parallèle  à 
BC  jusqu’à  DC  en  K,  ce  point  K sera  aussi  le  milieu  de  DC  : 
1 1 

Ainsi  IH=CK=  - DC.  De  même  GI=  - AB.  DoncGl+IH 
2 2 

ou  GH,  est  la  moitié  de  la  somme  des  bases  AB+CD,  et  le 
trapèze  aura  pour  mesure  GHXEF. 

PROPOSITION  VI. 
théorème.  — Fig.  178. 

L'aire  d’un  polygone  régulier  est  égale  à son  contour  mul- 
tiplié par  la  moitié  de  l’apothème. 

Soit  ABCDEF , un  polygone  régulier,  O son  centre , OG 
son  apothème.  Tirons  les  rayons  AO,  BO,  etc. , qui  dé- 
composeront le  polygone  en  A égaux  entre  eux.  Le  A AOB 
1 

a pour  mesure  - GO  X AB,  et  comme  le  polygone  se  compose 
J 

1 

de  six  A égaux  à AOB,  il  aura  pour  mesure  - GOx  6AB  ou 

2 

la  moitié  de  l’apothème  mutipliée  par  le  contour  6AB.  On 
raisonnera  de  même  dans  tout  autre  cas. 

Déf.  7.  Un  secteur  circulaire  (fig.  179)  est  une  surface 
AOD  comprise  entre  2 rayons  AO,  DO  d’un  cercle,  et  l’arc 
AD  intercepté. 

Déf.  8.  Un  secteur  polygonal  régulier  est  la  surface  com- 
prise entre  une  ligne  brisée  régulière  et  les  rayons  menés 
à ses  extrémités. 
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PROPOSITION  VII. 
Théorème.  — Fig.  179. 


L'aire  du  secteur  de  cercle  est  égale  à son  arc  multiplié  par 
la  moitié  du  rayon,  et  l’aire  du  cercle  est  égale  à la  circon- 
férence multipliée  par  la  moitié  du  même  rayon. 

Soit  OABCD  le  secteur;  circonscrivez  à son  arc  une  ligne 
brisée  régulière  abcd,  à côtés  infiniment  petits.  Cette  ligne 
diffère  infiniment  peu  de  l’arc.  D’ailleurs  l’aire  comprise 
entre  l’arc  AB,  la  tangente  ab,  et  les  lignes  A a,  B b,  est 
moindre  que  le  rectangle  qui  aurait  pour  côtés  ab,  A a,  de 
sorte  que  la  différence  entre  le  secteur  circulaire  et  l’aire 
polygonale  est  moindre  que  abcdX  Aa;  elle  est  donc  infini- 
ment petite.  Donc  dans  toute  relation  de  forme  entière , la 
ligne  brisée  et  le  secteur  polygonal  peuvent  être  remplacés 
par  l’arc  et  le  secteur  circulaire.  (Voy.  Arithm.,  }.  3.) 

Mais  Aire  Oabcd=abcd  X - Oe. 

JL 

Donc  secteur  OABCD=  arc  ABCD  X - Oe. 

JL 


Même  raisonnement  pour  le  cercle  entier;  de  sorte  que 
Cercle  OA  = cire.  OA  X*  OA. 

Remarque.  Soit  r le  rayon  d’un  cercle  ; sa  circonférence 
sera  27ir  (1.  3,  p.  31,  r.  3)etsa  surface  2 7rr><  ou rcr*. 

a 

Soit  a l’angle  AOD  ; on  a 

a ; 4 droits  ; : arc  ACD  ; cire.  AO,  ou  ! 2 nr,  d’où 


arc  ACD  = 


2 irra 
4 droits ' 


2nra 

et  secteur  — — , - X 
4d 


1 nr  a 
-r  — -—. 

2 4 d 


Voici  quelques  applications  numériques  de  ce  qui  précède. 
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1°  Calculer  l’aire  d’un  secteur  de  cercle  dont  l’angle  est  de 
48° 4-54',  lerayon  du  cercle  étant  de  i “Wra , 6.  On  a ici  a~ 
48+54' etr=l,6.  On  réduit  les  degrés  en  minutes,  et  l’on 
2934  489 

aa=— — =— -=48,9;  prenant  ir=3, 14159,  nous  au- 
60  10 


rons 


sect.— 


48,9  X 3, 14159  X(l,6)3_48, 9X3, 14159X2, 56 
360  . 360 


On  peut  simplifier  en  divisant48,9  par  3,  puis  2,56  par 
4 et  360  par  12  ; ainsi 

3,14159X16,3X0,64 
secteur  = — . 


Opérations  faites,  on  a,  1°  : 16,3x0,64  = 10,432; 
2°  : 10,432  X 3,14159  = 32,77306688,  divisant  par  10 
puis  par  3,  on  a pour  résultat  1,092435562,  nombre  que, 
pour  abréger,  je  nommerai  k ; reste  à savoir  quels  sont  les 
bons  chiffres.  Or,  lepro<|uit  10,432  est  exact;  mais  3,14159 
est  approché  en  moins  à 0,00001  près;  le  produit  de  ces 
deux  nombres  est  donc  trop  petit,  et  l’erreur  est  moindre 
que  10,432X0,00001,  de  sorte  que  le  quotient  par 

30,  pris  exactement,  serait  en  erreur  de  moins  que  — X 

, OU 


1 

10,43X0,00001,  ou  que  - X 0,00001043,  qui  est  < 

O 

0,000003477...  En  prenant  ci-dessus  le  quotient  k,  on  a 
2 

négligé  rde  l’unité  décimale  du  9*  ordre  ; par  conséquent , 


l’erreur  sur  le  résultat  k est  moindre  que  0,000003478. 
Ainsi,  en  ajoutant  ce  nombre  à k,  on  a un  résultat  trop 
grand,  qui  est  1,092439040.  On  peut  donc  affirmer  que  le 
secteur  est  plus  grand  que  1,09243,  et  plus  petit  que 
1,09244,  et,  à moins  de  0,00001  près,  le  secteur  est 
lm’, 09243,  en  moins  ; ce  qui  fait  1 mètre  carré , 9 déci- 
mètres carrés , 24  centimètres  carrés,  30  millimètres  carrés. 
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2°  On  veut  avoir  à moins  d’un  millimètre  carré  la  surface 
d’un  cercle  dont  le  rayon  est  de  lm,  2;  avec  combien  de  déci- 
males faut-il  faire  entrer  ir  dans  ce  calcul  ? 

Représentons  par  p etp-f-a  deux  nombres  qui  compren- 
nent entre  eux  la  valeur  rigoureuse  de  tt.  L’aire  du  cercle 
sera  comprise  entre  (p4-a)  (1,  2)’  etp  (1,  2)*.  Pour  qu’elle 
diffère  de  chacune  de  ces  expressions  d’une  quantité  moindre 
qu’un  millimètre  carré,  il  suffit  que  la  différence  de  ces  deux 
mômes  expressions  soit  moindre  qu’un  millimètre  carré  ; or, 
cette  différence  est 


d’où 

ou 


« X (1,  2)1  qu’on  posera  <0,000001, 
0,000001 
a<  1,44  T’ 

1 

“ < 1440000' 


Ainsi,  il  suffit  que  la  valeur  de  ir  soit  approchée  à moins 
1 

de  — z-, — ou  à moins  de  0,0000001,  et  l’on  aura  la  sur- 
1440000 

face  avec  l’approximation  demandée.  Elle  est  4,523893344. 
Cette  valeur  contient  9 décimales,  et  n’est  exacte  qu’à 
moins  d’une  unité  du  6‘  ordre  ; cependant  si  nous  suppri- 
mions les  trois  derniers  chiffres,  nous  ne  pourrions  plus  affir- 
mer que  l’erreur  est  encôrc  moindre  que  l’unité  du  6*  ordre. 
Pour  savoir  si  cela  est,  on  peut  tenter  un  premier  essai  qui 
consiste  à calculer  une  limite  de  l’erreur,  limite  aussi  appro- 
chée qu’on  pourra.  Or,  on  a pris  ir  avec  7 décimales  et  en 
moins;  la  partie  négligée  dans  ir  est  plus  petite  que 
0,00000006;  l’erreur  sur  l’aire  est  donc  moindre  que 

0.00000006X  1,44=0,0000000864. 

Ainsi,  l’erreur  est  moindre  que  864  unités  du  10e  ordre, 
de  sorte  que  si  l’on  supprime  les  chiffres  344,  la  limite  de 
l’erreur  sera  de  344  unités  du  9e  ordre+864  du  dixième, 
ou  3440-1-864=4304  du  dixième,  ce  qui  est  moins  que 
l’unité  du  sixième.  Donc  au  6*  ordre  près,  et  en  moins,  la 
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surface  du  cercle  est  4mS, 523893,  quantité  par  conséquent 
trop  petite,  mais  qui  deviendrait  trop  grande  si  on  l’aug- 
mentait d’une  unité  du  6e  ordre  décimal. 

L’essai  ci-dessus  ne  résout  pas  toujours  la  question.  Lors- 
qu’il la  laisse  indécise,  il  faut  pousser  l’approximation  plus 
loin. 

3“  L'aire  d'un  cercle  est  a ; on  demande  d'en  calculer  le 
rayon  r à moins  de  i près. 

La  question  est  de  reconnaître  comment  il  faut  prendre  ir, 
pour  obtenir  ce  degré  d’approximation. 

Or,  on  a it r3=a,  d’où  r2  = -.  (1) 


Soient  p,p-hoc  deux  valeurs  approchées  de  rc,  telles  que 
w etTt<jp4-«. 


On  a r2<-  r*>— (2) 

p p -h<x 

Ces  quotients  ne  pourront  pas  généralement  se  calculer 
exactement.  Soient  q,  q — les  valeurs  approchées  du  1er, 
en  plus  et  en  moins,  q,  q'-hfi  celles  du  second,  en  moins 
et  en  plus,  de  sorte  que 


l<q  ~ > Sf  P (3) 

P P 


a 

p -hcc 


<q-h{ 3r 


a 

p-hoc 


>?'• 


On  a r<j /~q  r>|/<7'.  (5) 

Ces  racines  ne  pourront  pas  non  plus  généralement  se  cal- 
culer exactement.  Soient  b,  b — d les  valeurs  approchées 
dej/ç,-  b',  b'-h$'  celles  de  \fq\  de  telle  façon  que 


Vq<b  * ]Æq>b—S 
Vçf<b'-hi',  \rq>V 
d’où  r<6  , r>b' 


(6) 

(7) 

(8) 
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et  la  mesure  de  l’erreur  sera  b — b'. 

Il  suffit  donc  que  b-b'<t.  (9) 

Or,  de  (6)  et  (7)  ou  tire  b<CYq+à 

b'>[/qr — d'. 

D’où  b— y>\Tq— /?'+$+<?'.  (10) 

Ainsi,  il  suffit  que 

ÿq — \/q'-\-à+d'<i. 

Or  t/?— V?<i— — o'.  (11) 

D’où  \Tq  < \fq'+i — o — $ 
et  q < q + 2|/g'(î — ù — 3') + (i—â—â')' , 

puis  q—q<  2|/g'(t— J— üv) + (i— J — c?')a  ; (12) 

d’un  autre  côté,  (3)  et  (4)  donnent 


9> 


d’où  q — ÿ>— 


p+*' 

(3+^': 


aa 


P p-H*  ' r ' r ’?(?+«) 
Combinant  (13)  avec  (12),  on  voit  qu’il  suffit  que 
aa 


H3+0'.  (13) 


P(P+«) 
d’où 
aa 


+ Ç>  + (3r < 2 V~q  (t — à — &)  + (*-*—*)»  ; 


___  < 2 Vq  (»■  o <î')  + ({—$ — <?)* — /3— (H) 


Ceci  est  une  relation  entre  *,  |3,  (5',  J,  â'  quantités  dont 
les  4 dernières  sont,  jusqu  a un  certain  point,  arbitraires. 

On  essayera  par  un  calcul  direct  s’il  suffit  de  prendre 
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«= 1»  c’est-à-dire  si  la  dilTérence  des  valeurs  /■j  et  f/^ 
prises  pour  r,  est  < *'.  Je  suppose  que  cela  ne  soit  pas  ; 
par  suite  p (p+a)  <3.3  ou  9,  |/7<  //J,  et  au  lieu  de 
(14),  il  suffit  de  faire 

* . i 

ücc  , 

— <\Ta  -(-  (*■ — — ov)* — (i , — j3'  ; (15) 

d’où  a <^||/â.(t— d— J')  + (i—â— f) J . (1 6) 

Supposons  a=12,  *=0,01. 

Il  faut  d’après  (11)  que 

Posons  d=<T=  0,001;  prenant  ^=l/72=3,4 , 

(16)  devient  «<|[ 3,4 X 0,008-4-0,000064— (3— p'j 

=*|jo, 027264—  (3— (3'J. 

Prenons  J3=j3'=0, 001,  nous  aurons 
=3 

a<^X  0,025264=0,018948. 

Il  suffit  donc  de  prendre  pour  rr  le  nombre  3,14;  faisant 
la  division  (3)  ou  (4)  à 0,001  près,  et  extrayant  la  racine 
de  même,  ou  aura  r à 0,01  près. 

En  effet  on  a r<  Pl, 822  < 1,955 

et  r > |/JE> l/37809  >1,949. 

La  différence  des  deux  limites  de  r est  0,006. 
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PROPOSITION  VIII. 

Théorème. 

Les  aires  des  figures  semblables  sont  entre  elles  comme 
les  carrés  des  dimensions  homologues. 

l°Soient  (fig.  180)  deux  A ABC,  ADE,  semblables  et  sem- 
blablemcntplacés  parrapport  au  point  A ; le  côté  DE  sera  pa- 
rallèle à BC.  Menons  AF  perpendiculaire  ù BC  et  par  suite  à 
DE.  A cause  des  parallèles  on  a 

af:ag::ab:ad. 

A cause  de  la  similitude  des  A,  on  a aussi 

bc:de::ab:ad, 

1 î 

ou  -bc:- de::  ab:  ad. 

2 2 

Multipliant  cette  troisième  proportion  par  la  première, 

1 1 -2  - 

on  a -bcxaf:-dexag::ab:ad. 

w JL 

Mais  ^ BCX  AF  est  l’aire  du  A ABC  (p.  4)  ; ^ DEX  AG 

' est  celle  du  A ADE  ; donc  les  aires  de  ces  A sont  comme  les 
carrés  des  côtés  homologues  AB,  AD,  ou  comme  les  carrés 
de  deux  autres  dimensions  homologues  (1.  3,  p.  11). 

2°  Soient  maintenant  (lig.  97)  deux  polygones  semblables. 
Décomposons-les  en  A semblables.  Soient  ABC,  abc  deux 
A semblables,  de  même  ACD,  acd,  etc.  D’après  ce  qu’on 
vient  de  prouver,  on  a 

—2  —2 

abc  : abc  ::  ac  : œ. 

—2  —2 

ACD;adc:‘.  AClae, 
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d’où,  à cause  du  rapport  commun, 

XBC'.abc'.ACülacd, 
et,  ce  qui  se  démontre  de  même , 

' ::ADE:arfe; 


donc  la  somme  des  antécédents,  ou  l’aire  du  premier  poly- 
gone, est  à la  somme  des  conséquents,  c’est-à-dire  à l’aire  du 

—2  —2 

second,  comme  ABC \abc  ou  ::AB;a6,  etc. 

3°  Enfin,  soient  deux  secteurs  semblables,  répondant, 
par  conséquent,  à des  angles  égaux  : soit  S l’aire  de  l’un 
des  secteurs,  R son  rayon,  s l’aire  de  l’autre,  r son  rayon  , 
a l’angle  commun.  On  a (p.  7,  r.) 

_ ottR1  oitr* 

S=- — -,  s: 


4 d.'  ~h  d.' 


donc 


Sis:: 


arcR’  anr1 


ou  : : R2  : r*. 


4rf.  ’ 4rf. 

S’il  s’agit  des  cercles  entiers , on  a S=jtRs,  s=7:r\  et 
s:s::R*:r\ 

ce  qui  signifie  que  les  aires  des  cercles  sont  comme  les 
carrés  des  rayons,  de  môme  que  les  aires  des  secteurs  sem- 
blables. 

PROPOSITION  IX. 

Problème. 


Transformer  un  rectangle  donné  en  un  autre  rectangle 
équivalent,  dont  la  base  est  donnée. 

Soient  b.  Il  les  deux  côtés  du  rectangle  donné,  B la  base 
du  rectangle  cherché.  On  cherchera  une  quatrième  propor- 
tionnelle aux  trois  lignes  R,  b , Il  (1.  3,  p.  8);  cette  qua- 
trième proportionnelle  est  la  hauteur  du  rectangle  cherché. 
Car  on  aura 

10 
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b 

d’où 

bx(i=VXX- 

Or  (p.  2),  ôx/*  est  l’aire  du  rectangle  donné;  BXx 
est  celle  du  rectangle  construit  sur  B et  X;  donc  celui-ci  est 
équivalent  au  premier. 

■ PROPOSITION  X. 

Problème — Fig.  181. 

Trantformer  un  polygone  donné  en  un  triangle  équivalent. 

Soit  ARCDK  le  polygone.  Tirez  une  diagonale  DB  qui  sé- 
pare du  polygone  un  A DBC  ; transportez  le  sommet  G de 
ce  A parallèlement  à la  base  DB  sur  le  côté  AB  prolongé, 
en  F ; ce  A sera  transfermé  (p.  3,  r.)  dans  |e  A équivalent  FDB, 
et  ABC  DK  en  un  polygone  équivalent  AFDE  qui  a un  côté  de 
moins.  Si  sur  l’angle  K oi|  fait  la  môme  construction  que  sur 
G,  on  obtiendra  le  A GDF  équivalent  au  polygone  donné. 

Il  y a,  en  général,  à faire  autant  de  constructions  que  le 
polygone  a de  sommets,  moins  trois. 

PROPOSITION  XJ. 

Problème. 

Transformer  un  polygone  donné  en  un  carré  équivalent, 
c’est-à-dire  carrer  aw  polygone. 

1°  Si  le  polygone  donné  est  un  O,  on  cherchera  une 
moyenne  proportionnelle  entre  la  base  et  la  hauteur  ; cette 
moyenne  proportionnelle  sera  le  côté  du  carré  demandé. 
Car  soient  b,  h la  base  et  la  hauteur,  x la  moyenne  propor- 
tionnelle, on  aura 

b\x\\x'.h,  d’oùx*=6x/i. 

Donc  X*,  aire  du  carré  fait  sur  x,  est  éga|  à b Xh,  aire  duo. 

2°  Si  le  polygone  donné  est  un  A,  le  côté  «lu  carré  sera 
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une  moyenne  proportionnelle  entre  la  base  et  la  moitié  du 
la  hauteur. 

3°  Si  le  polygone  n'est  ni  un  A ni  un  O,  on  le  trans- 
forme en  un  A équivalent  (p.  10),  ce  qui  ramène  au  second 
cas. 

Remarque.  Carrer  une  figure  ou  en  opérer  la  quadrature , sont  demi 
expressions  synonymes.  I,a  quadrature  du  cercle  aurait  donc  pour  objet  de 
trouver  un  carré  équivalent  à l'aire  du  cercle.  A cet  elTet  il  faudrait  cher- 
cher une  moyenne  proportionnelle  entre  la  circonférence  et  la  moitié  du 
rayon.  Il  faudrait  donc  savoir  construire  une  ligue  droite  égale  à la  rircqn- 
férence,  en  supposant  le  rayon  coqnu  (I.  3). 

PROPOSITION  XII. 

Problème. 

Construire  un  rectangle  connaissant  l’aire,  ainsi  t/ue  la 
différence  ou  la  somme  des  côtés  adjacents. 

1°  On  transformera  (fig.  182)  l’aire  donnée  pn  un  carré 
équivalent  M.  Soit  d’ailleurs  CD  la  différence  donnée  ; sqr  çette 
droite  comme  diamètre  on  décrira  une  circonférence  : au  point 
C on  lui  mènera  une  tangente  CE  égale  au  côté  A15  du  carré  ; 
joignant  le  point  E au  centre  O,  on  aura  deux  segments  EG, 
EF  qui  seront  les  côtés  du  rectangle  cherché.  Car,  en  pre- 
mier lieu,  la  différence  de  ces  côtés  est  FG  ou  CD,  qui  est  la 
différence  donnée  ; en  second  lieu,  à cause  delà  tangente EC 

et  de  la  sécante  EG,  on  a (I.  3,  p.  27),  GE’EC  : 1EC;EF  , 
—2 

ouGEXFE=EC;  donc  l’aire  du  rectangle  fait  sur  GE  et  FE, 
est  égale  à l’aire  du  carré  fait  sur  EC,  c’est-à-dire  à l’aire 
donnée. 

2°  Soit  (fig.  183)  DC  la  somme  donnée.  Ayant  encore 
transformé  l’aire  donnée  en  un  carré  équivalent  M,  sur  cette 
ligne  DC,  comme  diamètre,  décrivez  une  demi-circonfé- 
rence ; au  pointCélevcz  sur  CD  une  perpendiculaire  CE  égale 
* au  côté  AD  du  carré  : du  point  E menez  à CD  une  parallèle 
EF  qui  coupera  la  circonférence  en  un  point  F;  enfin,  de 
ce  point  F menez  FG  perpendiculaire  à CD,  et  CG,  CD  seront 
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les  côtés  du  rectangle  cherché.  Car  la  somme  de  ces  côtés 
est  égale  à la  ligne  donnée  CD  ; de  plus,  la  perpendiculaire 
FG  étant  moyenne  proportionnelle  entre  les  segments  CG, 

GD  (I.  3,  p.  22).  on  a GD:FG::FG:GC,  d’où  GUXGC= 
—2  —2 

FG=EC.  Donc  l’aire  du  rectangle  fait  sur  GD  et  GC,  est 
égale  à l’aire  du  carré  donné,  fait  sur  EC. 

Remarque.  Si  (fig.  183)  le  carré  avait  son  côté  égal  a la  moi- 
tié de  CD,  en  élevant  Cil  perpendiculaire  à CD  et  égale  à ce 
côté,  puis  menant  du  point  H la  droite  Hl,  parallèle  à 
CD,  on  obtiendrait  un  point  I tel,  que  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  CD,  passerait  au  centre  O,  et  on 
retrouverait  CO  et  OD  pour  les  côtés  du  rectangle,  qui  par 
suite  ne  serait  que  le  carré  donné.  Mais,  si  le  côté  du  carré 
était  plus  grand  que  CO  ou  CH,  la  parallèle  menée  à CD  ne 
rencontrerait  pas  la  circonférence,  et  le  problème  serait  im- 
possible. Car  si  le  problème  est  possible,  soient  DK,  KC  les 
côtés  du  rectangle;  menez  KL  perpendiculaire  au  dia- 
mètre CD  ; le  rectangle  fait  sur  DK  et  KC  est  équivalent  au 
carré  fait  sur  KL  ; or  KL  ne  surpassera  jamais  01.  Donc  si 
le  côté  du  carré  donné  surpasse  01  moitié  de  CD,  le  problème 
est  impossible. 


PROPOSITION  XIII. 

Problème. 

Construire  une  figure  qui  soit  semblable  à une  figure 
donnée  P,  et  qui  ait  une  aire  donnée  Q. 

Soit  a une  dimension  de  la  figure  P,  x son  homologue 
dans  la  figure  inconnue  que  je  représente  par  X.  Les  figures 
P et  X,  étant  semblables,  sont  entre  elles  comme  les  carrés 
des  dimensions  homologues  (p.  8);  ainsi 

p:x::a2:a;8. 

Mais  l’aire  de  X est  égale  à celle  de  Q , ce  qui  change  cette 
proportion  en 


Digitized  by  Google 


LIVRE  IV. 


149 


i»  : Q : : : æ*. 

Cela  posé,  ou  carrera  les  figures  P et  Q ; soient  m,  n les 
côtés  des  carrés  obtenus  , de  façon  que  P— m!,  Q=n’;  rem- 
plaçant P et  Q par  m*  et  n\  on  aura 

d’où  m'.n'.’.a'.x. 

Ainsi  on  cherchera  (1.  3,  p.  8)  une  quatrième  proportion- 
nelle aux  lignes  m,n,  a,  et  sur  cette  quatrième  proportion- 
nelle x,  comme  côté  homologue  de  a , on  construira  une 
ligure  semblable  à P (I.  3,  p.  16);  cette  figure  aura  son  aire 
égale  à Q. 


PROPOSITION  XIV. 
Problème.  — Fig.  184. 


Construire  une  figure  semblable  à me  figure  P,  et  qm  soit 
à celle-ci  dans  un  rapport  donné. 


2; 

Soit  ce  rapport  égal  à -;sur  une  ligne  indéfinie  portez 


2 parties  égales  de  grandeur  arbitraire  de  C en  F ; à partir 
de  F,  prenez  encore  3 de  ces  mômes  parties  de  F en  D,  et 
sur  CD,  comme  diamètre,  décrivez  un  demi-cercle;  au 
point  F,  élevez  à CD  une  perpendiculaire  FG  jusqu’à  la  cir- 
conférence en  G;  tirez  les  cordes  GC,  GD  et  prolongez-les 
indéfiniment.  Comme  ici  la  figure  cherchée  est  représentée 
par  2 et  la  figure  donnée  par  3,  on  portera  sur  GD,  côté  qui  a 
pour  projection  FDégalà  3 parties,  on  portera,  dis-je,  sur  GD 
une  distance  GH  égale  à une  dimension  AB  delà  figure  P; 
du  point  II  on  mènera  Hl , parallèle  DC,  jusqu’à  GC  en  I.  Je 
dis  que  si  sur  GI,  pris  comme  homologue  de  AB,  on  construit 


une  figure  semblable  à P,  elle  sera  égale  à - de  P. 


En  effet,  à cause  des  parallèles  (l.  3,  p.  5),  on  a 
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gi:gh::gc:gd, 
d’où  gi:gh:;gc;gd? 

Mais  dans  le  A CGI)  rectangle  (I.  2,  p.  9,  c.  2)  en  G* 
les  carrés  des  côtés  de  l’arigle  droit  sont  entre  eux  comme 
leurs  projections  sur  l’hypothéhuse  (I.  3,  p.  23);  donc  * 

gc:gd::cf;fd::2:3. 

Rapprochant  cette  proportion  de  la  précédente,  on  obtient 

gi2;ghV.2:3. 

Enfin,  appelant  X la  figure  construite  sur  GI ; on  aura 

(P-8) 

x;p::gi:aë  ouGH,' 
et  à cause  du  rapport  commun , 

x:p::2:3. 

O 

Remarque.  On  peut  demander  que  la  figure  cherchée  soit 
â P comme  unelignè  esté  une  autre.  Dansee  cas,  on  prend  CF 
égal  « la  première  de  ces  lignes,  FD  égal  à la  seconde,  et  le 
reste  de  la  construction  est  le  même. 

PROPOSITION  XV. 

PhoBLÉME.  — Fis.  185. 

Etant  âoiihéèt  deux  figures  semblabtes  ABC,  abc,  en  con- 
sïhnr'e  une  troisième  qui  leur  soit  aussi  semblable , et  qui,  de 
plus,  soit  égale  à leur  somme  ou  à leur  différence. 

1°  Si  la  figure  cherchée  doit  être  égale  à la  somme  des 
deux  figures  données , on  fera  un  angle  droit  sur  les  côtés 
duquel  on  prendra , à partir  du  sommet,  les  distances  I)F, 
DE  respectivement  égales  À deùx  dimensions  homologues 
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AB,  ab  des  déux  figtires  dohnéeê  \ on  joindra  EF,  fct  Sur 
cette  ligne,  comme  dimension  homologue  à AB,  on  feha  une 
figure  EHF  semblable  è ABC  ; je  dis  quelle  sera  égale  à ABC 
4-aôc.Car  les  figures  ABC,  abc,  étant  semblables,  ort  a (p.8) 

—2  —2 

ABC'.abc::  AB;a6, 

—t  — » TT-Î 

d’où  ABC+fl^c;  ABC  : ; AB+a6  : AB. 

-î  rfi 

Mais  on  a aussi  EHF^ABGl’.FElAB. 

—2  —2 

Or,  à cause  du  triangle  rectangle  EDF,  on  a FE=FD 

—2  —2  —2 

-4-ED=AB-+-aô;  ainsi,  dans  ces  deux  proportions,  les 
trois  derniers  termes  sont  communs,  et  par  suite  EHF= 
ABC +aôc. 

2°  Supposons  qu’il  s’agisse  de  construire  une  figure  égale 
à la  différence  des  figures  ABC,  abc.  Sur  un  des  côtés  d’un 
angle  droit,  on  prend  DE  égal  à une  dimension  ab  de  la  plus 

petite  des  deux  figures;  du  point  E comme  centre,  et  d’un 
rayon  égala  AB,  homologue  de  ab,  on  décrit  un  arc  de  cercle 
qui  coupe  l’autre  côté  de  l’angle  droit  en  un  point  ; sur 
CD,  comme  homologue  de  AB,  on  fait  une  figure  semblable 
à ABC,  et  cette  figure  GID  sera  égale  à ABC — abc.  Car  de 

—2  — Ï 

la  proportion  ABC'.abc:  \ AÙ’.ab,  on  déduit 

ABC  —abc'.  ABC  : : Alt- — ab'.  Ab! 

Mais  à cause  du  triangle  rectangle  CED,  on  a 
—2  —2  —2  —2  —2 
AB — aô=GE — DE=GD . 

Comparant  donc  cette  proportion  avec  la  suivante 

gid:abc::gd:ab, 

on  aura  GID=ABC — abc. 

Remarque  1.  Si  les  figures  données  sont  des  carrés,  la 
construction  est  évidemment  la  môme,  et  le  raisonnement  se 
simplifie,  puisque  le  carré  fait  sur  l’hypothénuse,  etc. 
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Remarque  2.  S’il  s’agit  de  faire  une  figure  semblable  à 
ABC  et  ayant  avec  la  somme  ABC+rt^e  un  rapport  donné, 
on  cherche  d’abord  la  figure  EHF  égale  à cette  somme , en- 
suite , au  moyen  du  problème  précédent,  on  construit  une 
figure  qui  soit  semblable  à EIIF,  et  soit  avec  EHF  dans  le 
rapport  donné. 

Enfin,  s’il  faut  trouver  une  figure  semblable  à une  figure 
donnée  F,  et  dont  l’aire  ait  un  rapport  donné  avec  inP-t-nü, 
m,  n étant  deux  nombres  donnés,  P,  Q deux  figures  données, 
on  cherchera  d’abord  les  figures  mP,  nQ  (p.  14);  puis  on 
les  transforme  en  des  figures  respectivement  équivalentes , 
semblables  à F (p.  13),  ce  qui  ramène  à pr.  15. 
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LES  FIGURES  DANS  L’ESPACE  : 

GRANDEUR  ABSOLUE  DE  LEURS  ÉLÉMENTS. 


LES  DROITES  ET  LES  PLANS 

DANS  LEURS  POSITIONS  RELATIVES. 


(. située  dans  deux  plans,  pr.  I. 
perpendiculaire  au  plan,  pr.  2 — 11. 
parallèle  au  plan,  pr.  12 — 15. 

La  droite  et  les  plans  parallèles , pr.  10 — 19. 

Angles  formés  par  deux  plans , pr.  20 — 29.  t 

Droites  non  situées  dans  un  même  plan,  pr.  50. 

Angles  formés  pur  plusieurs  plans , pr.  31 — 46. 

Corps  terminés  par  des  plans  : composition , égalité , symétrie , 
pr.  47—57. 

PROPOSITION  I. 

Théorème.  — Fig.  186. 

Si  deux  plans  se  rencontrent,  leur  intersection  est  une  li- 
gne droite. 

Je  dis  d’abord  que  si  deux  plans  AB,  CD,  ont  un  point 
E commun,  ils  en  ont  deux  de  communs.  En  effet,  du  point 
E menez  dans  le  plan  CD  deux  segments  de  droites  quel- 
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conques  EF,  ËG,  l’un  d’un  côté  du  plan  AB,  l’autre  de  l'au- 
tre, ce  qui  est  possible,  vu  que  toute  droite  menée  par  le 
point  E dans  le  plan  CD,  perce  le  plan  AB  en  E,  passe  par 
conséquent  d’un  côté  à l’autre  de  ce  plan,  sauf  le  cas  où 
elle  serait  en  môme  temps  dans  le  plan  AB,  et  alors  les  deux 
plans  ayant  une  droite  commune,  la  proposition  serait  dé- 
montrée. Joignez  un  point  F de  l’un  de  ces  segments  avec 
un  point  G de  l’autre  ; les  droites  EF,  EG  étant  dans  le  plan 
CD,  les  points  F,  G y seront,  et  la  droite  FG,  qui  y a deux 
points,  y sera  tout  entière.  Mais  cette  droite  passe  d’un  côté 
du  pian  AB  à l’autre  ; donc  elle  coupera  ce  plan  en  un  point 
11,  lequel,  étant  un  point  de  la  droite  FG,  appartient  aussi 
au  plan  CD  qui  contient  cette  droite.  Donc  les  deux  plans  ont 
deux  points  E,  H communs  ; et  la  droite  EH  est  dans  chacun 
de  ces  plans  ( Prélim . d.  8). 

Aucun  point,  pris  hors  de  EH,  ne  saurait  appartenir  aux 
deux  plans  à la  fois  ; car  soit  I un  pareil  point;  les  deux 
plans  passant  tous  les  deux  par  les  trois  points  I,  E,  H,  non 
en  ligne  droite,  ne  feraient  qu’un  seul  et  même  plad. 

Déf.  1 . L’intersection  de  deux  plans  est  aussi  appelée  la 
trace  de  l’un  des  plans  sur  l’autre. 

I)éf.  2.  Le  point  copiraun  à une  droite  et  à un  plan  qui 
se  coitpent,  est  appelé  le  pied  ou  ia  trace  de  la  droite  sur  lè 
plan. 

DROPdSIÎIÔN  II. 

Théorème.  — Fig.  187. 

Une  droite  AB  perpendiculaire  à dexac,  autres  BC,  BD, 
menées  par  son  pied  B dans  un  plan  EF,  est  perpendiculaire 
à toute  autre  droite  BG  qui  passe  par  ce  pied , dans  le 
plan  EF. 

Puisque  les  droites  BC*  BG,  Bb  Sont  datlS  uh  riaètUe  plan 
ËF,  on  peut  mener  ütte  droite  CD  qui  les  coupe  toutes  les 
trois.  Soient  C,  G,  D les  points  d’intersection.  Prolonges 
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AB  vers  A',  et  après  avoir  pris  les  deux  distances  AB,  A'B, 
égales,  mais  arbitraires,  joignez  les  points  A,  A'  à chacun 
des  trois  points  C,  G,  D.  Puisque  AB  est  perpendiculaire  à 
BD,  et  que  A'B=AB,  BD  sera  perpendiculaire  au  milieu  de 
AA',  et  l’on  a DA  = DA'  (1.  1)  ; de  même  CA  = CA'. 
Par  suite,  les  A ACD,  A'CD  ont  le  côté  CD  commun,  les 
côtés  AD,  AC  sont  égaux  à A'D,  A C.  Donc  (I.  1)  ils  sont 
superposables;  les  points  C,  D resteront  communs,  et  le 
point  A'  tombera  en  A.  Par  conséquent  GA  coïncide 
avec  GA',  et  ces  deux  distances  sont  égales;  mais  AB  est 
aussi  égal  à A'B.  Ainsi  la  droite  BG,  qui  a deux  points  B,  G, 
également  distants  de  A,  A',  est  perpendiculaire  à AA',  et 
réciproquement  AA'  ou  AB  est  perpendiculaire  à BG. 

Corollaire.  Une  droite  BH,  qui  n’est  pas  perpendiculaire 
à toutes  les  droites  menées  par  son  pied  B,  dans  un  plan  EF, 
ne  l’est  qu’à  une  seule  au  plus.  Car  si  elle  l’était  à deux, 
elle  le  serait  à toutes. 

Déf.  3.  Une  droite  AB,  perpendiculaire  à toutes  celles 
qui  passent  à son  pied,  dans  un  plan  EF,  est  dit  perpendi- 
culaire à ce  plan,  et  le  plan  est  dit  perpendiculaire  à la  droite. 
Si  la  droite  BH  n’est  pas  perpendiculaire  à toutes  celles  qui 
passent  à son  pied  dans  un  pian  EF,  la  droite  B1I  et  le  plan 
EF  sont  dits  obliques  l’un  par  rapport  à l’autre. 

Déf.  4.  La  trace  B de  la  perpendiculaire  AB,  menée  d’un 
point  À sur  un  plan  EF,  Se  nomme  la  projection  de  A sur  le 
plan  EF,  qui  prend  le  nom  de  plan  de  projection  . 

Le  lieu  des  projections  dés  points  d’une  ligne  est  appelé 
projection  de  cette  ligne.  La  projection  d’une  aire  est  l’aire, 
terminée  parla  projection  du  contour  de  l’aire  projetée. 


PROPOSITION  111. 
Théorème.  — Fig.  ISS. 


Par  un  point  il  ne  passe  pas  plus  d’une  droite  perpendi- 
culaire à un  plan. 

1°  Supposons  qu’en  un  point  A d’un  plan  BC,  il  existe 
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deux  droites  AD,  AE  perpendiculaires  à ce  plan.  Ces  droites, 
se  coupant,  déterminent  un  plan  qui  coupera  le  plan  BC 
en  une  droite  AF  ; or  AD,  qui,  par  hypothèse,  est  perpen- 
diculaire au  plan  BC,  le  sera  à la  droite  AF  menée  par  son 
pied  dans  ce  plan  ; de  même  AE  serait  perpendiculaire  à 
AF.  Donc  au  même  point  A d’une  droite  AF,  on  pourrait 
mener  à cette  droite  deux  perpendiculaires  AD,  AE,  situées 
avec  elle  dans  un  même  plan,  ce  qui  est  impossible  (I.  1), 
donc,  etc. 

2°  Fig.  189.  Supposons  que  d’un  point  A pris  hors  d’un 
plan  BC,  partent  deux  droites  AD,  AE  ‘perpendiculaires 
à ce  plan , et  le  coupant  aux  points  D,  1]  ; tirez  la  droite  DE 
qui  sera  dans  le  plan  BC.  Les  droites  AD,  AE,  perpen- 
diculaires au  plan  BC , le  sont  à la  droite  DE  (d.  3); 
donc  le  A DAE  aurait  deux  angles  droits,  ce  qui  est  im- 
possible ; donc,  etc. 


PROPOSITION  IV. 

Théorème.  — Fig.  190. 

Par  un  point  il  ne  passe  pas  plus  d’un  plan  perpendi- 
culaire à une  droite. 

Supposons  que  par  un  point  il  passe  deux  plans  dis- 
tincts perpendiculaires  à une  droite  AB;  ces  deux  plans 
ayant  un  point  commun,  se  couperont,  et  leur  intersection 
présente  deux  cas  : ou  elle  coupera  la  droite  AB,  ou  elle  ne 
la  coupera  pas. 

1°  Soient  CF,  CE  les  deux  plans,  GC  leur  intersection  , 
coupant  AB  en  C.  Par  ce  point  C,  menez  dans  le  plan  CF 
une  droite  CH,  différente  de  CG.  Par  AB  et  CH,  faites  pas- 
ser un  plan  AK,  qui  coupera  ^e  plan  CE  suivant  une  droite 
CI,  distincte  de  CH,  puisque  celle-ci  ne  se  confond  pas  avec 
CG.  Or,  la  droite  AB,  par  hypothèse  perpendiculaire  aux 
plans  CF,  CE,  l’est  aux  droites  CH,  CI  (d.  3)  ; donc  au  même 
point  C de  AB,  et  dans  un  plan  AK  qui  contient  cette  droite, 


Digitized  by  Google 


LIVRE  V. 


157 


il  y aurait  deux  perpendiculaires  CH,  CI,  à cette  droite,  ce 
qui  ne  se  peut  ; donc,  etc. 

2°  Fig.  191.  Soit  toujours  AB  la  droite;  soient  CD,  CE  les 
deux  plans  supposés  perpendiculaires  à cette  droite,  CF  leur 
intersection,  droite  qui  ne  coupe  pas  AB.  Soient  G,  H,  les  tra- 
ces de  AB  sur  ces  plans  ; joignez-les  à un  point  quelconque 
F de  l’intersection.  Si  la  droite  AB  était  perpendiculaire  aux 
deux  plans,  elle  le  serait  aux  droites  GF,  HF,  et  le  AGlIF 
aurait  deux  angles  droits,  ce  qui  ne  se  peut. 

Remarque.  Pour  mener  (fig.  187)  par  un  point  B d’une 
droite  AB  un  plan  perpendiculaire  à AB,  menez  en  B à AB, 
dans  deux  plans  quelconques  ABC,  ABD  passant  par  AB,  les 
perpendiculaires  BC,  BD  ; le  plan  BCD  sera  le  plan  cherché. 
S’il  s’agit  de  mener  le  plan  par  un  point  C pris  hors  de  AB, 
menez  de  C sur  AB  la  perpendiculaire  BC,  ensuite  en  B la 
perpendiculaire  BD  autre  que  BC  ; le  plan  BCD  sera  le  plan 
cherché  (p.  2 et  d.  3). 

PROPOSITION  V. 

Théorème.  — Fig.  192. 

Le  lieu  des  perpendiculaires  AC,  AD,  AE,  etc.,  menées  à 
une  droite  AB,  par  un  de  ses  points  (A),  est  un  plan  perpen- 
diculaire à cette  droite  AB. 

Car  deux  de  ces  droites  AC,  AD  déterminent  un  plan  per- 
pendiculaire à AB  (p.  2 et  d.  3),  puisque  AB  est  perpendicu- 
laire aux  droites  AC,  AD,  situées  daus  ce  plan.  De  même  le 
plan  des  droites  AF,  AE  est  perpendiculaire  à AB,  etc.  Or, 
tous  ces  plans  perpendiculaires  à la  droite  AB  au  même  point 
A,  se  confondent  (pr.  4)  ; donc  les  droites  AC,  AD,  etc.,  sont 
toutes  dans  un  même  plan  perpendiculaire  à AB. 

Corollaire.  Si  un  angle  droit  BAC  tourne  autour  du  côté 
AB  supposé  immobile,  le  côté  AC,  restant  toujours  perpen- 
diculaire à AB,  décrira  un  plan  perpendiculaire  à AB,  en  A. 
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PROPOSITION  VI. 

Théorème.  — Fig.  193. 

Si  d'un  point  A,  prit  hors  d’un  plan  BC,  on  mène  à ee 
plan  une  perpendiculaire  XI),  et  diff  erentes  obliques  AE,  AF, 
AG,  AH  : 

1“  La  perpendiculaire  sera  plus  courte  que  toute  obli- 
que,- 

2°  Les  obliques  également  écartées  (fe  la  perpendiculaire 
seront  égales,  et  réciproquement; 

3°  De  deux  obliques  inégalement  écartées  de  la  perpendi- 
culaire, celle  qui  s'écarte  le  plus  sera  la  plus  longue,  et  réci- 
proquement. 

Joignez  le  pied  D de  la  perpendiculaire  aux  pieds  E,  F, 
G,  R,  etc.  des  obliques.  Faites  tourner  les  A rectangles  AI)F, 
ADG,  etc.,  autour  de  AD,  jusqu’à  ce  que  les  côtés  DF,  DG, 
DH  viennent  se  confondre  avec  la  direction  de  DE  ; les  obli- 
ques et  la  perpendiculaire  étant  maintenant  dans  un  même 
plan  ADE,  la  proposition  actuelle  est  réduite  à la  prop.  20 
du  1er  livre,  et  se  trouve  démontrée  de  même  que  les  réci- 
proques. Celle  dé  la  seconde  partie  prouve  que  les  traces  E, 
F,  G...  d’obliques  toutes  égales,  sont  également  distantes 
du  point  p ; leur  lieq  est  donc  une  circonférepce  de  gercle 
qui  a le  point  D pour  centre. 

PROPOSITION  VII. 

Théorème.  Fig.  194. 

Le  plan  AB  perpendiculaire  au  milieu  C d’une  droite  DF , 
est  le  lieu  des  points  également  distants  des  extrémités  D,  E de 
la  droite. 

D’abord  soit  un  point  A dans  le  plan  ; si  on  le  joint  au 
point  C,  la  droite  AC  sera  perpendiculaire  au  milieu  de  DE  ; 
donc  chacun  de  ses  points  est  également  distant  de  P pt  E ; 
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i|  en  est  donc  ainsi  du  point  A,  et  par  suite  de  tout  point  du 
flan. 

Soit  ensuite  un  point  F pris  hors  du  plan  ; joignez-le  aux 
points  D,  E par  les  droites  FD,  F'E  ; l’une  de  ces  droites, 
FE,  coupera  le  plan  en  un  point  G,  et  si  l’on  tire  GC,  cette 
droite  sera  perpendiculaire  au  milieu  de  DE;  donp  (I.  J, 
p.  21)  FE>FD.  Donc,  etc. 

PROPOSITION  VIII. 

Théorème.  — Fm.  195. 

Les  droites  AC,  AC’  qui  joignent  un  point  A d’un  plan 
DE,  g des  points  quelconques  Ç,  G',  d’une  même  droite  BC  per- 
pendiculaire au  plan,  sont  toutes  perpendiculaires  à une 
même  droite  menée  par  le  premier  point.  A,  dans  le  plan. 

Spit  P la  trace  de  la  perpendiculaire  RC  ; tirez  AB,  et  par 
je  point  4 menez  à la  droite  AB,  dans  le  plan  DE,  la  per- 

fiendiculaire  FG  ; je  dis  que  AC,  AC'  sont  aussi  perpendicu- 
Eprea  à Fp.  Pour  le  prouver,  prenez  sur  FG,  de  part  et  d’au- 
tre dd  point  A,  les  distances  AF,  AG  arbitraires , mais 
égales  entre  elles  ; tirez  RR,  BG  qui,  s’écartant  également 
de  AB,  perpendiculaire  à FG,  seront  égales  (1.  I).  Par 
suite,  si  l’on  joint  CF,  CG,  ces  obliques  s’écarteront  éga- 
lement de  BC,  qui  est  perpendiculaire  au  plan  DE  ; donc 
(pr.  6)  elles  sont  aussi  égales.  Ainsi  la  droite  AC  a deux 
points  A,  C,  également  éloignés  des  points  F,  G ; donc  elle  est 
perpendiculaire  au  milieu  de  FG.  Même  raisonnement  pour 
AG'. 

Corollaire.  Le  lieu  des  droites  AB,  AC,  AC'...  est  un 
plan  perpendiculaire  à FG(p.  5),  et  ce  plan  est  déterminé 
par  le  point  A et  la  droite  BC. 

PROPOSITION  IX. 

Théorème.  — Fig.  196. 

Si  4em  droites  AB , CD,  sont  parallèles,  tout  plan  EF 
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perpendiculaire  à l’une  (AB)  esl  perpendiculaire  à l'aulre 
CD  ; réciproquement,  deux  droites  perpendiculaires  à un 
même  plan  sont  parallèles. 

1“  Soient  B,  D,  les  traces  des  droites  ; tirez  BD,  et  au  point 
D menez  dans  le  plan  EF  la  droite  GH  perpendiculaire  à 
BD  ; elle  sera  (p.  8)  perpendiculaire  au  plan  ÀBD,  et  par 
conséquent  à CD  qui  est  située  dans  ce  plan.  Mais  AB  étant 
perpendiculaire  au  plan  EF,  l’est  à la  droite  BD  ; donc  CD, 
qui  est  parallèle  à AB,  est  aussi  perpendiculaire  à BD.  Ainsi 
la  droite  CD  est  perpendiculaire  aux  droites  BD,  DG  ; donc 
elle  l’est  à leur  plan  BDG  ou  EF. 

2°  Réciproquement,  si  les  droites  AB,  CD  sont  perpendi- 
culaires à un  même  plan  EF,  je  dis  qu’elles  sont  parallèles. 
Joignez  les  traces  B,  D,  et  au  point  D menez  dans  le  plan 
EF,  la  droite  GH  perpendiculaire  à BD;  le  plan  ARD  sera 
perpendiculaire  à GH  ; mais  la  droite  CD,  perpendiculaire  au 
plan  EF,  est  aussi  perpendiculaire  à GH;  donc  cette  droite 
CD  est  dans  le  plan  ABD  (p.  5).  De  là  on  conclut  que  les 
droites  AB,  CD  sont  dans  un  même  plan  ; d’ailleurs,  elles  ne 
peuvent  se  rencontrer,  puisqu’elles  sont  perpendiculaires  à 
un  même  plan  EF  ; donc  elles  sont  parallèles. 

PROPOSITION  X. 

Théorème.  — Fig.  197. 

D'un  point  donné  on  peut  toujours  mener  une  perpendi- 
culaire à un  plan  donné  GH. 

1"  Le  point  donné  est  dans  le  plan  rsoitAce  point.  Prenez 
dans  l’espace  une  droite  quelconque  ab  ; par  cette  droite 
faites  passer  deux  plans  quelconques  bd,  bc,  et  dans  chacun 
de  ces  plans  menez  à la  droite  ab,  en  un  même  pointa,  une 
perpendiculaire  ; soient  ac,  ad  ces  perpendiculaires.  Dans  le 
plan  donné  GH,  faites  au  point  A l’angle  CAD  égal  à cad ; 
placez  ce  dernier  sur  CAD,  et  la  droite  ab  prendra  une  po- 
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sitionAB,  perpendiculaire  au  plan  CAD  (p.  2),  qui  est  le 
plan  donné. 

2°  Si  le  point  donné  est  en  E,  hors  du  plan  GH, 
par  un  point  quelconque  A pris  dans  ce  plan,  menez-lui  une 
perpendiculaire  AB  ; par  cette  droite  et  par  le  point  E,  ima- 
ginez un  plan,  et  dans  ce  plan  menez  du  point  E une  droite 
EF  parallèle  à AB  ; EF  sera  perpendiculaire  au  plan  GH,  en 
vertu  de  la  pr.  9. 

PROPOSITION  XI. 

Théorème.  — Fig.  198. 

Deux  droites  A,  B,  parallèles  à une  même  troisième  C, 
sont  parallèles  entre  elles. 

Menez  un  plan  quelconque  DE,  perpendiculaire  à C ; la 
droite  A,  parallèle  à C,  sera  aussi  perpendiculaire  à ce  plan; 
de  môme  la  droite  B,  parallèle  à C,  sera  perpendiculaire  à 
ce  plan.  Donc  les  droites  A,  B,  perpendiculaires  à un  môme 
plan  I)E,  sont  parallèles. 

Déf.  5.  Une  droite  et  un  plan  qui  n’ont  pas  de  point 
commun  sont  dits  parallèles. 

PROPOSITION  XII. 

TnÉoRÈME.  — Fig.  199. 

Deux  droites  AB,  CD,  étant  parallèles,  tout  plan  EF  qui 
contient  la  seconde,  sans  contenir  la  première  AB,  est  paral- 
lèle à celle-ci.  Réciproquement , une  droite  AB  est  parallèle 
à toute  autre  CD,  située  dans  deux  plans  dont  l'un  (AD)  con- 
tient la  première,  tandis  que  i autre  ( EF)  lui  est  parallèle. 

Puisque  les  droites  AB,  CI)  sont  parallèles,  elles  sont  dans 
un  môme  plan  ABCD,  lequel  coupe  le  plan  EF  suivant  CD; 
si  donc  la  droite  AB,  qui  est  dans  ce  plan  ABCD,  pouvait 
couper  le  plan  EF  en  un  point,  ce  point  d’intersection,  ap- 
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parten.Wt  à ÀB,  serait  dans  le  plan  ABDC  ; il  serait  aussi 
dans  le  plan  EF  ; donc  il  serait  commun  à ces  deux  plans,  et 
ferait  piirtie  de  ledr  ihtcrsection  CI)  ; il  appartiendrait  donc 
h la  fois  à AB  et  à CD  ; or,  ces  droites,  étant  parallèles,  n’ont 
pas  de  point  commun.  Donc  AB  et  le  plan  EF  n’en  ont  pas 
ttbn  plus;  et  sont  parallèles. 

Réciproquement:  Car  AB,  qui  est  parallèle  au  plan  EF,  ne 
rencontre  pas  ce  plan  ; donc  AB  ne  rencontre  pas  non  plus 
la  droite  CD  située  dans  ce  même  plan;  d’ailleurs  AB,  CD 
sont  dans  un  plan  AD;  donc  ces  droites  sont  parallèles. 

Remarque.  Un  plan  passant  par  AB  et  par  un  point  C pris 
dans  le  plan  EF,  coupera  celui-ci  en  une  droite  CD  parallèle 
à AB;  et  comme  par  le  point  C on  ne  peut  mener  qu’une 
parallèle  à AB,  il  s’ensuit  que  la  parallèle,  menée  à AB  par 
le  point  C dudit  plan  EF,  qui  est  lui-même  parallèle  à AB, 
est  dans  ce  plan  EF. 

PROPOSITION  XIII. 

Théorème.  — Fig.  200. 

Deux  plans  concourants  AB  , CB , contenant  respective- 
ment deux  droites  parallèles  AD , CË , se  coupent  en  une 
droite  FB  parallèle  à celles-ci. 

Car  la  droite  CE,  parallèle  à AD,  l’est  au  plan  AB  qui 
contient  la  droite  AD  (p.  12)  ; donc  le  plan  CB,  qui  passe 
par  la  première  débite  CE,  coupera  le  plan  AB  en  une  droite 
BF,  parallèle  à CE,  parallèle  aussi  à AD  (p.  12). 

PROPOSITION  XIV. 

Théorème.  — Fig.  201. 

Une  droite  AB  étant  parallèle  à un  plan  CD,  toute  perpen- 
diculaire AË  menée  d’un  point  de  la  droite  AB,  sur  le  plan 
CD,  est  aussi  perpendiculaire  à la  droite  AB. 

Imaginez  le  plan  ABE  ; sa  trace  sur  le  plan  CD  sera  une 
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droite  EF  parallèle  à AB  (p.  3)  ; or,  AE,  perpendiculaire 
au  plan  CD,  l’est  à EF  qui  est  dans  ce  plan  (d.  3)  ; donc 
AE  est  aussi  perpendiculaire  à la  droite  AB,  vu  que  celle-ci 
est  parallèle  à EF. 

PROPOSITION  XV. 

Théorème. — Fig.  202. 

Les  parallèles  AB,  Cl),  comprises  entre  une  droite  ÀC  et 
un  plan  EF  qui  lui  est  parallèle,  sont  égales. 

En  effet,  les  parallèles  AB,  CD  déterminent  un  plan  AD, 
contenant  AC,  et  coupant  le  plan  EF  en  une  droite  BD,  pa- 
rallèle à AC  (p.  12).  Ainsi  la  figure  ACDB  est  un  £7,  et 
AB=CD. 

Corollaire.  Si  AB  était  perpendiculaire  au  plan  EF,  CD 
qui  est  parallèle  à AB  serait  aussi  perpendiculaire  à ce 
plan  (p.  9);  ces  deux  droites  seraient  encore  perpendiculaires 
à AC  (p.  14),  et  comme  elles  sont  égales,  il  s’ensuit  qit'uns 
droite  parallèle  à un  plan  a tous  ses  points  également  distants 
de  ce  plan. 

Dée.  6.  Deux  plans  qui,  prolongés  indéfiniment,  ne  se 
rencontrent  pas,  sont  dits  parallèles. 

PROPOSITION  XVI. 

Théorème.  — Fig.  203. 

Les  traces  AB,  CD,  d’un  plan  AD  sur  deux  plans  paral- 
lèles EF,  CH,  sont  parallèles. 

Car  les  traces  AB,  CD  sont  dans  un  même  plan  AD.  De 
plus  elles  ne  peuvent  se  rencontrer,  puisqu’elles  sont  res- 
pectivement dans  deux  plans  parallèles;  donc  ces  droites 
AB,  CD,  sont  parallèles. 
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PROPOSITION  XVII. 

Théorème. — Fig.  204. 

Une  droite  AB,  perpendiculaire  à unplan  CD,  est  perpen- 
diculaire à tout  plan  KF  parallèle  au  premier. 

Dans  le  plan  EF  et  par  la  trace  B de  la  droite  AB  menez 
une  droite  quelconque  BF  ; par  AB  et  BF  conduisez  un  plan  : 
il  coupera  le  plan  CD  en  une  droite  AD , parallèle  à BF 
(p.  16).  Mais  AB,  perpendiculaire  au  plan  CD,  l’est  à la 
droite  AD,  menée  par  son  pied  A,  dans  ce  plan  ; donc  AB 
est  aussi  perpendiculaire  à BF,  qui  est  parallèle  à AD  ; ainsi 
AB  est  perpendiculaire  à toute  droite  BF  menée  par  B dans 
le  plan  EF.  Par  suite  AB  est  perpendiculaire  au  plan  EF. 

PROPOSITION  XVIII. 

Tiièorème.  - — Fig.  205. 

D'un  point  A pris  hors  d'un  plan  BC,  on  peut  toujours 
mener  un  plan  unique  parallèle  au  plan  BC. 

Du  point  A menez  AD  perpendiculaire  à BC,  et  par  A le 
plan  EF  perpendiculaire  à AD  ; il  sera  parallèle  au  plan  BC. 
Car  les  plans  perpendiculaires  à une  droite  AD  ne  sauraient 
avoir  un  point  commun,  vu  que  d’un  point  on  ne  saurait 
mener  deux  plans  perpendiculaires  à une  droite.  En  second 
lieu,  ce  plan  EF  sera  le  seul  plan  parallèle  à BC  et  passant 
en  A.  Car  tout  plan  mené  par  le  point  A et  parallèle  à BC, 
est  perpendiculaire  à la  droite  AD  ; or,  au  point  A on  ne 
peut  mener  qu’un  plan  perpendiculaire  à cette  droite  ; 
donc,  etc. 


PROPOSITION  XIX. 

Théorème.  — Fig.  206. 

Des  droites  parallèles  AB,  A'B'  A "B",  etc.,  comprises  en- 


Digitized  by  Google 


LIVRE  V. 


165 


tre  des  plans  parallèles  CD,  C'D',  sont  égales.  Réciproque- 
ment, les  extrémités  B,  B',  B"...  des  droites  AB,  A'B',  A"B"... 
égales  et  parallèles,  prises  à partir  d’un  même  plan  CD  et 
d’un  même  côté  de  ce  plan,  sont  dans  un  second  plan  paral- 
lèle au  premier. 

Les  paralèlles  AB,  A'B'  déterminent  un  plan  AB'  dont  les 
traces  sur  les  plans  CD,  C'D',  sont  les  droites  AA',  BB',  qui 
joignent  les  pieds  des  droites  AB,  A'B'.  Ces  droites  AA',  BB  ... 
sont  parallèles  comme  traces  d’un  plan  AB'  sur  deux  plans 
parallèles  (p.  16)  CD,  C'D'.  Par  conséquent  la  ligure  AA'B'B 
est  un  EJ,  et  AB=A'B' . On  prouve  de  même  que  A'B'= 
A "B"=etc. 

Réciproquement,  si  de  différents  points  A,  A'...  d’un  plan 
CD,  on  mène  d’un  même  côté  de  ce  plan  des  droites  AB, 
A'B',...  égales  et  parallèles,  le  lieu  des  extrémités  B,  B ... 
est  un  plan  parallèle  au  plan  CD.  Car  si  du  point  B on  mène 
un  plan  parallèle  à CD,  ce  nouveau  plan  doit  intercepter 
avec  CD,  et  sur  les  parallèles  AB,  A'B',  des  distances  égales  ; 
donc  il  passe  par  les  points  B',  B",  etc., 

Déf.  7. — Fig.  207.  On  appelle  angle  dièdre  ou  simple- 
ment dièdre  une  ligure  formée  par  deux  plans  AB,  AC,  qui  se 
coupent,  et  se  terminent  d’un  côté  à leur  intersection  AD, 
restant  d’ailleurs  indéfinis.  Ces  plans  AB,  AC,  ainsi  limités 
d’un  côté,  se  nomment  les  faces  du  dièdre  ; l’intersection 
AD  est  appelée  l'arête.  On  désigne  le  dièdre  par  quatre  let- 
tres, dont  deux  A,  D,  placées  sur  l’arête,  les  deux  autres  B,  C, 
sur  les  faces  ; celles-là  se  placent  entre  celles-ci  : dièdre 
BADC.  Lorsqu’un  dièdre  n’a  son  arête  commune  avec  aucune 
autre,  on  peut  le  désigner  par  deux  lettres  placées  sur  cette 
arête. 

• 

Pour  comparer  deux  dièdres  BADC,  B'A'D'C'  quant  à l’é- 
galité ou  à l’inégalité,  on  placera  l’arête  A'D' sur  AD,  la  face 
A'C'  sur  AC,  de  façon  que  A'B'  tombe,  par  rapport  à AC,  du 
même  côté  que  AB;  selon  que  A'B'  tombera  entre  AB  et  AC 
sur  AB,  ou  au  delà  de  AB  par  rapport  à AC,  le  dièdre  A'D' 
sera  dit  plus  petit  que  AD,  égal  à AD,  ou  plus  grand  que  AD. 
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Soient  (fig.  208)  deux  plans  AB,  AG,  se  coupant  suivant 
AI)  ; imaginons  que  le  plan  AC  soit  d'abord  couché  sur  le 
plan  AB,  et  qu’il  tourne  autour  de  AD,  pour  prendre  suc- 
cessivement diverses  positions,  dont  AC,  AC  ...  sont  quel-r 
ques-unes  ; d’après  ce  qui  vient  d’ètre  dit,  à mesure  que 
AC  avance  dans  son  mouvement,  le  dièdre  qu’il  fait  avec 
AB  va  en  augmentant,  et  celui  qu’il  fait  avec  AE,  prolon- 
gement de  AB,  diminue  jusqu’à  ce  que  le  plan  mobile  coïn- 
cide avecAE. 

Les  trois  dièdres  consécutifs  BADC,  CDAG’,  CD  AC",  qui 
ont  même  arête  AD,  déterminent  un  dièdre  unique  BADC" 
qui  sera  appelé  la  somme  des  trois  premiers.  Ainsi,  pour 
additionner  deux  dièdres  CDAB , C DAG , on  leur  dopne 
mêmearête  AD  et  une  face  ACcommuoe,en  les  plaçant  de  dif- 
férents cêtés  de  cette  face  ; les  deux  faces  non  communes  AB, 
AC'  déterminent  le  dièdre  C'ADB,  somme  des  deux  autres, 
de  sorfe  que  C'ADB=C'AI)C+CADB. 

On  peut  donc,  comme  pour  les  angles,  ajouter,  soustraire 
des  dièdres,  multiplier  un  dièdre  par  un  nombre  entier,  et 
concevoir  la  divjsion  d’un  dièdre  en  parties  égales. 

PÙf.  8.  — Fig.  209.  Un  plan  AB  est  «lit  perpendiculaire 
à un  autre  CD,  si  les  dièdres  adjacents  AEBD,  AEBC,  qu’il 
fait  avec  celui-ci,  sont  égaux.  Ces  dièdres  eux-mêmes  sont 
appelés  droits.  ( Comparez  1er  livre.) 

Remarque.  Par  une  droite  BE,  prise  dans  un  plan  CD,  il 
ne  passe  pas  plus  d’un  plan  perpendiculaire  à CD;  car  si  le 
plan  ABE  est  perpendiculaire  à Cl),  tout  autre  plan  BG  mené 
par  BE,  du  même  côté  que  AB,  par  rapport  à CD,  fera  avec 
CD  deux  dièdres  dont  l’un  sera  plus  petit,  et  l’autre  plus 
grand  que  l’un  des  dièdres  égaux  AEBD,  AEBC. 

Déb.  9.  ! — -Fig.  210.  On  appelle  section  droite  d’un  diè- 
dre AB,  l’angle  CAD  déterminé  par  l’intersection  des  faces, 
coupées  par  un  plan  CAD  perpendiculaire  à l’arête  AB,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  l’angle  déterminé  par  les  droites 
AC,  AD,  menées  respectivement  dans  les  faces,  perpendi->- 
culairmnent  à un  même  point  A de  l’arête. 
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PROPOSITION  XX. 

Théorème.  — Fig.  ‘410. 

Deux  dièdres  égaux  ont  des  sections  droites  égales , et 
réciproquement.  , 

Soient  AB,  A'B'  dpiix  dièdres  égaux,  CAp,  C'A'D'  les  sec- 
tions droites.  Superposez  les  dièdres,  de  façon  que  le  point 
A'  tombe  eu  fi-  L’angle  drqit  D'A  Ç’  cq’ïpcidera  avec  son  égal 
JîAÇ,  et  B'4'D'  qyec  B AP  ; donc  anglp  CÀft=Ç’A,I)'. 

Répiprpquement , si  CAP  = C'A'l)',  les  dièdres  seront 
égaux.  Car  superposez  l’angle  C’A'l)  avec  CAD  : les  droites 
A'B',  AB,  seront,  après  cette  superposition,  perpendiculaires 
au  même  plan,  en  un  même  point  ; ainsi  elles  coïncideront, 
et  les  dièdres  aussi. 

Corollaire  1.  La  section  droite  d’un  dièdre  est  la  même, 
à quelque  point  de  l’arête  qu’elle  ait  son  sommet. 

Corollaire  2. — Fig.  209.  Deux  plans  AB,  CD  étant  per- 
pendiculaires, si  en  pn  point  E de  ('intersection  EB  on  nïène 
uq  plan  DAE  perpendiculaire  à cette  droite,  ce  plan  détermi- 
nera les  sections  droites»  AED,  AEF  des  deux  dièdres  droits; 
ces  sections  sont  égales , vu  que  les  dièdres  sont  égaux  ; donc 
(I.  1)  ces  sections  sont  des  pngles  droits.  Par  conséquent, 
dans  tout  dièdre  droit,  la  spetion  droite  est  un  angle  droit, 
et  réciproquement,  un  dièdre  est  droit,  si  la  section  est  un 
angle  droit. 

MK 

. Proposition  xxi.  Ça  tomme  des  de^ix  dièdres  adjacents 
qu'un  plan  fait  avec  un  autre,  est  égale  à deux  droits , et 
réciproquement , efc. 

Proposition  xxii.  Si  deux  plans  indéfinis  se  coupent,  les 
dièdres  opposés  sont  égaux,  etc. 

Remarque  1.  Peu»  plans  qui  se  terminent  à leur  inter- 
section, déterminent  deux  dièdres,  !’uu  plus  grand,  I autre 
plus  petit  que  deux  droits.  Sauf  avis  contraire,  il  S agira 
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toujours  du  premier.  Il  en  est  ici  comme  de  deux  droites 
concourantes. 

Remarque  2. Les  dénominations  d’alternes,  internes, etc., 
s’appliquent  aux  dièdres  et  dans  les  mêmes  cas  qu’aux 
angles  formés  par  des  droites. 

PROPOSITION  XXIII. 

Théorème.  — Fig.  211. 

Deux  plans  parallèles  coupés  par  un  plan  transversal 
présentent,  par  rapport  aux  dièdres , les  relations  que  deux 
droites  parallèles  coupées  par  une  transversale  offrent  par 
rapport  aux  angles. 

Soient  AB.  A'B  les  plans  parallèles  ; CD  le  plan  transver- 
sal; EF,  E F'  ses  traces  sur  les  deux  premiers,  par  un  point 
quelconque  F,  de  EF  conduisez  un  plan  perpendiculaire  à 
EF;  il  sera  aussi  perpendiculaire  à E F’,  qui  est  parallèle  à 
EF  (p.  9);  soit  GB'  ce  plan,  et  soient  GD,  FB,  F'B'  ses  traces 
sur  nos  trois  plans.  GB'  étant  perpendiculaire  à EF  et  à E'F', 
il  s’ensuit  que  les  angles  formés  par  les  droites  GD,  BH,  B'H', 
autour  de  F et  de  F',  sont  les  sections  droites  respectives  des 
dièdres  qui  ont  pour  arêtes  EF,  E'F'.  Or,  les  droites  BH,  « 
B'H'  sont  parallèles  comme  traces  d’un  plan  GB'  sur  deux 
plans  parallèles.  Donc  les  dièdres  alternes  internes  BFED, 
A'E'F'G  sont  égaux,  vu  que  leurs  sections  droites  sont 
égales,  etc.,  etc. 


PROPOSITION  XXIV. 

Théorème.  — Fig.  211. 

Si  deux  plans  AB,  A'B',  dont  les  traces  EF,  E'F'  sur  un 
troisième  plan  CD  sont  parallèles,  font  avec  ce  troisième 
plan  des  dièdres  alternes  internes  égaux,  ou  des  dièdres  al- 
ternes externes  égaux,  etc.  (comme  I.  1,  p.  b),  ces  plans 
AB,  A'B'  sont  parallèles. 
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Soit  le  dièdre  BFED  égal  à A'E'F'G  ; si  le  plan  AB  n’était 
pas  parallèle  au  plan  A'ft',  par  un  point  F d(!  EF  on  pour- 
rait mener  un  plan  parallèle  à A B'  ; or,  la  droite  E F',  si- 
tuée dans  le  plan  A'B',  serait  aussi  parallèle  à ce  nouveau  plan 
(d.  6).  Donc  EF,  parallèle  à EF',  sera  dans  ce  même  nouveau 
plan  (p.  12,  r.)  que  je  suppose  être  El.  Mais  si  ce  plan  El  est 
parallèle  à A'B',  le  dièdre  IFED  sera  égal  à A'F'E'G,  et  par 
suite  à BFED,  ce  qui  exige  que  le  plan  El  se  confonde  avec 
AB.  Donc  les  plans  AB,  A'B’  sont  parallèles.  Môme  raison- 
nement dans  les  autres  cas,  qui  peuvent  du  reste  tous  se 
réduire  au  précédent. 

« 

PROPOSITION  XXV. 

Théorème.  — Fig.  212. 

Deux  plans  AB,  ED  sont  perpendiculaires,  si  l’un  AB 
contient  une  droite  AC  perpendiculaire  à l’autre  ED. 

Au  pointe,  trace  de  AC,  menez  dans  le  plan  DE  une 
droite  CD  perpendiculaire  à CB;  l’angle  ACD  sera  droit, vu 
que  AC  est  perpendiculaire  au  plan  DE,  et  par  suite  à la 
droite  CD  située. dans  ce  plan.  Or,  cet  angle,  formé  par  les 
f droites  AC,  CD,  perpendiculaires  à CB,  est  la  section  droite 
du  dièdre  ACBD  ; donc  ce  dièdre  est  droit,  et  les  deux  plans 
sont  perpendiculaires  (p.  20,  c.  2). 

Remarque.  L’énoncé  de  cette  proposition  revient  à celui- 
ci  : Un  plan  DE , perpendiculaire  à une  droite  AC , l'est  à 
tout  plan  AB  qui  la  contient. 

PROPOSITION  XXVI. 

Théorème.  — Fig.  212. 

Une  droite  AC,  menée  dans  une  face  AB  d’un  dièdre  droit 
ABCD,  perpendiculairement  à Y arête  BC,  est  perpendiculaire 
à l’autre  face  BD. 

Au  point  C,  trace  de  AC  sur  le  plan  BD,  menez  dans  ce 
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plan  la  drqjte  CD  perpendiculaire  à l'arête  BC;  ACD  sera  la 
seçtiqn  droite  d»  dièdre  ABCD,  et  comme  celui-ci  esterait, 
ACD  sera  un  angle  droit.  Donc  AC,  qui  est  déjà  perpendicu- 
laire àBC,  l’es!  aussi  à CD,  et  par  suite  au  planBD  (p.  2,etd.3). 

PROPOSITION  XXVII. 

Théorème.  — Fiu.  212. 

Une  droite  AC  et  un  plan  AB,  fiant  perpendiculaires  à un 
même  plan  CD,  la  droite  est  parallèle  qu  premier  plaît,  °M 
s'y  trouve  située. 

Supposons  que  la  droite  AC  ait  un  point  A dans  le  plan 
AB  : si  de  ce  point  A on  mène  dans  le  plan  AB  une  droite 
perpendiculaire  à sa  trace  BC,  cette  nouvelle  droite  sera 
(p.  26)  perpendiculaire  au  plan  CD;  or,  deux  perpendicu- 
laires à un  plan  se  confondent  si  elles  ont  un  point  com- 
mun (p.  3).  Donc  cette  seconde  perpendiculaire  se  confond 
avec  AC,  et  AC  se  trouve  dans  le  plan  AB.  Si  donc  lq  droite 
AC  n’était  pas  tout  entière  dans  le  plan  AB,  elle  n’y  aurait 
pas  même  un  point,  et  lui  serait  parallèle. 

Corollaire.  Les  perpendiculaires  menées  sur  un  plan  ED, 
par  tous  les  points  d’une  droite  AF,  sont  donc  dans  un  plan  -. 
AB  perpendiculaire  à ED,  et  la  trace  BC  de  ce  plan  AB  est 
le  lieu  des  projections  de  tous  les  points  de  la  droite  AF  sur 
le  plan  AB,  c’est-à-dire  que  la  projection  d’une  droite  sur 
un  plan  est  une  droite. 

PROPOSITION  XXVIII. 

Théorème.  — Fig.  213. 

Un  plan  AB,  perpendiculaire  à une  droite  CD,  eslperpen- 
dkulaire  atout  plan  EF  parallèle  à cette  droite. 

En  effet,  par  CD  et  un  point  E du  plan  EF,  iqenez  un 
plan  : il  coupera  le  plan  EF,  parallèle  à CD,  en  une  droite 
fcG  parallèle  à la  même  droite  CD  (p.  13),  Or,  CD  est  per- 
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pendiculairc  au  plan  AP;  donc  KG  l’est  aussi  (p.  9).  Par 
suite,  le  plan  EF,  passant  par  une  droite  EG,  perpendicu- 
laire au  plan  AB,  est  perpendiculaire  è ce  dernier  plan 
(p.  25). 


PROPOSITION  XXIX. 

THÉORÈME.  Ftfi,  2|^. 

Un  plan  CD,  perpendiculaire  à deux  plans  AB,  A'p'  qui 
se  coupent , est  perpendiculaire  à leur  intersection  EF. 

Car  si  d’un  point  E de  l’intersecj|qn  EF,  on  ipène  pne 
perpendiculaire  au  plqn  CD,  cette  perpendiculaire  ayant  un 
point  E dans  le  plan  AB,  se  trouve  dans  ce  plan  (p.  27), 
Mais  cette  perpendiculaire  a aussi  un  point  E dans  le  plan 
A'B',  qui  est  également  perpendiculaire  au  plan  CD  ; elle 
est  donc  aussi  dqn§  le  plan  A'B'.  Elle  se  confond  donc  avec 
EF,  intersection  des  plans  AB,  A'B'. 

PROPOSITION  XXX. 

Théorème.  — Fig.  215. 

0 

Si  deux  droites  AB,  CD,  ne  sont  pas  dans  un  même  plan, 
U en  existe  toujours  une  troisième  unique  qui  ( es  coupe  toutes 
les  deux  à angles  droits,  et  sur  laquelle  se  mesure  la  plus 
co.urle  distance  des  deux  premières. 

Par  un  point  quelconque  C de  CD  menez  CE  parallèle  à 
AB  ; les  droites  CD,  CE  déterminent  un  plan  DCE,  parallèle 
à AB  (p.  12)  et  qui  ne  contient  pas  AB.  Sur  ce  plan  pro- 
jetez un  point  quelconque  A de  AB  en  G : par  AB  et  AG  ipe- 
nei  un  plan  AGB  qui  sera  perpendiculaire  au  plan  DCE 
(p.  25),  et  dont  la  trace  GH  sur  celui-ci  sera  parallèle  à 
AB  (p.  12).  Cette  trace  ne  sera  donc  pas  parallèle  à CD, 
spn$  quoi  CR  serait  parallèle  à AR,  cp  qqi  n’est  pas.  Ainsi 
GH  ooqperq  CR  pn  un  point  F;  soif  CI  qne  perpendiculaire 
au  plan  DCE,  nippée  par  qp  ppin|  4e  RP*  Le  p|an  IGR  W 
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perpendiculaire  au  plan  DCE  (p.  25),  et  coupera  le  plan  AGB 
enunedroiteKFperpendiculaireau  plan  DCE  ; droite  perpen- 
diculaire par  conséquent  à CD,  à GH,  ainsi  qu’à  AB,  qui  est 
parallèle  à GH.  Il  n’y  a qu’une  seule  perpendiculaire  qui  soit 
commune  à ABetàCD.  Car  toute  perpendiculaire  commune 
KF  l’est  à CD,  et  à GH  menée  par  le  point  F parallèlement 
à AB;  elle  est  donc  dans  les  plans  ICD,  AGB.  Cette 
droite  KF  est  la  plus  courte  distance  de  AB,  CD.  Car  si  une 
droite,  menée  entre  AB,  CD,  n’est  pas  perpendiculaire  à 
AB,  du  point  où  elle  coupe  CD  on  pourra  mener  sur  AB  une 
perpendiculaire  qui  sera  plus  courte.  Donc,  etc. 

Déf.  10. — Fig.  216.  Un  angle  polyèdre  est  une  figure 
formée  par  plusieurs  plans  ABC,  ACD,  ADE,  etc.,  qui 
passent  tous  par  un  même  point  A,  chacun  d’eux  étant  li- 
mité à ses  intersections  avec  deux  autres,  tout  en  restant 
indéfini  entre  ces  droites,  d’un  côté  du  point  commun  A, 
qu’on  nomme  le  sommet.  Les  angles  BAC,  CAD,  etc.,  se 
nomment  les  faces,  les  droites  AB,  AC,  intersections  de  ces 
faces,  sont  appelées  les  arêtes.  Les  dièdres  AD,  AE,  AF..., 
compris  entre  les  faces,  sont  les  dièdres  de  l’angle  polyèdre. 
• Un  angle  polyèdre  à trois  faces  se  nomme  angle  trièdre, 
ou  simplement  trièdre.  S’il  a quatre  faces,  il  est  nommé  an- 
gle tétraèdre,  etc. 

Si  deux  angles  polyèdres  ont  même  sommet,  et  que  le 
plan  d’une  face  de  l’un  soit  superposé  avec  celui  d'une  face 
de  l’autre,  leur  système  forme  un  troisième  angle  polyèdre 
égal  à la  somme  des  deux  premiers,  que  ces  faces  juxtapo- 
sées soient  égales  ou  non. 

Pour  désigner  un  angle  polyèdre,  on  peut  se  servir  d’une 
lettre  placée  au  sommet,  si  aucun  autre  angle  polyèdre  n’a 
le  sommet  au  même  point.  Dans  le  cas  contraire,  à la  suite 
de  la  lettre  du  sommet,  on  énoncera  les  lettres  placées  sur 
les  arêtes. 

Déf.  11.  Un  angle  polyèdre  est  dit  convexe,  s’il  est  si- 
tué tout  entier  d’un  même  côté  de  chacune  de  ses  faces , 
prolongée  indéfiniment  dans  tous  les  sens. 


Digitized  by  Google 


LIVRE  V. 


173 


Tout  système  de  plans  qui  détermine  un  angle  polyèdre 
en  détermine  un  second  qui,  réuni  au  premier,  occupe  tout 
l’espace  autour  du  sommet  commun.  Dans  le  cas  où  l’un 
des  deux  est  convexe,  ce  sera  ordinairement  de  celui-ci  qu’il 
s’agira  dans  ce  quisuit.  Nous  excluons  les  angles  polyèdres 
dont  les  faces  non  adjacentes  se  coupent,  quoique  non  pro- 
longées. 


PROPOSITION  XXXI. 

Théorème. 

Tout  trièdre , dont  chaque  face  est  moindre  que  deux  angles 
droits,  est  convexe,  et  chacun  de  ses  dièdres  est  < 2 droits; 
Au  contraire,  dès  qu’un  trièdre  a une  face  plus  grande  que 
deux  angles  droits,  il  n’est  pas  convexe , et  a des  dièdres 
> 2 droits. 

1°  Soit  (fig.  217)  un  trièdre  ABCD,  dont  chaque  face  est 
moindre  que  deux  droits.  Considérant  une  des  faces  BAI),  par 
exemple,  prolongez-la  indéfiniment,  ainsi  que  l’arête  AB  vers 
B'.  Puisque  l’angle  BAC  est  < 2 droits,  il  est  situé  d’un  côté 
de  BB',  et  la  face  BAC  d’un  côté  du  plan  indéfini  BAD.  Il  en 
est  de  même  de  CAD.  Le  trièdre  est  donc,  tout  entier  d’un 
même  côté  du  plan  BAD  ; par  conséquent , le  dièdre  AB  est 
aussi  tout  entier  d’un  même  côté  de  ce  plan  ; donc  il  est 
< 2 droits.  Il  en  est  de  même  de  chaque  face  et  de  cha- 
que dièdre.  Donc  le  trièdre  est  convexe,  etc. 

2“  Soit  (fig.  217)  un  trièdre  formé  par  les  plans  BEB'D, 
BAC,  CAD,  dont  le  premier  est  > 2 droits.  La  face  BAC 
prolongée  coupe  le  premier  plan  suivant  AB'.  Il  s’ensuitque 
ce  plan  BACB'  divise  le  trièdre  en  deux  parties,  dont  l’une 
est  le  dièdre  CBB'E,  l’autre  le  trièdre  ACDB'.  Donc  le  triè- 
dre donné  n’est  pas  situé  tout  entier  d’un  môme  côté  de  la 
face  BAC  prolongée,  et  n’est  pas  convexe.  Le  dièdre  AB  est 
coupé  par  le  plan  BCB'  en  deux  parties,  dont  l’une,  à gau- 
che de  ce  plan,  est  égale  à 2 droits  ; donc  il  est>2  droits. 

* 
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Remarque.  Le  même  raisonnement  prouve  qu'utl  arlgle 
polyèdre  quelconque  est  non  convexe,  s’il  a une  face  plus 
grande  que  deux  droits.  Mais  il  est  possible  qu’un  angle  po- 
lyèdre de  plus  de  trois  faces  soit  non  convexe,  quoique  cha- 
cune de  ses  faces  soit  < 2 droits.  C’est  ainsi  que  (lig.  218)  si 
P’on  joint  les  quatre  sommets  d’un  quadrilatère  noh  convexfe 
ABOI)  à un  point  E pris  hors  du  plan  de  cette  figure,  oit 
formera  un  angle  polyèdre  non  convexe;  d’ailleurs  chacune 
de  ses  faces est<2  droits,  puisque  chacune  est  un  angled’un 
A.  Un  angle  polyèdre  ne  peut  pas  avoir  deux  faces  adjacentes 
dont  chacune  soit  > 2 droits,  sans  que  ces  faces  se  coupent 
encore  sur  le  prolongement  de  leur  arête  commune. 

PROPOSITION  XXXII. 

THéORêMe.  — Fig.  219. 

Dans  tout  trièdre  convexe  ABCI),  la  plu  b grande  fate  BAL) 
est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres. 

Dans  le  plan  de  la  plus  grande  face  BAD,  faites  l’ahgle 
EA1)  égal  à CAD;  comme  le  trièdre  est  convexe,  l’angle 
BAD  est  < 2 droits,  et  en  joignant  un  point  h de  AB  à tih 
point  t)  de  AD,  on  aura  un  A BAD  dont  cet  angle  fera  partie. 
La  droite  BI)  rencontré  AE  en  un  point  E.  Prenez  ÀC=AË, 
tirez  CD,  CB.  Les  AEÀD,  CAD  oiit  le  côté  AD  commun,  lë 
côté  ÀE=AC,  l’angle  EAD=CÀD  ; donc  ils  sont  égaux,  et 
l’on  a ED=DC.  Mais  BD  ou  BË  + ED  < BC-t-CD  ; retrâh- 
chant  d’ün  côté  ED,  de  l’autPe  son  égal  CD,  il  vient  BË  < 
BC.  Les  deux  A ABE^  ABC,  qui  ont  AB  commun,  AË=AC; 
ont  donc  BE  < BC  ; par  suite,  l’angle  BAE  < BAC  (1.  1). 
Ajoutant  d’un  côté  EAD,  de  l’nütre  son  égal  CAD,  on  aBAD 
<BAC4-CÀD,  c .q.f.d. 

Remarque.  On  peut  donc  dire  que  dans  un  trièdre  con- 
vexe, chaque  face  est  moindre  que  la  somme  des  deux  au- 
tres. 
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PROPOSITION  XXXIII. 

Théorème. 

Les  perpendiculaires  menées  sur  les  faces  d’un  trièdre  con- 
vexe, à pailii  d’ùh  point  intérieur,  déterminent  un  second 
trièdre  dont  les  faces  sont  respectivement  supplémentaires  des 
sections  droites  des  dièdres  du  premier , et  réciproquement. 

Soit  d’abord  (fig.  2^0)  un  dièdre  AB  moindre  que  2 droits; 
d’un  point  G pris  dans  l’intérieur,  soient  menées  sur  les  faces 
respectives  les  perpendiculaires  CD,  CE  ; soient  D,  E leurs 
traces.  Le  plan  ECD  sera  perpendiculaire  au  plan  AD,  puis- 
que celui-là  passe  par  CD,  qui  est  perpendiculaire  à celui- 
ci.  De  même  le  plan  ECD  sera  perpendiculaire  au  plan  AE; 
donc  le  plan  ECD,  perpendiculaire  à la  fois  àux  plàns  AD, 
AE,  qui  se  coupent,  l’est  à leur  intersection,  et  détermine 
dans  le  dièdre  donné  une  section  droite  EBI).  Or,  la  droite 
CD,  perpendiculaire  au  plan  AD,  l’est  à la  droite  BD  me- 
née dans  ce  plan,  de  même  CE  l’est  à BE.  Par  conséquent, 
lès  angles  E,  D,  du  quadrilatère  BDCE  sont  droits;  donc 
i’àhgle  C est  supplémentaire  de  la  section  droite  EBD. 

Soit  ensuite  (fig.  221)  un  trièdre  convexe  A;  d’un  point  in- 
térieur a soifent  menées  sur  les  faces  BAC,  BAÜ,  DAC,  les  per- 

fiëndiculaircs  ad,  ac,  ab.  D’après  ce  qui  vient  d’être  prouvé, 
ëâ  trois  arigles  dac , dab,  eab,  sont  supplémentaires  des  diè- 
dres AÜ,  AC,  AD  (c’est-à-dire  de  leurs  sections  droites). 
D’ailleurs  le  plan  cab  est,  comme  on  l’a  prouvé,  perpendicu- 
laire à AD,  le  plan  cad  à AB,  et  le  plan  dab  à AC;  donc 
ces  trois  plans  sont  distincts,  sans  quoi  on  pourrait  d’un 
point  A mener  plus  d’une  perpendiculaire  à un  plan  ; en 
outre  les  arêtes  du  trièdre  A étant  perpendiculaires  aux  fa- 
ces de  a,  les  faces  du  premier  sont  aussi  supplémentaires  des 
dièdres  du  second,  et  l’on  remarquera  que  la  face  qui,  dans 
chaque  cas,  est  supplémentaire  d’un  dièdre,  est  celle  qui  est 
perpendiculaire  à l'arête  de  ce  dièdre. 

Remarque.  Rien  n’empêche  de  supposer  que  les  trois 
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plans  dac,  bac,  bad  rencontrent  les  arêtes  respectives  AB, 
AD,  AC,  du  même  côté  du  sommet  A,  de  sorte  que  le  point 
A sera  aussi  dans  le  trièdre  a. 

Déf.  12.  Deux  trièdres  A,  a sont  dits  supplémentaires, 
si  chacun  a ses  faces  supplémentaires  des  dièdres  de  l’au- 
tre, de  façon  que  la  face  BAC  étant  supplémentaire  du 
dièdre  ad,  le  dièdre  AD,  opposé  à celle-là,  est  aussi  sup- 
plément de  la  face  bac  opposée  à celui-ci. 

Déf.  13.  Un  trièdre  est  dit  isocèle,  s’il  a deux  faces  éga- 
les ; il  est  équiangle,  s’il  a les  trois  faces  égales. 

PROPOSITION  XXXIV. 

Théorème.  — Fig.  222. 

Dans  un  meme  trièdre,  les  dièdres  opposés  à des  faces 
égales  sont  égaux,  et  réciproquement. 

1°  Soient,  dans  le  trièdre  ABCD,  les  faces  égales  BAC, 
CAD.  Prolongez  les  arêtes  au  delà  du  sommet  vers  B',C’,D’. 
Comparant  le  nouveau  trièdre  AB' C I)'  ÿvec  le  premier,  on 
aura  les  dièdres  AB=AB',  AC=AC',  AD=AD'  (p.  22)  ; 
face  B'AC'=BAC,  de  plus=CAD=C'AD',  BAD=B'AD'. 

Cela  posé,  faites  tourner  le  trièdre  AB' C D'  pour  le  ren- 
verser sur  ABCD,  le  sommet  A restant  commun,  et  l’arête 
AC'  tombant  sur  AC,  les  dièdres  AC',  AC  étant  égaux,  leurs 
faces  indéfinies  coïncideront;  d’ailleurs  les  quatre  faces  ad- 
jacentes à ces  deux  dièdres  sont  égales;  donc  AB'  tombe  sur 
AD,  AD'  sur  AB  et  les  trièdres  se  superposent.  Il  s’ensuit 
que  dièdre  AB'=AD  ; mais  AB'=AB.  Donc  les  dièdres  AB, 
AD,  opposés  aux  faces  égales,  sont  égaux. 

2°  Soit  le  dièdre  AB=A1)  ; faisant  la  même  construction 
que  ci-dessus,  on  pourra  placer  AB'  sur  AD,  AD'  sur  AB;  les 
quatre  dièdres  AB',  AB,  AD,  AD'  étant  égaux,  AB'  coïncide 
1 avec  AB,  AD  avec  AB",  les  deux  figures  se  superposeront,  et 
face  B'AC’=DAC  ; mais  B'AC'=BAC.  Donc  BAC=DAC,  etc. 

Corollaire.  1°  Dans  un  trièdre  isocèle,  les  dièdres  opposés 
aux  faces  égales,  sont  égaux,  et  réciproquement. 
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2°  Dans  un  trièdre  équiangle,  les  dièdres  sont  égaux,  et 
réciproquement. 

PROPOSITION  XXXV. 

Théorème. 

Dans  un  même  trièdre , la  plus  grande  face  est  celle  qui 
est  opposée  à un  plus  grand  dièdre,  et  réciproquement  (Dé- 
monstration analogue  à celle  de  pr.  13,  I.  1). 

Déf.  14.  Dans  deux  angles  polyèdres,  composés  de  faces 
égales  deux  à deux,  assemblés  dans  le  même  ordre,  j’ap- 
pellerai dièdres  homologues  ceux  qui  sont  compris  de  part 
et  d’autre  par  des  faces  égales  ; les  arêtes  homologues  seront 
celles  qui  sont  de  part  et  d’autre  à l’intersection  de  faces 
égales. 


PROPOSITION  XXXVI. 
théorème.  — Fig.  223. 

Un  trièdre  ABCD  étant  donné , il  en  existe  un  second  qui 
a les  mêmes  faces,  adjacentes  aux  mêmes  dièdres,  mais  qui 
ne  peut  se  superposer  avec  le  premier  que  si  celui-ci  est  iso- 
cèle. 

Prolongez  au  delà  du  sommet  A les  faces  du  trièdre  pro- 
posé ; elles  détermineront  un  nouveau  trièdre  ayant  les  faces 
et  les  dièdres  respectivement  égaux  à ceux  de  ABCD.  Prenez 
de  plus  l’arête  AB'=AB,  AC'=AC,  AD'=AD.  La  droite  CC' 
perce  le  plan  BDB'D'  en  À,  de  sorte  que  AC  est  située  d’un 
côté  de  ce  plan,  AC'  de  l’autre.  Si  donc  on  fait  tourner  le 
trièdre  autour  de  A,  de  façon  que  le  point  B'  décrive  autour 
de  ce  point,  et  dans  le  plan  BDB'D'  la  demi-circonférence 
B'KB,  et  D'  la  demi-circonférence  D'LD  dans  ce  même 
plan,  les  arêtes  AB',  AI)'  coïncideront  avec  leurs  homologues, 
ce  qui  est  possible,  vu  que  face  BAD=B'A'D’;  mais  l’arête  AC 
restant  derrière  le  plan  BDB'  ne  coïncidera  pas  avec  AC,  qui 

12 
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est  en  avant  de  ce  plan.  Ainsi  la  superposition  n’aura  pas 
lieu. 

Que  si  on  veut  renverser  AB’ C D du  haut  en  bas,  de  façon 
que  AB  tombe  sur  AD,  AD'  sur  AB  ; la  face  B' AD'  coïncidera 
encore  avec  son  égale  BAD,  et  les  arêtes  AC’,  AC  seront  du 
môme  côté  de  ce  plan;  mais  le  dièdre  AB'  n’est  égala  AD 
que  si  le  trièdre  donné  est  isocèle.  Car  si  dièdre  AB'~AD, 
comme  dièdre  AB= aussi  AB  , AB  serait  égal  à AD,  ce  qui 
rend  le  trièdre  isocèle  (p.  34).  Donc,  dans  le  cas  contraire, 
la  coïncidence  n’a  pas  lieu.  • 

Dkfj  15.  Deux  trièdresqui  présentent  les  relations  pré- 
cédentes sont  dits  inverses.  On  peut  former  1 un  en  mettant 
l’autre  à l’e» vers. 


PROPOSITION  XXXVII. 

Théorème.  — fhj.  224. 

Deux  trièdres  ARCD,  A'B'C'D'  sont  égaux  ou  inverses 
s’ils  ont  une  face  égale  (BAD=B'A'D  ),  adjacente  à deux  diè- 
dres égaux  chacun  à chacun  (AB=A’B’f  AI)=A'D’). 

Construisez  le  trièdre  A bcd,  inverse  de  ABCD,  et  pour 
superposer  les  deux  trièdres  proposés,  placez  la  face  BA'D’ 
sur  BAD,  de  façon  que  l'arête  A B’  tombe  sur  Ait,  A’D’  sur 
AD.  Si  les  plans  R'A  C’,  BAC  tombent  du  même  côté  du 
plan  BAD,  ces  deux  plans  coïncideront,  puisque  les  dièdres 
AB,  A B'  sont  égaux.  De  même  le  plan  C'A  D'  tombera  sur 
CAD,  et  pur  suite  l’arête  A'C'  sur  AC.  Donc  les  deux  trié— 
dres  sont  égaux  dans  tous  leurs  éléments. 

Si  dans  la  superposition,  les  plans  BAC,  B A C'  ne  tom- 
bent pas  du  même  côté  de  BAD,  on  superposera  A avec 
A bcd. 
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PROPOSITION  XXXVIN. 

Théorème.  — Fig.  224. 

Deux  trièdres  sont  égaux  ou  inverses , s’ils  ont  un  dièdre 
égal  compris  entre  des  faces  égales  chacune  à chacune.  (Ou 
raisonne  à peu  près  comme  pr.  37.) 

PROPOSITION  XXXIX. 

Théorème.  — fig.  225. 

Deux  trièdres  sont  égaux  ou  inverses , s’ils  ont  deux  faces 
égales  (BAC=BA'C',  CAD=C'A'D'),  et  un  dièdre  opposé  à 
l’une  de  ces  faces  aussi  égal  (AB— A' B'),  pourvu  gue  les  diè- 
dres (AI),  A D')  opposés  à l'autre  face  égale  soient  de  même 
espèce,  sauf  un  cas  d’exception. 

Placez  le  trièdre  A (ou  son  inverse)  surA'B'C'D’,  de  façon 
que  la  face  BAC  coïncide  avec  son  égale  B AC',  le  dièdre 
AB  avec  A'B  ; je  dis  que  le  plan  CAD  coïncidera  avec  C'A'D'; 
car  supposons  que  le  plan  CAD  coïncide  avec  un  autre 
C'A'E,  on  aurait  angle  C'A’E=CAD,  et  par  suite  = C'A’D'. 
Donc  le  trièdre  A'C'D'E  serait  isocèle,  et  le  dièdre  A'E,  qui 
est  déjà  égal  à AD,  le  serait  au  dièdre  C'AD  E.  Or  si  le 
dièdre  AD  est  < 1 droit,  il  en  sera  de  même  de  C'D'AB', 
puisqu’ils  sont  de  même  espèce;  donc  les  deux  dièdres  ad- 
jacents sur  AD',  qui  sont  supplémentaires,  seraient  tous 
deux  <C  t droit,  ce  qui  ne  se  peut.  Même  résultat,  si  le  diè- 
dre AD  était  > 1 droit. 

Mais  si  le  dièdre  AD  était  droit,  de  même  que  A'O”,  si  de 
plus  les  angles  BAC,  CAD  étaient  droits,  AC  et  A C'  seraient 
perpendiculaires  aux  faces  opposées,  et  CAD  pourrait  ne  plus 
coïncider  avec  C A D'.  Et  en  ell’ct,  si  (lig.  22G)  une  droite 
AC  est  perpendiculaire  à un  planBAE,  et  par  suite  à toutes 
les  droites  AB,  AD,  AE,  menées  dans  ce  plan,  les  trièdres 
ABCD,  ABCE,  ABCF,  etc.,  ont  tous  la  face  BAC  commune, 
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les  faces  CAD,  CAE,  CAF,  etc.,  égales,  le  dièdre  AB,  opposé 
à ces  faces,  aussi  égal,  sans  être  pourtant  égaux. 

PROPOSITION  XL. 

Théorème. 

Deux  trièdres  sont  égaux  ou  inverses,  s’ils  ont  deux  diè- 
dres égaux  chacun  à chacun,  et  une  face  opposée  à l’un  d'eux 
égale,  pourvu  que  la  face  opposée  au  second  dièdre  égal, 
soit  de  même  espèce  départ  et  d’autre , sauf  un  cas  d’exception. 

Nommons  A une  face  de  l’ur..  A’  son  égale  dans  l’autre; 
soient  a,  a',  les  sections  droites  des  dièdres  opposés  ; elles 
sont  égales;  soient  b,  b',  celles  des  deux  autres  dièdres 
égaux,  B.  B'  les  faces  opposées,  qui  sont  de  même  espèce, 
tous  ces  /\  étant  rapportés  à l’angle  droit. 

Considérez  les  trièdres  supplémentaires  des  nôtres  (p.  33 
etd.  12)  : ils  auront  deux  faces  égales  chacune  à chacune, 
représentées  par  2 — a,  2 — a,  2 — b , 2 — 6';  de  plus,  les  diè- 
dres opposés  aux  deux  premières, 2 — A,  2 — A',  seront  égaux, 
et  les  dièdres  opposés  aux  deux  autres  faces,  c’est-à-dire 
2 — B,  2 — B’,  sont  de  même  espèce.  Ainsi  ils  sont  égaux 
dans  tous  leurs  éléments,  sauf  le  cas  où  les  faces  2 — a , 2 — a, 
2 — b,  2 — b’  sont  des  angles  droits.  Donc  nos  trièdres  sont 
aussi  égaux , sauf  le  cas  où  les  quatre  dièdres  a,  a,  b,  b’ 
sont  droits. 


PROPOSITION  XLI. 

Théorème.  — Fig.  227. 

Deux  trièdres  ABCD,  A'  sont  égaux  ou  inverses,  s'ils  ont 
les  faces  égales  chacune  à chacune  (les  faces  de  même  nom). 

Placez  la  face  B' A D'  sur  son  égale  BAD,  de  façon  que 
les  arêtes  homologues  coïncident.  Si  l’arête  A'C'  tombe  du 
même  côté  que  AC,  par  rapport  au  plan  BAD,  au  lieu  du 
trièdre  A',  on  prendra  son  inverse,  et  opérant  de  même, 
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on  aura  le  trièdre  ABED,  égal  à A',  ou  inverse  de  A'.  Ainsi 
/\  BAE  = BAC,  EAD=CAD.  Si  donc  on  imagine  le  plan 
ACE,  chacun  des  trièdrcs  ABCE,  ACDE  est  isocèle.  Donc 
dièdre  BAEC=BACE,  et  dièdre  DAEC=DACE.  Ajoutant 
ou  retranchant  selon  que  le  plan  CAE  passe  entre  BA  et 
AD,  ou  non,  on  a dièdre  BACD=BAED=A'C\  Donc  les 
trièdres  proposés  ABGD  et  A’  ont  un  dièdre  égal  entre  faces 
égales,  et  sont  égaux  ou  inverses. 

Si  le  plan  CAE  passait  par  AB,  le  dièdre  BCAD  se  chan- 
gerait en  ECAD,  et  la  conséquence  serait  la  môme. 

PROPOSITION  XLII. 

Théorème. 

Deux  trièdres  sont  égaux  ou  inverses,  s’ils  ont  les  dièdres 
égaux  chacun  à chacun. 

Soient  A,  B,  C,  les  faces  de  l’un,  a,  h,  c,  les  dièdres  op- 
posés ou  plutôt  leurs  sections  droites;  de  môme  A',  B , C', 
les  faces,  a,  h’,  c les  sections  droites  des  dièdres  de  l’autre. 
Soit  a=a  , b=b  , c=c . Construise/,  les  supplémentaires  des 
deux  trièdres  (p.  33  et  d.  12)  ; leurs  faces  seront  respecti- 
vement 2 — a,  2 — b,  2 — c;  2 — a,  2 — b',  2 — c,  et  ces 
faces  seront  égales  chacune  à chacune.  Donc  les  dièdres  op- 
posés aux  faces  égales  sont  égaux.  .Mais  ces  dièdres  ont  pour 
sections  droites  respectives  2 — A,  2 — B,  etc.,  et  comme 
2 — A=2 — A’,  on  aura  A=A',  B=B,  C=C'.  Donc,  etc. 

PROPOSITION  XLIII. 

Théorème,  — Fie.  228. 

Dans  tout  angle  polyèdre  convexe,  la  somme  des  faces  est 
moindre  que  quatre  angles  droits. 

On  va  démontrer  en  premier  lieu  que  dans  un  pareil  an- 
gle on  peut  mener,  d’une  infinité  de  manières,  un  plan  qui 
rencontre  toutes  les  arêtes  supposées  terminées  au  sommet. 
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Pour  le  trièdre,  cela  est  évident,  car  trois  points,  pris  res- 
pectivement sur  les  trois  arêtes,  déterminent  un  tel  plan. 
Pour  tout  autre  angle  polyèdre  A,  supposé  convexe,  si  l’on 
prolonge  indéfiniment  le  plan  d’une  face  quelconque,  ACD, 
j’angle  polyèdre  sera  situé  tout  entier  d’un  côté  de  ce  plan. 
Il  en  est  de  même  par  rapport  à une  face  opposée  AFE;  donc, 
ces  deux  plans  comprennent  dans  leur  dièdre  tout  l’angle 
polyèdre.  Ce  dièdre  est  moindre  que  2droils;  s’il  était  plus 
grand,  l'un  quelconque  des  deux  plans  qui  le  forment  étant 
prolongé,  passerait  dans  l’intérieur  du  dièdre,  couperait 
l’angle  polyèdre  qui,  par  suite,  ne  serait  pas  situé  tout  entier 
d’un  même  côté  de  l'une  quelconque  de  ses  faces,  prolongée 
dans  tous  les  sens.  Le  dièdre  en  question  ne  peut  pas  non  plus 
se  réduire  a 2 droits,  c’est-à-dire  que  les  deux  faces  oppo- 
sées CAL),  FAE  ne  peuvent  pas  être  dans  un  même  plan  ; car 
(tig.  229)  si  cela  était,  chacun  des  angles  CAD,  FAE 
serait  moindre  que  2 droits  (p.  31,  r.);  d’après  cela,  entre 
AF  et  AC  il  doit  se  trouver  au  moins  deux  faces  ; s’il  n’y  en 
avait  qu’une,  ce  serait  FAC,  et  les  trois  faces  EAF,  FAC, 
CAD  n’en  feraient  qu’une,  ce  qui  est  contraire  à l'hypo- 
thèse. Il  y a donc  au  moins  deux  faces,  que  le  plan  FEDC 
laissera  ou  de  l’autre  côté  par  rapport  à l’angle  polyèdre,  ou 
du  même  côté  que  l’angle  polyèdre.  Dans  le  premier  cas, 
ce  plan  couperait  l’angle  polyèdre  ; dans  le  second,  chacune 
des  deux  faces  en  question  le  couperait;  aucun  de  ces  deux 
cas  ne  con  viei.t  à un  angle  polyèdre  convexe.  Donc  enfin  notre 
angle  polyèdre  convexe  (fig.  228)  est  compris  dans  l’angle 
dièdre  des  faces  CAD,  EAF,  angle  moindre  que  2 droits. 

L’intersection  de  ces  faces  est  une  droite  GH  extérieure 
à l’angle  polyèdre,  vu  qu’elle  appartient  à deux  plans  dont 
aucun  ne  passe  dans  cet  angle.  Or,  par  cette  droite  GH,  on 
• peut  mener  d’une  infinité  de  manières  un  plan  qui  ne  passe 
point  dans  le  dièdre  des  faces  CAD,  EAF,  dièdre  moindre 
que  2 droits.  Ce  nouveau  pian  laisse  donc  d'un  même  côté 
ce  dièdre  tout  entier,  ainsi  que  l’angle  polyèdre  y compris, 
et  tout  plan  qui  lui  sera  parallèle,  et  mené  par  un  point  B 
d’une  des  arêtes,  les  coupera  toutesdu  même  côté  du  sommet. 


Digitized  by  Google 


LIVRE  V. 


Soit  BCDEF  la  section  faite  dans  l’angle  polyèdre  par  un  pa- 
reil plan  : cette  section  sera  un  polygone  convexe  ; car  si  l’un 
de  ses  côtés,  BC,  traversait  le  polygone,  la  face  ABC  traverse- 
rait l’angle  polyèdre.  On  peut  donc  regarder  chacun  des  som- 
mets B,  C,  I),  etc.,  comme  celui  d’un  trièdre  convexe,  ayant 
parmi  ses  faces  un  des  angles  dece  polygone.  Par  suite  (p.  32), 
angle  FBC<FBA-t-ABC  , BCD < BCA 4- ACD , etc.  Donc  la 
somme  des  angles  intérieurs  du  polvgone  est  moindre  que 
la  somme  des  angles  qui  leur  sont  adjacents  dans  les  A as-  • 
semblés  autour  de  A.  Or,  si  d'un  point  intérieur  O du  po- 
lygone on  mène  des  droites  OB,  OC,  etc.,  à tous  les  sommets, 
on  aura  autant  de  A en  0 qu’en  A : la  somme  totale  des  angles 
du  premier  système  de  A est  ainsi  la  même  que  dans  ie  se- 
cond ; mais  dans  le  second,  les  angles  en  B,  C,  b valent  plus 
que  dans  le  premier;  donc,  par  compensation,  dans  le  second 
les  angles  en  A vaudront  moins  que  dans  le  premier  les  an- 
gles en  0,  c’est-à-dire  moins  que  4 droits. 

Remarque.  Si  l’angle  polyèdre  n’est  pas  convexe , la 
somme  de  ses  faces  peutôtre  >4droits.  Car,  d’abord,  il  n’est 
pas  toujours  possible  de  mener  un  plan  qui  coupe  toutes  les 
faces  suivant  un  polygone  fermé;  on  le  voit  dans  le  trièdre 
non  convexe  de  la  figure  217,  où  le  plan  BCD  coupe  deux 
faces  suivant  BC,  CD,  et  la  troisième  suivant  DI,  BH,  pro- 
longements de  BD.  Ensuite,  même  dans  ie  cas  où  il  est 
possible  de  couper  l'angle  suivant  un  polygone  fermé,  ce 
polygone  ne  sera  pas  convexe,  sans  quoi  l’angle  le  serait. 

Or  (tig.  230),  soit  A le  sommet  d’un  angle  poly  èdre,  BCE  le 
polygone  non  convexe  obtenu.  Dans  le  trièdre  G,  on  a,  il 
est  vrai,  face BGF<  AGB-I-AGF;  mais  la  faceBGF,  moindre 
que  2 droits,  n’est  pas  un  angle  du  polygone;  c’est  l’angle 
mesuré  par  l’arc  abc,  qui  fait  partie  du  polygone,  et  cet 
angle-là  peut  être  >AGB-+-AGF.  Le  raisonnement  employé  * 
dans  le  théorème  n’est  donc  pas  applicable  ici. 


* 
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PROPOSITION  XLIV. 

Théorème. 

Dans  tout  angle  polyèdre  convexe,  la  somme  des  dièdres 
est  moindre  que  deux  droits  multipliés  par  le  nombre  des  fa- 
ces, mais  plus  grande  que  ce  même  produit  diminué  de  qua- 
tre droits. 

1°  En  effet,  dans  un  angle  polyèdre  convexe,  chaque  diè- 
dre est  moindre  que  deux  droits  ; donc  leur  somme  est 
moindre  que  deux  droits  multiplies  par  le  nombre  des  laces. 

2°  Soit  d’abord  un  trièdre  convexe  : chacun  de  ses  dièdres 
vaut  2 droits  moins  une  des  faces  du  trièdre  supplémen- 
taire. Par  suite,  ses  trois  dièdres  valent  6 droits  moins  les 
trois  faces  de  ce  dernier  trièdre,  qui  est  aussi  convexe,  et 
dont  la  somme  des  faces  est  par  conséquent  moindre  que  4 
droits.  Or,  de  6 droits  retranchant  moins  de  4,  on  a un  reste 
plus  grand  que  2 droits;  de  sorte  que  dans  un  trièdre  con- 
vexe, la  somme  des  dièdres  est  >2droits. 

Soit  maintenant  (fig.  228)  un  angle  polyèdre  convexe, 
quelconque  A.  Par  une  droite  intérieure  AO,  et  par  chaque 
arête  AB,  AC,  menez,  un  plan,  ce  qui  donnera  autant  de 
trièdres  AOBC,  AOCD,  etc.,  qu’il  y a de  faces.  La  somme 
de  leurs  dièdres  est  donc  plus  grande  que  2 droits  multipliés 
par  le  nombre  des  faces  ; retranchant  les  4 droits  formés  au- 
tour de  AO,  on  a un  reste  plus  grand  que  ledit  produit  di- 
minué de  4 droits. 

Remarque.  On  ne  peut  pas  prendre  arbitrairement  les  trois 
dièdres  d’un  trièdre.  En  effet,  soient  A,  B,  C,  ces  trois  diè- 
dres, ou  leurs  sections  droites;  soit  D l’angle  droit.  Les  fa- 
. ces  du  trièdre  supplémentaire  seront  2D — A,  2D — B,  21) 
— C.  Soit  A le  plus  petit  des  trois  angles  A,  P»,  C;  2D — A 
sera  la  plus  grande  des  trois  faces  du  trièdre  supplémen- 
taire. Il  faut  donc  qu’elle  soit  •<  la  somme  des  deux  autres, 
c’est-à-dire  que  21) — A<2f) — B-f-20 — C. 

D’où  B4-C<2D+A. 
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Ainsi  il  faut  que  le  plus  petit  dièdre  augmenté  de  deux 
droits  donne  une  somme  plus  grande  que  celle  des  deux 
autres  dièdres. 

Remarque.  Un  trièdre  peut  avoir  deux  et  même  trois  diè- 
dres droits;  dans  le  premier  cas,  il  se  nomme  trièdre  birec- 
tangle;  dans  le  second,  Irireclangle. 

PROPOSITION  XLV. 

Théorème. 

Avec  des  faces  données,  se  succédant  dans  un  ordre  donné, 
et  comprenant  des  dièdres  donnés,  on  peut  former  au  plus 
deux  angles  polyèdres,  qui  ne  sont  superposables  que  dans  cer- 
tains cas. 

Afin  que  nos  raisonnements  conviennent  d’une  manière 
précise  à toute  espèce  d’angle  polyèdre,  nous  allons  poser 
une  convention  relative  à la  manière  de  compter  les  dièdres. 
Soit  (fig.  231)  un  système  de  faces  BAC,  CAD,  etc.,  assem- 
( blées  en  A : plaçons  en  A la  tète  d’un  spectateur  ayant  ses  pieds 
en  B,  l’œil  dirigé  sur  C;  que  ses  pieds  se  meuvent  pour  se  pla- 
cer successivement  en  C,  en  D,  mais  avec  la  condition  qu’il 
regarde  devant  lui,  dans  le  sens  du  mouvement,  la  tête  res- 
tant en  A : lorsqu’il  sera  en  D,  sa  droite  aura  parcouru  l’un 
des  dièdres  que  forment  les  faces  BAC,  CAD,  sa  gauche, 
l’autre.  Le  premier  sera  dit  compté  à droite , l’autre  à gau- 
che. L’un,  celui  de  gauche  ou  de  droite,  sera  •<  2 droits, 
l’autre  plus  grand,  et  dans  les  angles  polyèdres  non  convexes, 
chacune  de  ces  deux  espèces  de  dièdre  peut  se  rencontrer. 
Or,  dans  un  même  angle  polyèdre  nous  compterons  tous  les 
dièdres  à gauche,  ou  tous  à droite  ; mais  jamais,  dans  le 
même  angle,  les  uns  à gauche,  les  autres  à droite. 

Cela  posé,  soit  donné  un  système  de  faces,  que  nous  nom- 
merons 1",  2',  3'  face,  dans  l’ordre  où  elles  doivent  se  suivre  ; 
soient  donnés  également  les  dièdres  compris.  Soit(lig.  232) 
BAC  la  première,  plaçons  notre  spectateur,  l’œil  en  A,  les  pieds 
en  B,  regardant  carrément  le  point  C.  Il  s’agit  de  placer  sur 
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AC  |a  seconde  face,  faisant  avec  la  première  un  dièdre  donné. 
Or,  ici  ce  dièdre  peut  être  formé  à droite  ou  à y anche  : soient 
CAD,  CAD  les  deux  positionsqui  en  résultent  pour  la  seconde 
face.  Il  faudra  placer  sur  AD  la  troisième  face  comprenant 
avec  la  seconde  un  dièdre  donné;  mais  celte  troisième  face  ne 
pourra  avoir  qu'une  position  ; car  le  premier  dièdre  étant 
pris  à gauche,  le  second  devra  l’ôtre.  Donc  ce  premier  assem- 
blage de  faces  sera  unique;  le  second,  qui  se  continue  sur 
AD’  avec  les  dièdres  à droite,  sera  aussi  unique.  Donc  il  n’y 
en  a que  deux.  Et  si  un  troisième  assemblage  des  mêmes 
faces  et  dièdres,  disposés  dans  le  même  ordre,  était  donné,  on 
placerait  la  première  face  sur  son  égale  BAC,  par  les  arêtes 
homologues;  la  seconde  ne  pourrait  tomber  qu'a  droite  ou  a 
gauche  ; donc  cite  coïnciderait  avec  CAD  ou  avec  CAD  , et  ce 
nouveau  système  coïnciderait  avec  l’un  des  deux  premiers. 

Que  si  l’un  des  angles  polyèdres  est  formé,  soit  (lig.  233) 
ABCDEF  cet  angle;  prolongez  toutes  ses  arêtes  et  faces  au 
delà  du  sommet,  A bedef  sera  le  second.  Car  il  aura  les  faces 
et  les  dièdres  respectivement  égaux  à ceux  du  premier.  De 
plus,  pour  pouvoir  les  superposer  par  les  faces  homologues, 
il  faudrait  placer  6A  sur  BA,  Ac  sur  AC,  A f sur  AF,  c'est- 
à-dire  superposer  le  trièdre  ABCF  avec  Abcf,  ce  qui  ne  se 
peut , vu  que  ces  deux  trièdres  sont  inverses.  Quant  aux 
conditions  nécessaires  [tour  que  la  superposition  puisse  avoir 
lieu,  les  voici  : admettons  que  la  face  dAc  soit  superposée 
avec  son  égale  DAC  : il  faudra  placer  Ac  sur  AD,  Ad  sur 
AC,  sans  quoi  les  deux  ligures  tomberaient  de  différents 
côtés  du  plan  commun  CAD.  Il  faudra  donc  que  dièdre  Ac 
=AD,  et  face  cA6=DAE;  or,  déjà  dièdre  Ac— AC,  et  face 
cA6=CAB  ; donc  il  faut  que  dièdre  AC=AD,  face  CAB= 
EAD,  etc.,  c’est-à-dire  que  de  part  et  d’autre  d'une  certaine 
face  CAD,  il  faut  que  les  faces  de  même  rang  soient  égales,  et 
que  les  dièdres  de  même  rang  soient  aussi  égaux.  Ces  condi- 
tions suffisent  évidemment. 

Déf.  10.  Deux  angles  polyèdres  composés  des  mêmes 
faces  et  des  mêmes  dièdres,  assemblés  iu  îs  le  même  ordre, 
sont  dits  inverses,  s’ils  ne  sont  pas  superposables. 
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PROPOSITION  XLVI. 

Théorème. — Fig.  234. 

Deux  angles  polyèdres  inverses  peuvent  se  décomposer  en 
parties  superposables.  r 

Tout  angle  polyèdre  convexe  se  décompose  en  trièdres 
additifs. 

Deux  angles  polyèdres  inverses  se  décomposeront  en  triè- 
dres inverses;  ce  qui  paraîtra  évident,  si  on  forme  l’un  par 
le  prolongement  des  faces  de  l’autre  au  delà  du  sommet. 

Il  reste  donc  à démontrer  la  proposition  pour  deux  triè- 
dres inverses  ABCD,  AB' C D',  que  je  suppose  opposés  au 
sommet. 

Prenons  sur  les  arêtes  des  distances  toutes  égales,  AB, 
AC,  AB’,  etc.  Tirons  BD,  BC,  CD,  B D’,  B’C’,  CD'.  Soit  E le 
centre  du  cercle  circonscrit  au  A BCD,de  sorte  que  les  droites 
BE,  DE,  CE  sont  égales.  Les  A ABE,  ACE,  ADE  seront  équi- 
latéraux entre  eux,  et  par  suite  les  trois  trièdres  ABEC , 
ADEC,  ABED  sont  isocèles. 

Cela  posé,  prolongez  EA  au  delà  de  A;  ce  prolongement 
AE'  déterminera,  avec  les  arêtes  AB',  AC',  AD',  trois  trièdres 
inverses  des  trois  précédents,  et  superposables  avec  eux, 
respectivement  (p.  30  et  d.  15),  puisqu’ils  sont  isocèles. 
Donc,  etc. 

Si  le  point  E tombait  sur  un  des  côtés  du  ABCD,  le  trié— 
dre  ABC!)  ne  serait  décomposé  qu’en  deux  trièdres  isocèles; 
de  même  AB'C'D'.  Enfin,  si  le  point  E tombait  hors  du  A 
CBD,  l’un  des  trois  trièdres  isocèles  serait  soustractif  ; de 
même  dans  AC'B’D',  et  la  conséquence  subsisterait. 

Si  les  angles  polyèdres  ne  sont  pas  convexes,  on  peut  les  décomposer  en 
trièdres,  en  raisonnant  comme  dans  la  seconde  partie  depr.  24,  I.  1. 

Déf.  17.  On  appelle  polyèdre  tout  corps  terminé  de  tou- 
tes parts  par  des  plans.  Ces  plans  terminés  à leurs  intersec- 
tions mutuelles,  se  nomment  des  faces ; les  intersections 
des  faces  prennent  le  nom  d 'arêtes. 

Les  points  d’intersection  des  arêtes  sont  appelés  sommets. 
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Une  diagonale  d’un  polyèdre  est  une  droite  qui  joint  deux 
sommets  non  situés  sur  la  même  face. 

Une  surface  polyédrale  est  une  suite  de  plans  terminés 
à leurs  intersections  mutuelles  ; la  surface  peut  être  fermée 
ou  non . » 

Déf.  18.  On  appelle  tétraèdre  le  polyèdre  à quatre  laces  : 
c’est  le  plus  simple  des  corps  terminés  par  des  plans.  On 
nomme  pentaèdre,  hexaèdre,  dodécaèdre,  icosaèdre,  etc. , les 
polyèdres  à 5,  6,  12,  20,  etc.,  faces. 

Un  tétraèdre  est  complètement  déterminé  par  une  face  et 
le  sommet  opposé  : si  l’on  considère  une  face  sous  ce  point 
de  vue,  on  l’appelle  base. 

Déf.  19.  Un  polyèdre  est  dit  convexe,  s’il  est  situé  tout 
entier  d’un  même  côté  de  chacune  de  ses  faces,  prolongée 
indéfiniment. 


PROPOSITION  XLMI. 


Théorème. 

Tout  polyèdre  peut  se  décomposer  en  tétraèdres  additifs. 

Si  le  polyèdre  csf  convexe,  l’oeil  placé  à un  sommet,  et 
regardant  l’intérieur,  pourra  voir  toutes  les  faces.  Dans  ce 
cas,  partagez  en  A toutes  les  faces,  excepté  celles  qui  sont 
adjacentes  à un  sommet  A , pris  à volonté,  et  regardez  ces 
A comme  les  bases  d’autant  de  tétraèdres  ayant  pour  som- 
met commun  le  point  A ; ce  sont  les  tétraèdres  demandés. 

On  peut  encore  partager  en  A toutes  les  faces  sans  ex- 
ception, prendre  ces  A pour  bases  d’autant  de  tétraèdres 
ayant  pour  sommet  commun  un  point  pris  à volonté  dans 
l’intérieur  du  polyèdre. 

Si  le  polyèdre  n’est  pas  convexe,  supposez  à un  point 
intérieur  quelconque  A,  l’œil  d’un  spectateur  ; il  verra  tout 
autour  de  lui  un  certain  nombre  de  faces  et  de  portions  de 
faces  ; partagez-les  en  A et  prenez-les  pour  bases  d'autant 
de  tétraèdres  ayant  pour  sommet  le  point  A.  — Ces  tétraè- 
dres étant  supprimés,  il  reste  une  ou  plusieurs  portions  du 
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polyèdre  que  l’on  traitera  de  même,  et  l’on  arrivera  à dé- 
composer le  corps  en  tétraèdres.  Rien  n’empêche  d’ailleurs 
de  prendre  le  point  A au  sommet  d’un  angle. 

PROPOSITION  XLVIII. 

Théorème. 

Dans  tout  polyèdre  le  nombre  des  faces,  plus  le  nombre 
des  sommets,  moins  le  nombre  des  arêtes , est  égal  à 2. 

Soit  F le  nombre  des  faces,  S le  nombre  des  sommets,  A 
le  nombre  des  arêtes. 

Dans  le  tétraèdre  F — 'î , S = 4,  A = 6 ; ainsi,  dans  ce 
corps  F+S=A+2. 

Je  dis  qu’il  en  est  de  même  pour  tout  polyèdre.  En  effet, 
supposons  cette  égalité  vérifiée  pour  un  certain  polyèdre  ; 
prenons  un  nouveau  point  M,  pour  le  joindre  à chacun  des 
sommets  d’une  face,  qui  ait  par  exemple  8 côtés.  On  dé- 
terminera ainsi  8 Taces  nouvelles,  en  même  temps  qu’on 
en  supprime  une  : il  y a donc,  dans  le  nouveau  polyèdre, 
7 faces  de  plus  que  dans  l’ancien  ; il  y a un  sommet  de 
plus,  et  8 arêtes  de  plus  ; donc  F-)-S  et  A augmentent 
chacun  de  8 unités,  et  la  différence  F-t-S — A ne  change 
pas.  Il  a été  supposé  qu’aucune  des  8 nouvelles  faces  ne 
se  trouve  sur  le  prolongement  d’une  ancienne  : si  cela 
avait  lieu  pour  une  seule,  il  y aurait  seulement  6 faces 
d’ajoutées  ; mais  il  y aurait  aussi  une  ancienne  arête  de 
supprimée;  donc  on  aurait  ajouté  6 faces,  un  sommet, 
7 arêtes,  et  la  conclusion  subsiste.  Si  2 nouvelles  faces  se 
trouvaient  chacune  dans  le  prolongement  d’une  ancienne, 
il  n’y  aurait  que  5 faces  nouvelles,  un  sommet,  et  6 arêtes 
nouvelles,  etc.  Donc  F 4- S — A est  constant  et  égal  à 2, 
dans  tout  polyèdre. 

Remarque.  On  exclut  ici  les  polyèdres  étoilés  où  des  faces 
non  adjacentes  à un  même  angle  se  coupent,  comme  on  a 
exclu  les  polygones  analogues. 
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PROPOSITION  XLIX. 

Théorème. 

Dans  tout  polyèdre  la  somme  des  angles  des  faces  esl 
égale  à quatre  angles  droits  multipliés  par  S — 2,  S étant  le 
nombre  des  sommets. 

Soient  n,,  nâ,  n5,...  les  nombres  fie  côtés  des  différentes 
faces  : on  aura  la  somme  de  leurs  angles  = 2 (n, — 2)  + 
2 (n.2 — 2)  4-  2 (n3-L2)  -P-,  etc. 

=2  (rij  +n3+n3+,  etc.,  — 2 — 2 — 2 — ),  etc. 

Conservons  les  notations  de  |tr.  48  ; 

H,+nâ+n5+ est  le  nombre  de  tous  les  côtés  des 

faces  : c’est  2 A.  Le  nombre  2 est  pris  soustractivement  , 
autant  de  fois  qu’il  y a de  faces;  donc  la  somme  des  /\  = 
2 (2  A—  2 F)  = 4 A — 4 F = 4 ( A— F ) ; 

mais  de  F+S — xV=2  on  tire  A — F=S — 2 ; 
et  la  somme  des  /\  =4  (S — 2). 

Remarque.  Pour  déterminer  un  polyèdre  de  S sommets, 
je  prends  3 sommets  A,  B,  C situés  sur  une  face  ; il  en  reste 
S — 3,  que  je  nomme  I),  E,  F...  Je  détermine  chacun  de  ces 
sommets  par  le  moyen  d’un  tétraèdte,  ce  qui  conduit  aux 
tétraèdres  DABC,  EABC,  etc.  01%  la  connaissance  du  A 
ABC,  entraîne  celle  de  3 éléments;  la  détermination  de 
chacun  des  tétraèdres  DABC,  etc.,  eh  exige  3 (par  exemple, 
les  3 dièdres  à la  base);  total  3.  (S — 3)  + 3=3  (S — 2)  élé- 
ments et  l’ordre  dans  lequel  ils  se  combinent.  Il  peut  se  faire 
que  plusieurs  des  sommets  D,  E,  F soient  dans  le  plan  ABC, 
ce  qui  sera  exprimé  parce  que  les  tétraèdres  correspondants 
deviendront  des  plans. 

PROPOSITION  L. 

Théorème.  — Fig.  235. 

Deux  figures  sont  égales,  si  on  peut  les  placer  de  façon 
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qu’à  chaque  point  A,  B,  G,  etc.,  de  l’une,  il  réponde  dans 
l’autre  un  point  A’,  B\  C etc.,  tel  que  les  droites  AA',  BB',  CC\ 
etc.,  soient  égales,  parallèles,  et  de  même  sens  par  rapport 
aux  lignes  AB,  BC,  etc. 

Menez  un  plan  MN  parallèle  aux  droites  AA',  BB',  etc.,  mais 
quelconque  d’ailleurs.  Projetez  les  points  A,  B,  A’,  B',  etc., 
sur  ce  plan  en  a,  b,  a , b , etc.  Tirez  aai , bb ”,  ab,  bc,  db  bc ; 
ad  sera  parallèle  à AA'  (p.  12,  r.)  : de  même  bb' ,cc  . De  plus 
aa'=AA’,  comme  parallèles  entre  parallèles.  Donc  les  ligu- 
res abc,  a'b'c  sont  égales  et  superposables  (I.  1,  p.  30). 
Si  on  les  superpose,  les  perpendiculaires  aA,  6B,  cC,  coïn- 
cideront avec  a' A',  6'B',  c'C',  vu  que  d’ailleurs  B 6 — B '6', 
Aa  = A a,  etc.  Donc  chaque  point  A,B,C,  de  l’une  des 
ligures  données  coïncide  avec  un  point  A',  B , G'  de  l’autre. 

. Corollaire  1.  Si  les  ligures  sont  des  polygones,  ou  des 
jolyèdres,  il  suffit  que  les  conditions  précédentes  aient  lieu 
tour  les  sommets  des  deux  figures,  pourvu  que  les  côtés, 
es  faces  soient  de  part  et  d’autre  déterminés  par  les  som- 
mets correspondants. 

Corollaire  2.  1“  Deux  angles  sont  égaux  ou  supplémen- 
taires, si  les  côtés  de  l’un  sont  parallèles  à ceux  de  l’autre 
respectivement.  Gar  (lig.  236)  soit  AB  parallèle  à A B,  AG 
à A' G';  prenez  AB  = A'B',  AG  = A’G’;  AB  A' B'  sera  un  O ; 
donc  AA'  = BB'  ; de  même  AA'=CC'.  Donc,  etc. 

Si  l’on  prolonge  A'G'  vers  G",  l’angle  B A C"  sera  supplé- 
ment de  BAC;  et  si  l’on  prolonge  AB'  vers  B", -angle  B AC" 
sera  =BAC. 

2°  Fig.  237.  Deux  angles  polyèdres  sont  égaux  si  les 
arêtes  de  l’un  sont  parallèles  à celles  de  i autre,  et  respecli- 
livetnenl  de  même  sens,  et  si,  de  plus,  les  faces  sont  déter- 
minées de  part  et  d’autre  par  des  arêtes  parallèles  deux  à 
deux. 

Supposons  que  les  arêtes  de  même  nom  soient  parallèles, 
AB  àA'B',  etc.  Prenez  AB  =A'B',  AC  = A'G...  Tirez  AA', 
BB',CC'...Ces  droites  seront  égales  et  parallèles.  Donc,  etc. 
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Prolongez  les  arêtes  A' B',  A'C',  etc.,  vers  B",  C",  etc.,  l’an- 
gle A'B'C...  sera  inverse  de  ABC'...;  donc  aussi  de  ABC... 

Remarque.  En  étendant  à l’espace  les  définitions  rela- 
tives à là  similitude  (1.  3),  il  s’ensuit  que  la  pr.  15,  1.  3 et 
ses  corollaires  sont  vrais  pour  toute  espèce  de  figures,  pla- 
nes ou  non.  La  seule  partie  qui  jusqu’ici  ne  se  trouvait  pas 
démontrée  est  la  dernière,  celle  qui  est  relative  à la  posi- 
tion du  centre  de  similitude  ; en  vertu  de  la  proposition  ac- 
tuelle (p.  50),  elle  se  trouve  établie.  Il  s’ensuit  que  la  simi- 
litude des  figures  planes,  situées  dans  des  plans  différents, 
est  ramenée  à ce  qui  a été  dit,  I.  3. 

Déf.  20.  — Fig.  238.  On  appelle  prisme  un  polyèdre 
dont  deux  faces  opposées  ABE,  A B E'  sont  égales  et  paral- 
lèles, les  autres  faces  ABBA',  BCC'B',  etc.,  étant  des  £7, 
qu’on  appelle  faces  latérales. 

Pour  construire  un  prisme  sur  une  base  donnée  ABCDE, 
par  les  sommets  A,  B,  C,  IJ,  E,  menez  dans  le  même  sens 
les  droites  AA',  BB',  CC',  IJD',  EE',  égales  et  parallèles  ; 
joignez  les  extrémités  A',B',C',  D',E'  dans  le  même  ordre 
que  A,  B,  C,  D,  E.  La  figure  A'B'C'D'E'  sera  égale  à ABCDE 
(p.  50),  et  les  figures  ABB'A',  etc.,  sont  des £17.  Donc,  etc. 

L’ensemble  des  faces  latérales  indéfiniment  prolongées 
dans  le  sens  des  arêtes  latérales,  s’appelle  un  prisme  indé- 
fini. 

La  hauteur  d’un  prisme  est  la  distance  des  plans  des 

bases. 

Déf.  21.  Le  prisme  est  appelé  droit  si  les  arêtes  laté- 
rales AA',  BB',  etc.,  sont  perpendiculaires  aux  bases.  Dans 
ce  cas,  les  faces  latérales  AB',  BC',  etc.,  sont  aussi  perpen- 
diculaires aux  bases.  La  hauteur  d’un  prisme  droit  est  égale 
aux  arêtes  latérales.  > 

Déf.  22.  Un  prisme  est  appelé  triangulaire,  quadran- 
gulaire,  pentagonal,  etc.,  selon  que  ses  bases  sont  des  trian- 
gles, des  quadrilatères,  des  pentagones,  etc. 

Remarque  1.  Un  prisme  est  évidemment  déterminé  par 
la  base,  la  longueur  d’une  arête,  et  sa  direction  par  rap- 
port à la  base. 
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Remarque  2.  — Fig.  238.  Les  sections  KLMNO,  PQRST 
faites  dans  un  prisme  par  des  plans  parallèles  sont  égales, 
vu  que  les  droites  KP,  LQ , etc. , qui  joignent  les  sommets, 
sont  égales  et  parallèles  (p.  19  et  50).  On  en  conclut  que 
les  sections  parallèles  aux  bases  leur  sont  égales. 

Déf.  23.  Dans  un  prisme  indéfini  ou  non,  on  appelle 
section  droite  la  section  faite  par  un  plan  perpendiculaire 
aux  arêtes. 

Dêf.  24.  — Fig.  239.  Le  parallélipipède  (^)  est  un 
prisme  dont  les  bases  ABCD,  EFGH  , sont  des  EJ.  Ce  corps 
est  donc  compris  sous  six  O- 

Déf.  25.  Si  le  ^ est  droit,  et  que  ses  bases  soient  des 
rectangles,  toutes  les  faces  sont  des  rectangles,  et  le  po- 
lyèdre se  nomme  ^ rectangle. 

Déf.  26.  Enlin,  si  dans  un  ^rectangle  les  bases  sont  des 
carrés,  ainsi  que  les  faces  latérales,  la  figure  se  nomme  cube. 

Remarque.  — Fig.  239.  Dans  un  deux  faces  oppo- 
sées quelconques  ABFE,  DCGH  sont  égales  et  parallèles. 
Car  les  droites  AD  , BC,  EH,  FG  sont  égales  et  parallèles, 
vu  que  les  bases  FH,  AC,  sont  des  EJ  égaux.  Donc  (pr. 
50),  etc. , et  on  peut  prendre  pour  bases  deux  faces  opposées 
quelconques. 

PROPOSITION  LI. 

Théorème.  — Fig.  240. 

Si  un  polyèdre  convexe  est  enveloppé  partout  par  un  se- 
cond polyèdre  convexe  ou  non , la  surface  du  premier  est 
moindre  que  celle  du  second. 

Pour  le  prouver,  je  dis  1°  qu’une  aire  plane  rectiligne 
est  moindre  que  sa  projection  sur  un  plan  non  parallèle  au 
sien , et  comme  une  pareille  aire  se  décompose  en  A , il  suf- 
fira de  considérer  un  A. 

Soit  (fig.  301,  pl.  10)  un  A ABC,  A'B'C'  sa  projection 
sûr  un  plan  non  parallèle  au  sien.  Je  suppose  d’abord 
qu’un  côté  AC  du  A soit  parallèle  au  plan  de  projection,  et 
par  suite  à sa  projection  A’Cl,  située  à la  fois  dans  ce  der- 

13 
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nier  pian  et  dans  le  plan  AC,  C'A'  qui  contient  AC  (p.  12). 
Par  suite  AA'  = CC\  Prenez  aussi  B'B"  = AA',  tirez  AB, 
B"C;  les  A A'B'C',  AB"C  seront  égaux  (p.  50),  et  le  plan 
AB"C  sera  parallèle  à A'B'C' (p.  19).  Ainsi  BB'  perpendi- 
culaire à ce  dernier,  le  sera  à AB"C  (p.  17).  Soit  menée 
B"D  perpendiculaire  à AC,  et  soit  tiré  BD;  BD  sera  aussi 
perpendiculaire  à AC  (p.  8).  Donc  B"D,  BD  sont  les  hauteurs 
des  A AB"C,  ABC,  qui  ont  même  base  AC.  Or  BB",  perpen- 
diculaire au  plan  AB"C,  l’est  à B"ü  ; donc  DB  est  une  oblique 
et  surpasse  DB";  donc  A ABC  > AB"C  ou  > A'B'C'. 

Si  le  A ABC  n’a  aucun  côté  parallèle  au  plan  A'B'C’,  des 
trois  plans  menés  par  A,  B,  C,  parallèlement  à ABC',  il 
y en  aura  un  qui  sera  situé  entre  les  deux  autres;  mettons 
que  c’est  le  plan  mené  par  A.  Il  coupern  BC  entre  B et  C, 
en  un  point  E , et  le  plan  BAC  en  une  droite  AE,  parallèle 
nu  plan  A B C';  chacundes  A ABE,  ACE  ayant  ainsi  un  côté 
AE  parallèle  au  plan  de  projection , sera  plus  grand  que  sa 
projection.  Donc,  etc. 

2°  Je  dis  que  dans  tout  polyèdre  fermé  une  face  A est 
plus  petite  que  la  somme  des  autres.  Projetez  toutes  les 
.autres  faces  sur  le  plan  de  A : la  somme  des  projections 
sera  au  moins  égale  à A ; mais  la  somme  des  faces  projetées 
est  plus  grande  que  celle  de  leurs  projections;  donc  la  somme 
des  faces  >•  A. 

3°  Soit  enfin  un  polyèdre  convexe  P enveloppé  par  un 
polyèdre  P',  avant  ou  non  des  faces  communes  avec  P.  Pro- 
longez indéfiniment  le  plan  d’une  face  de  P;  elle  coupera  P' 
suivant  un  polygone  que  je  nomme  A,  et  laissera  P tout 
entier  d’un  côté  : soit  P"  la  partie  de  P' qui  est  de  ce  même 
côté  de  A,  P”  l’autre.  P"  forme  avec  A un  polyèdre  où 
A ■<  P'",  d’après  2°.  Donc  remplaçant  P"  par  A,  on  aura 
le  polyèdre  AP  "'  dont  Paire  <C  P . fit  qui  enveloppe  P , avec 
lequel  il  a un  plan  de  face  commun.  Opérant  de  même  sur 
P et  AP",  on  remplace  P'  par  des  polyèdres  dont  les  aires 
vont  en  décroissant,  et  dans  lesquels  il  y a successivement 
1,  2,  3...  faces  communes.  Le  -dernier  de  ces  polyèdres  ù 
aires  décroissantes  sera  P.  Donc  aire  P < P’. 
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Corollaire.  La  même  propriété  a lieu  si  P et  P',  au  lieu 
d’être  fermés,  se  terminent  à un  contour  polygonal  com- 
mun. 

Nous  admettons  qu’une  portion  de  plan  est  plus  petite 
que  toute  surface  courbe  terminée  au  même  contour.  On 
pourra  donc,  par  un  raisonnement  analogue  à celui  de  la 
rem.  1,  p.  28,  I.  1,  étendre  la  pr.  actuelle  à des  surfaces 
courbes. 

Déf.  27.  Deux  points  sont  dits  symétriques  par  rapport  à 
un  plan,  si  le  plan  est  perpendiculaire  au  milieu  de  la  droite 
qui  joint  ces  points. 

Les  définitions  données  1.  1,  page  31,  pour  les  points 
et  figures  symétriques  par  rapport  à un  point  ou  une  droite, 
seront  conservées  dans  l’espace. 

Déf.  28.  Deux  figures,  systèmes  de  points,  de  lignes,  de 
surfaces,  de  corps,  sont  symétriques  par  rapport  à un  plan, 
si  chaque  point  de  l’une  des  figures  a dans  l’autre  son  sy- 
métrique par  rapport  à ce  plan. 

PROPOSITION  LU. 

Théorème.  — Fig.  239. 

Dans  tout  ^ AG,  les  diagonales  se  coupent  en  leur  mi- 
lieu commun , lequel  est  un  centre  de  symétrie  de  la  surface 
de  ce  polyèdre. 

Soient  tirées  les  diagonales  AG,  BH;  les  droites  AB,  GH 
étant  parallèles,  déterminent  un  plan,  et  comme  elles  sont 
égales,  elles  déterminent  ( I.  1,  p.  26  ) un  CJ,  dont  AG, 
BH  sont  les  diagonales,  lesquelles  se  coupent  par  conséquerit 
en  parties  égales  ; soit  I leur  intersection.  On  prouve  de 
même  que  les  deux  autres  diagonales,  EC,  DF,  passent  pat 
le  milieu  de  .\G,  et  y sont  divisées  en  parties  égales. 

Soit  actuellement  tirée  par  I une  droite  quelconque  LK , 
ayant  L et  K pour  traces  sur  deux  faces  opposées  AC,  IIF 
du  polyèdre.  Menez  GL,  AK,  droites  qui  seront  parallèles  à 
cause  des  plans  parallèles  BD,  Fil,  coupés  par  leplanAKLG. 
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Les  A AIE,  G1L  auront  le  côté  AI=IG,  l'angle  A1K=GIL, 
IAK=IGL.Donc  IL=IK  ; donc,  etc. 

PROPOSITION  LUI. 

Théorème. 

Deux  figures  symétriques  par  rapport  à une  droite  sont 
superposables. 

Pour  démontrer  cette  propriété,  on  projetiera  les  deux 
ligures  (comme  pr.  50)  sur  un  plan,  mais  on  prendra  ce  plan 
perpendiculaire  à l’axe  de  symétrie  ; les  projections  seront 
symétriques  par  rapport  à un  point,  etc. 

PROPOSITION  LIV. 

Problème.  — Fig.  241. 

Toutes  les  figures  symétriques  d’une  figure  donnée,  soit 
par  rapport  à un  point,  soit  par  rapport  à un  plan,  sont  su- 
perposables entre  elles. 

Soit  A un  point  d’une  figure  ; A'  son  symétrique  par  rap- 
porta un  plan  EF  ; tirez  AA',  et  soit  a la  trace  de  cette  droite 
sur  EF  : on  aura  (d.  27)  Ao  = A'a.  Soit  pris  le  plan  EF 
un  A quelconque  BCD,  que  nous  prendrons  pour  base  com- 
mune de  deux  systèmes  de  tétraèdres,  ayant  pour  sommets 
les  pointsA,  A’,  etc.,  des  deux  ligures  symétriques.  Le  plan 
EF  étant  perpendiculaire  au  milieu  de  AA',  on  aAB=A'B, 
AC=A  G,  AD=A'D  (pr.  7).  Donc  les  tétraèdres  ABCD , 
A'BCD  ont  les  faces  égales  chacune  à chacune  ; par  suite  les 
trièdres  BACD,  BA'CD  ont  les  faces  égales  2 à 2 ; or,  ils  ont 
deux  arêtes  homologues  communes,  BC,  BD;  les  arêtes 
BA,  BA'  sont  de  différents  côtés  du  plan  commun  ; donc  ils 
sont  inverses  (p.  36). 

Cela  posé,  soit  G un  centre  de  symétrie,  A"B'C'D’  la  figure 
symétrique  de  ABCD,  par  rapport  à G.  On  aura  A"B’=AB 
—AB,  etc.,  BC=B'C\  etc.  D’ailleurs  les  droites  DB,  D'B’ 
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sont  parallèles  et  de  sens  contraires  relativement  à BB';  de 
môme  BC,  B'C\  et  BA,  B' A".  Donc  le  trièdre  B'C’D'A''  est 
l’inverse  de  BCDA;  donc  il  est  superposable  avec  BCDA' 
(pr.  45),  et  à cause  des  arôtes  égales,  le  tétraèdre  B'C'D'A" 
coïncidera  avec  BCDA'. 

Il  s’ensuit  que  si  l’on  superpose  B' C D'  avec  BCD,  les  points 
A",  A',  symétriques  d’un  môme  point  A,  coïncideront.  Donc 
les  deux  ligures  symétriques  de  A...  etc.,  sont  superpo- 
sables. 

Donc  ayant  construit  la  symétrique  d’une  première  ligure 
parrapport  àun  plan,  toutes  les  symétriques, de  la  première 
par  rapporta  un  point,  sont  superposables  avec  la  seconde, 
et  de  même  toutes  les  figures  symétriques  d’une  figure  par 
rapport  à un  plan,  sont  superposables  avec  les  figures  sy- 
métriques de  la  première  par  rapport  à un  point.  Donc,  etc. 

Corollaire  1 . Toute  figure  symétrique  d’une  figure  plane, 
soit  par  rapport  à un  plan,  soit  par  rapport  à un  point,  est 
superposable  avec  elle  ; car  on  peut  prendre  le  centre  de  sy- 
métrie; dans  le  plan  de  la  figure  donnée.  Toute  ligne  symé- 
trique d’une  droite  est  droite. 

DÉr.  29.  Deux  figures  qui  peuvent  être  symétriquement 
placées  par  rapport  à un  point,  ou  par  rapport  à un  plan, 
sont  dites  symétriques,  purement  et  simplement. 

Remarque.  Deux  angles  polyèdres  inverses  sont  symétri- 
ques; car  on  peut  former  l’inverse  d’un  angle  polyèdre  en 
prolongeant  les  arêtes  au  delà  du  sommet,  ce  qui  revient 
à construire  le  symétrique  en  prenant  le  sommet  pour  cen- 
tre de  symétrie. 

PROPOSITION  LV. 

Toute  figure  symétrique  d’un  polyèdre  est  un  second  po- 
lyèdre ayant  ses  faces  respectivement  égales  à celles  du  pre- 
mier, et  ses  angles  polyèdres  respectivement  inverses  de  leurs 
homologues  dans  le  premier,  et  réciproquement. 
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1°  Soit  A une  face  de  la  figure  donnée;  la  symétrique  dç 
cette  face  dans  la  seconde  figure  est  superposable  avec  A ; 
donc  à chaque  face  de  l’une  répond  une  face  égale  dans  l’au-r 
tre;  la  seconde  figure  est  donc  un  polyèdre. 

Soit  P un  angle  polyèdre  dans  l’un  des  corps;  il  y a dans 
le  second  son  symétrique  ou  inverse,  vu  que  si  deux  figures 
sont  symétriques,  chaque  élément,  partie  de  l’une,  a sop 
symétrique  dans  l’autre. 

2°  Deux  polyèdres  compris  sous  un  môme  nombre  de  fa- 
ces égales  formant  de  part  et  d’autre  des  angles  polyèdres 
égaux,  sont  évidemment  superposables.  Donc  aussi  deux  po- 
lyèdres compris  sous  des  faces  égales,  formant  de  part  ef 
d’autre  des  angles  polyèdres  symétriques,  sont  symétri- 
ques. Car  chacun  sera  superposable  avec  le  symétrique  de 
l’autre. 

Corollaire  1.  — Fig.  242.  Les  deux  prismes  ABDA'B'D', 
JîDCB'D'C’,  dans  lesquels  se  décompose  un  ^ ACA'C',  sont 
symétriques.  Car  les  trièdres  A,  C sont  symétriques,  comme 
ayant  les  arêtes  respectivement  parallèles  et  de  sens  con- 
traire; ces  trièdres  sont  compris  sous  des  polygones  égaux. 
De  môme  des  autres.  Ces  prismes  ne  sont  pas  symétrique- 
ment placés. 

Remarque  1 . On  reconnaîtra  facilement  que  : 1°  dans  le 

rectangle,  les  plans  menés  par  le  centre  de  symétrie 
(p.  52)  perpendiculairement  à quatre  arêtes,  sont  des  plans 
de  symétrie  ; 2°  dans  le  cube,  outre  ces  trois  plans,  il  y a 
encore  six  plans  de  symétrie,  dont  chacun  passe  par  deux 
arêtes  opposées  parallèles. 

Remarque  2.  Une  figure  est  superposable  avec  sa  symé- 
trique, si  la  figure  proposée  peut  être  divisée  par  un  plan  en 
deux  parties  symétriques  par  rapport  à ce  plan,  ou  encore 
si  elle  renferme  un  centre  de  symétrie.  Dans  le  premier  cas, 
nommons  P le  plan.  A,  A'  les  deux  parties  dans  lesquelles  il 
divise  la  figure.  Pour  construire  la  symétrique  de  notre  fi-  , 
gure,  on  peut  prendre  P pour  plan  de  symétrie.  Mais  le 
lieu  des  points  symétriques  de  A est  alors  A\  et  réciproque- 
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ment,  Donc  la  symétrique  de  la  figure  coïncide  avec  cette 
figure.  Raisonnement  analogue  pour  |e  second  cas. 

proposition  l\|. 

Dçux  polyèdres  symélriquçs  sont  décqmposables  en  tétraè- 
dres symétriques  assemblés  par  les  sommets  d'angles  symé- 
triques, et  réciproquement. 

Décomposez  l’un  des  polyèdres  en  tétraèdres  ; soient  nom- 
més X,  R,  C,  D,  les  sommets  de  l’un  de  ces  tétraèdres. 
Supposant  les  polyèdres  symétriquement  placés,  on  aura 
dans  l’autre  polyèdre  les  points  A',  B',  C\  R sy  métriques  (Je 
A,  B,  C,  D ; le  tétraèdre  ABCD'  sera  donc  symétrique  de 
ABCD. 

Pour  démontrer  la  réciproqiie,  on  n’a  qu’à  construire  le 
symétrique  de  l’un  des  poly  èdres,  et  prouver  qu’il  est  super- 
posable avec  l’autre. 

Déf.  30.  — Fig.  243.  Une  pyramide  est  un  polyèdre 
compris  sous  plusieurs  faces  triangulaires  SAB,  SBC, 
SCD,  SAD,  partant  toutes  d’un  même  point  S,  et  se  termi- 
nant aux  côtés  d’un  polvgone  plan  ABCD  , qu’on  nomme 
la  base;  le  point  S est  le  sommet  de  la  pyramide.  L’ensem- 
ble des  triangles  SAB,  SBC,  etc.,  se  nomme  la  surface  laté- 
rale de  la  pyramide. 

La  hauteur  d’uqe  pypaipidc  est  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  sommet  sur  le  plan  indéfini  de  la  base. 

Déf.  31.  La  py  ramide  est  appelée  triangulaire,  quadran- 
gulaire , pentagonale,  etc.,  selon  que  la  base  est  un  triangle, 
un  quadrilatère,  un  pentagone,  etc.  La  pyramide  triangu- 
laire est  un  tétraèdre. 

Remarque.  La  détermination  de  la  pyramide  par, le  moyen 
de  ses  éléments  présente  différents  cas.  Ainsi  : deux  pyra- 
mides sont  égales,  si  elles  ont  1"  l’angle  polyèdre  au  som- 
met égal,  compris  entre  des  arêtes  homologues  égales  ; 2°  les 
bases  égales,  un  angle  trièdre  à la  base  égal,  et  l’aréte  la- 
térale adjacente  égale,  etc. 
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PROPOSITION  LVU. 

Théorème.  — Fig.  243. 

Les  sections  abcd,  abcd',  faites  dans  une  pyramide  par 
desplans  parallèles,  sont  semblables,  et  semblablement  placées 
par  rapport  au  sommet  S de  la  pyramide. 

Car  ab,  a'b'  sont  parallèles  comme  traces  d’un  plan  SAB 
sur  deux  plans  parallèles  abc,  a'b'c;  donc  Sa  ; Sa  ; : Sb  l 
S b' , etc.  Donc  les  polygones  abcd,  abcd  sont  semblables 
(I.  3,  d.  5),  etc. 

Remarque.  Si  par  S on  conçoit  un  plan  parallèle  aux 
plans  a c,  ac,  que  dans  ce  plan  on  prenne  un  point  quel- 
conque m,  qu’on  mène  mi  parallèle  à S d.  et  rencontrant 
les  plans  ac,  de  prolongés  en  k,  i,  on  aura  mk=Sd,  ki= 
dd!  (p.  19);  donc  mk’.mi]  : Sb’.Sb',  et  deux  droites  mi,  Sd, 
rencontrées  par  trois  plans  parallèles,  sont  coupées  propor- 
tionnellement. 

Déf.  32.  On  appelle  tronc  de  prisme  (fîg.  238)  la  partie 
interceptée  dans  un  prisme  par  une  base  AD,  et  une  section 
KM  non  parallèle  à cette  base.  Ces  deux  figures  AD,  KM  sont 
appelées  les  bases  du  tronc. 

Déf.  33.  On  appelle  tronc  de  pyramide  (fig.  243)  le 
corps  compris  entre  la  base  ABCD  d’une  pyramide,  et  une 
section  quelconque  abcd  faite  dans  la  pyramide.  Les  faces 
ABCD,  abcd  sont  appelées  les  bases.  Nous  supposerons 
par  la  suite  que  ces  bases  sont  parallèles  ; leur  distance 
s’appelle  la  hauteur  du  tronc. 

Remarque.  Soit  ABCDEFGH  un  tronc  de  pyramide  à ba- 
ses parallèles  ; si  sur  l’une  des  arêtes  latérales  AE,  et  sur  la 
grande  base  ABCD,  on  construit  un  prisme,  il  est  évidem- 
ment plus  grand  que  le  tronc  de  pyramide.  Au  contraire, 
le  prisme  construit  sur  la  môme  arête  AE,  et  la  petite  base 
EFGH,  est  plus  petit  que  le  tronc  de  pyramide. 


Digitized  by  Google 


LIVRE  VI 


LES  FIGURES  DANS  L’ESPACE  : 
GRANDEUR  ABSOLUE  DE  LEURS  ÉLÉMENTS. 

LES  PLANS  ET  LES  SURFACES  CIRCULAIRES 

DANS  LEURS  POSITIONS  RELATIVES. 


Positions  relatives  des  surfaces  courbes  et  du  plan  ; plans  tangents, 
sections  planes  et  figures  qu'elles  déterminent , pr.  1 — 27. 
Polyèdres  et  surfaces  courbes  ; polyèdres  réguliers  ; pr.  28 — -51. 
Surfaces  courbes  combinées  entre  elles,  pr.  32 — 37. 

I)éf . 1.  — Fig.  244.  On  eutend  par  surface  cylindrique 
ou  cylindre  la  surface  d'écri te  par  une  droite  indéfinie  CD, 
qui  se  meut  en  restant  parallèle  à une  direction  donnée, 
et  s’appuyant  toujours  sur  une  courbe  donnée  ABC,  qu’on 
appelle  la  directrice  ; la  droite  mobile  CD  se  nomme  la 
génératrice  ou  Y arête. 

Il  suit  de  cette  définition  que  par  chaque  point  pris  sur 
une  surface  cylindrique,  on  peut  mener  une  droite  qui  soit 
tout  entière  sur  cette  surface  et  se  confonde  avec  une  a’rète. 

Le  cylindre  se  change  en  un  plan  si  la  directrice  est  une 
droite  au  lieu  d’être  une  courbe. 

Si  le  cylindre,  au  lieu  d’être  indéfini,  est  terminé  à deux 
sections  planes  non  parallèles  aux  arêtes,  ces  sections  se 
nomment  bases. 

ÜÉF.  2.  La  surface  cylindrique  est  dite  circulaire  si  la 
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directrice  est  une  circonférence  de  cercle  ; si  de  plus  la 
génératrice  est  perpendiculaire  au  plan  de  ce  cercle,  le 
cylindre  est  appelé  cylindre  droit. 

Dans  le  cas  où  la  génératrice  n’est  pas  perpendiculaire  à 
ce  plan,  le  cylindre  est  dit  oblique. 

PROPOSITION  I. 

Théorème.  — Fig.  244. 

Les  sections  DEF,  D E F',  faites  dans  un  cylindre  par 
des  plans  parallèles  sont  égales;  les  sections  planes  parallèles 
aux  arêtes  sont  des  arêtes. 

1°  D’une  section  à l’autre  mener  |es  grêles  DD’,  EE\ 
FF’,  etc.  Elles  sont  égales  comme  parallèles  entre  plans 
parallèles.  Donc  les  deux  figures  DEF,  D’E'F'  sont  égales, 
(I.  5,  p.50),  comme  pour  le  prisme  (1.  5,  p.  50,  r.  1). 

2°  Soit  un  plan  HF  parallèle  aux  arêtes  et  coupant  la 
courbe  DEF  en  des  points  F,  E.  Si  du  point  F on  mène 
une  arête,  elle  est  sur  la  surface  ; mais  elle  sera  aussi  dans 
le  plan  HF  (I.  5,  p.  12,  r.),  qui  est  parallèle  aux  arêtes  ; 
donc  elle  est  à l’intersection  dp  cylindre  et  du  plan.  De 
môme,  par  chaque  point  d’intersection  du  plan  HF  et  (Je 
la  courbe  DEF,  jl  passe  ujie  arête  située  à la  fois  dans  le 
plan  et  sur  le  cylindre. 

Corollaire.  Dans  le  cylindre  circulaire  les  sections  pa- 
rallèles au  cercle  directeur  sont  donc  des  cercles  égaux  à 
celui-ci  ; leurs  centres  sont  sur  upe  parallèle  aux  arêtes 
( fig.  245  )•  Car  soient  ABC,  A'B'C'  depx  sections  circu- 
laires, I)  le  centre  de  la  première  ; menez.  DD'  parallèle  aux 
arêtes,  soit  D'  lu  trace  de  cette  droite  sur  le  plap  A'B’C'  ; 
et  soient  menées  les  arêtes  AA',  BB',  CC'.  Dans  la  superpo- 
sition, les  points  A,B,C,D,  coïncident  avec  A , B , C',  D'.  Donc 
D'  est  le  centre  de  A B C'. 

Dans  le  cas  du  cylindre  droit,  les  arêtes  AA',  BB',  CC' 
sont  toutes  à la  môme  distance  de  DD',  et  cette  distance  est 
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mesurée  pap  le  rayon  AD,  qu’on  nomme  rayon  du  cylindre 
droit.  Ainsi,  la  surface  de  ce  cylindre  peut  être  décrite  par 
une  droite  A.A!  tournant  autour  d’une  autre  DD'  qui  lui  est 
parallèle,  sans  changer  de  distance  à cette  droite;  cette 
surface  est  donc  aussi  le  lieu  des  points  également  distants 
d’une  droite  DD’  nommée  axe  du  cylindre. 

Remarque.  Le  plan  mené  dans  le  cylindre  circulaire 
oblique  par  DD’,  perpendiculairement  au  plan  du  cercle 
ABC,  est  un  plan  de  symétrie  pour  toutes  les  sections  paral- 
lèles à ABC,  et  par  conséquent  pour  le  cylindre.  Dans  le 
cylindre  droit,  tout  plan  mené  par  l’axe  est  un  plan  de 
symétrie. 

Déf.  3.  — Fig.  246.  Une  surface  conique  ou  un  cône 
est  une  surface  décrite  par  une  droite  AB  qui  se  meut,  en 
passant  constamment  par  un  point  donné  C,  et  s’appuyant 
sur  une  courbe  donnée  AA'A",  appelée  directrice.  — 
point  C se  nomme  sommet  ou  centre.  Chaque  partie  CA, 
CB  de  la  génératrice  ou  arcle  AB,  décrit  une  portion  de 
cône  appelée  nappe  de  cône. 

Une  droite,  menée  du  sommet  à un  point  quelconque  de 
la  surface,  est  tout  entière  sur  cette  surface  et  se  confond 
avec  upe  arête. 

Sj  une  nappe  de  cône  se  termine  à une  section  plane 
coupant  toutes  leç  arêtes,  cette  section  est  appelée  base  du 
cône. 

Déf.  4.  La  surface  conique  est  dite  circulaire  si  la  di- 
rectrice est  une  circonférence  de  cercle.  Si  de  plus  la  droite 
qui  joint  le  sommet  au  centre  de  cette  circonférence  est 
perpendiculaire  au  plan  de  cette  courbe,  on  dit  que  le  cône 
est  droit. 

PROPOSITION  II. 

Théorème.  — Fig.  246. 

Les  sections  faites  dans  un  cône  par  des  plans  parallèles  sont 
semblables  et  semblablement  placées  par  rapport  au  sommet  ; 
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les  sections  faites  par  des  plans  passant  au  sommet  et  cou- 
pant la  directrice  sont  des  arêtes. 

1°  Soient  EFG,  E'F'G',  des  sections  parallèles;  menons 
des  arêtes  quelconques  CE,  CF,  etc.,  et  nous  pourrons  appli- 
quer les  raisonnements  faits  sur  la  pyramide,  1.  5,  pr.  57. 

2°  Soit  un  plan  CI  mené  par  le  sommet,  et  coupant  la 
directrice  en  des  points  A,A  ...  Tirez  CA,  CA',  droites  qui 
seront  sur  le  plan  et  sur  le  cône.  Donc,  etc. 

Corollaire.  Par  conséquent,  dans  le  cône  circulaire,  les 
sections  parallèles  au  cercle  directeur  sont  des  cercles;  et 
comme  ces  sections  parallèles  sont  semblablement  placées 
par  rapport  au  sommet,  les  centres  sont  en  ligne  droite 
avec  ce  sommet. 

Fig.  247.  Dans  le  cas  du  cône  droit,  soient  AE,  AC, 
AF  plusieurs  arêtes,  et  soient  menés  les  rayons  BE,  BC, 
BF  de  la  section  circulaire  EFC  qui  a son  centre  en  B ; 
les  A rectangles  ABE , ABC , ABF  seront  égaux  ; par 
conséquent,  les  angles  EAB,  CAB,  etc. , que  les  arêtes 
font  avec  AB,  sont  égaux.  Le  cône  droit  peut  donc  être 
engendré  par  un  côté  AC  d’un  angle  invariable  BAC,  qu’on 
fait  tourner  autour  de  l’autre  côté  AB,  supposé  immobile. 
Ce  côté  AB  se  nomme  l’axe  du  cône.  Le  prolongement  AC' 
du  côté  AC  décrit  la  seconde  nappe  du  cône. 

Remarque.  Le  plan  mené  par  le  lieu  des  centres  des 
sections  circulaires  du  cône  oblique,  perpendiculairement 
aux  plans  de  ces  sections,  est  un  plan  de  symétrie. 

Déf.  5.  Une  droite  menée  par  un  point  d’une  courbe 
plane,  est  dite  tangente  à cette  courbe  en  ce  point,  si  au- 
cune autre  droite  menée  par  ledit  point  ne  peut,  aux  en- 
virons de  ce  même  point,  passer  entre  la  courbe  et  la  pre- 
mière droite  (I.  2,  d.  5,  r.). 

Déf.  6.  Le  lieu  des  tangentes  menées  par  un  point 
d’une  surface,  à toutes  les  sections  planes  conduites  par  ce 
point,  est  appelé  plan  langent , si  toutefois  ce  lieu  est  un 
plan.  Le  point  en  question  est  appelé  point  de  contact. 


Digitized  by  Google 


LIVRE  VI. 


205 


PROPOSITION  III. 

Théorème.  — Fig.  248. 

En  chaque  point  d’un  cylindre  ou  d’un  cône  circulaires, 
il  y a un  plan  tangent  déterminé  par  l’arête  passant  en  ce 
point , et  par  la  tangente  à la  section  circulaire.  Ce  plan  est 
tangent  en  chaque  point  de  l’arête. 

Soit  ABC  une  section  circulaire  de  la  surface  cylindrique 
ou  conique  ; BD  la  tangente  à cette  courbe  en  B,  BB'  l’arête 
menée  par  ce  point  : pur  ces  droites,  concevez  un  plan  DBB'. 
Soit  mené  par  B un  second  plan  qui  ne  contienne  pas  BB , 
plan  coupant  la  surface  en  une  courbe  BE,  et  le  plan  DB'  en 
une  droite  FB  ; je  dis  que  FB  touche  BE  en  B.  En  effet, 
soit  menée  dans  le  plan  FBE,  par  le  point  B,  une  droite  BG, 
faisant  avec  BF  un  angle  infiniment  petit.  Par  BG  et  BB'  soit 
conduit  un  plan  HB'.  Ce  plan  coupera  le  plan  ABC  en  une 
droite  HB,  distincte  de  I)B.  Or,  quelque  petit  que  soit 
l’angle  HBD,  la  droite  HB  ne  saurait,  près  du  point  B,  passer 
entre  DB  et  le  cercle  ABC  (I.  2,  d.  5,  r.).  Donc  le  plan  HB' 
et  le  plan  DB'  interceptent  une  portion  de  la  surface  courbe, 
donc  la  droite  GB  ne  saurait , aux  environs  de  B,  passer 
entre  BF  et  la  courbe  BE  ; ainsi  BF  est  tangente  à la  courbe 
BE.  Il  s’ensuit  que  toute  section  plane,  faite  par  B dans  la 
surface  courbe  a pour  tangente  en  B une  droite  située 
dans  le  plan  DB’;  ce  plan  est  donc  tangent  en  B. 

Je  dis  qu’il  est  aussi  tangent  en  tout  autre  point  B'  de 
l’arête.  En  effet,  par  B'  faites  une  section  B'C'  parallèle  à 
ABC;  cette  section  est  un  cercle  dont  le  centre  0'  est  avec  0, 
centre  de  ABC,  sur  une  droite  00'  située  dans  un  plan  con- 
duit par  BB'  ; il  s’ensuit  que  les  rayons  OB,  O B'  sont  paral- 
lèles (1.  5,  p.  16).  Mais  le  plan  DB'  coupera  le  plan  B'C'  en 
une  droite  B'D'  parallèle  à BD  (1.  5,  p.  16).  L’angle  O'B'D' 
est  donc  = OBD,  et  droit.  On  en  conclut  que  B D est  tan- 
gente nu  cercle  B'C'  en  B'  ; et  comme  le  plan  tangent  en  B' 
est  déterminé  par  B'D'  et  1 BR'  il  se  confond  avec  DB'. 
Donc,  etc. 
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PROPOSITION  IV. 

ThèoréMé.  — Fig.  249. 

Par  tout  point  extérieur  au  Cylindre  ou  du  cône  CtYculûiïes , 
il  passe  deux  plans  tangents. 

Soit  A le  point  : par  ce  point,  menez  un  plan  parallèlé  ' 
au  cercle  directeur;  il  coupe  la  surface  courbe  suivant  un 
cercle  BCD.  Du  point  A menez  à ce  cercle  les  deux  tangen- 
tes AC,  AD  : soient  C,  1)  les  points  de  contact  ; DD’,  CC'  les 
arêtes  qui  y passent.  Les  plans  ADD',  ACC'  seront  les  deux 
plans  tangents  demandés. 

Remarque.  On  a dû  reconnaître  jusqu’ici  l’analogie  qui 
existe  entre  le  cône  et  le  cylindre.  Si  l’on  suppose  que  le 
sommet  du  cône  s’éloigne  indéfiniment  de  lît  directrice,  la 
surface  tend  à se  changer  en  celle  d’un  cylindre. 

Déf.  7. — Fig.  250.  Une  surface  de  révolution  est  en- 
gendrée par  une  ligne  AGC,  tournant  autour  d’unë  droite 
donnée  AC  qui  reste  immobile.  Nous  nous  bornerons  ici 
au  cas  où  la  ligne  génératrice  ACC  est  contenue  dans  un 
plan  qui  passe  par  Y axe  de  révolution  AC. 

Le  cylindre  droit,  le  cône  droit,  le  plan,  sont  des  sur- 
faces de  révolution. 

Dans  le  cas  du  plan  la  génératrice  est  une  droite  per- 
pendiculaire à l’axe. 

La  génératrice  s’appelle  aussi  méridienne.  Les  sections 
planes  perpendiculaires  à l’axe  sont  appelées  sections  droites. 

Déf.  8.  — Fig . 250.  La  sphère  est  engendrée  par 
un  demi-cercle  AGC  tournant  autour  du  diamètre  AC,  au- 
quel il  se  termine.  Dans  ce  mouvement  l’arc  AGC  décrit  lé 
surface  de  la  sphère  ; or,  les  points  de  cet  arc  restent  tous 
à la  même  distance  du  centre  R ; par  conséquent  la  surface 
de  la  sphère  est  le  lieu  de  tous  les  points  qui  sont  à la  même 
distance  d’un  point  B nommé  centre  de  la  sphère.  Toute 
droite  menée  du  centre  à la  circonférence  est  appelée 
rayon.  Un  diamètre  est  une  droite  passant  par  le  centre  et 
terminée  de  part  et  d’autre  à la  surface  de  la  sphère. 
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Deux  sphères  de  même  centre  et  de  même  rayon  coïn- 
cident, et  si  l’on  fait  tourner  l’une  d’elles  autour  du  centre 
supposé  fixe,  elle  ne  cessera  pas  de  coïncider  avec  l’autre. 

PROPOSITION  V. 

Théorème.  — Fig.  251. 

Dans  toute  surface  de  révolution,  les  sections  droites  sont 
des  cercles  qui  ont  leurs  centres  sur  l’axe. 

Soit  AC  l’axe,  AHCla  méridienne  ; d’un  point  H de  cette 
courbe  mener  sur  l’axe  la  perpendiculaire  HD  ; pendant  que 
la  figure  AHC tourne  autour  de  AD,  la  droite  HD  décrira  un 
plan  perpendiculaire  A AC  (1.  5),  et  le  point  R décrira  dans 
ce  plaît  üti  cercle  dont  le  centre  est  D.  Donc  la  section 
droite  menée  par  H est  une  circonférence  de  cercle  dont 
le  centre  est  en  D sur  l’axe. 

Corollaire.  Supposons  que  AHC  soit  un  demi-cercle,  AC 
son  diamètre.  La  surface  de  révolution  sera  une  sphère.  Or, 
on  peut  faire  tourner  la  sphère  autour  de  son  centre  sans 
qu’elle  cesse  d’occuper  les  mômes  points  de  l’espace.  On 
peut  donc  la  faire  tourner  de  façon  que  tout  diamètre  coïn- 
cide avec  AC.  Par  tonsé<|ÜCnt,  1°  la  sphère  est  de  révolution 
autour  d’un  diamètre  quelconque;  2°  une  section  perpendi- 
culaire à un  diamètre  quelconque,  c’est-à-dire  une  section 
plane  quelcdnque  est  un  cercle  ayant  son  centre  sur  le  dia- 
mètre Auquel  elle  est  perpendiculaire;  3°  si  le  plan  de  la 
section  passe  au  centre  de  la  sphère,  son  rayon  est  celui  de 
là  sphère,  sinon  Aon  rayon  HD  est  moindre  que  110,  rayon 
dé  là  Sphèrtl. 

Déf.  9.  Tout  cercle  de  la  sphère,  dont  le  plan  passe  au 
centré  de  celte  'surface,  est  appelé  grand  cercle.  Les  autres 
sont  nommés  petits  cercles.  Les  grands  cercles  d’une  sphère 
sont  tous  égaux.  De  plus,  comme  leurs  plans  passent  tous 
par  le  centre  de  la  sphère,  deux  grands  cercles  se  coupent 
suivant  un  diamètre,  et  par  suite  sc  divisent  en  parties 
égales. 
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PROPOSITION  M. 

Théorème.  — Fig.  251. 

Tout  grand  cercle  divise  la  sphère  en  deux  parties  super- 
posables. 

Soit  BFK  un  grand  cercle  d’une  sphère,  0 le  centre.  Sup- 
posez la  partie  BFKC  détachée  de  BFKA,  et  retournant  la 
première  de  bas  en  haut,  placez-Ia  dans  l’autre  de  façon  que 
le  cercle  BFK  serve  de  base  commune  à ces  deux  parties,' 
placées  maintenant  du  même  côté  de  ce  plan,  le  centre  res- 
tant aussi  commun.  Tout  point  de  l’unedes  surfaces  BFKC, 
BFKA  coïncidera  avec  un  point  de  l’autre,  sans  quoi  il  y au- 
rait dans  l’une  ou  l’autre  des  points  inégalement  distants 
du  centre. 

Remarque.  Tout  plan  diamétral  (c’est-à-dire  mené  par 
le  centre)  est  un  plan  de  symétrie  ; tout  diamètre  est  un  axe 
de  symétrie  ; le  centre  est  un  centre  de  symétrie. 

PROPOSITION  VII. 

* 

Théorème.  — Fig.  251. 

Dans  une  même  sphère  ou  dans  des  sphères  égales , de  petits 
cercles  égaux  sont  également  éloignés  du  centre , et  de  deux 
petits  cercles  inégaux , le  plus  petit  est  le  plus  éloigné  du 
centre. 

Soit  un  petit  cercle  GIH;  du  centre  0 de  la  sphère  soit  me- 
né sur  ce  petit  cercle  une  perpendiculaire  OD,  et  un  grand 
cercle  AG  H dont  le  plan  passe  par  D;  le  pied  D de  la  perpen- 
diculaire OD  sera  le  centre  du  petit  cercle,  et  l’intersection 
HG  des  deux  plans  sera  un  diamètre  de  ce  même  petit  cercle. 
Ainsi  les  diamètres  des  petits  cercles  sont  des  cordes  du 
grand  cercle,  cordes  dont  les  distances  au  centre  (DO)  me- 
surent aussi  les  distances  du  centre  aux  plans  des  petits  cer- 
cles. Donc,  etc.  (I.  2,  p.  4). 


Digitized  by  Google 


209 


LIVRE  VI. 

PROPOSITION  VIII. 

Théorème. 

Par  deux  points  pris  sur  la  surface  de  la  sphère , on  peut 
toujours  faire  passer  un  arc  de  grand  cercle. 

Si  les  deux  points  donnés  sont  en  ligne  droite  avec  le  «en- 
tre, tout  plan  qui  les  contiendra  passera  aussi  par  le  centre 
et  coupera  la  sphère  eu  un  grand  cercle  passant  par  les  deux 
points  donnés.  Si  les  deux  points  ne  sont  pas  en  ligne  droite 
avec  le  centre,  ils  déterminent  avec  le  centre  un  plan  uni- 
que, lequel  coupera  la  sphère  suivant  un  grand  cercle  conte- 
nant les  deux  points  ; dans  ce  cas,  on  ne  peut  donc  faire  pas- 
ser par  les  deux  points  qu’un  seul  arc  de  grand  cercle. 

Déf.  10. — Fig.  252.  Un  triangle  sphérique  (-0)  est  la 
ligure  ABC  formée  sur  la  sphère  par  trois  arcs  de  grands 
cercles  AC,  AB,  BC,  terminés  à leurs  intersections  mu- 
tuelles. Ces  arcs  se  nomment  les  côtés  du  . Les  dièdres 
que  comprennent  les  plans  AOB,  BOC,  AOC  sont  appelés 
les  angles  du  Q-  . Ces  dièdres  sont  ceux  du  trièdre  déterminé 
par  les  mêmes  plans  ; les  faces  de  ce  trièdre  ont  pour  me- 
sure les  côtés  du  §■ . 

Supposons  chacun  des  arcs  AC,  AB,  BC  moindre  qu’une 
demi-circonférence  ; si  l’on  prolonge  l’arc  AC  pour  achever 
le  grand  cercle  ACD,  on  formera  un  second  Q-  ABCD,  dont 
un  côté  ABC  est  >>  la  demi-circonférence.  Les  éléments  de 
ce  nouveau  Q-  (angles  et  côtés)  se  déduisent  facilement  de 
ceux  du  ABC,  qui  est  situé  tout  entier  d’un  même  côté 
de  l’un  quelconque  des  plans  AOB,  AOC,  BOC.  Le  <î>  ABC 
est,  pour  cette  raison,  dit  convexe  ; le  ^ ABCD  n’est  pas 
convexe  dans  ce  cas. 

Déf.  11. — Fig.  253.  Un  polygone  sphérique  est  une 
ligure  ABCDE  formée  sur  la  sphère  par  plusieurs  arcs  de 
grands  cercles,  terminés  à leurs  intersections  mutuelles.  Ces 
arcs  sont  les  côtés  du  polygone;  les  dièdres  de  leurs  plans 
sont  les  angles  du  polygone.  Tout  polygone  sphérique  ré- 

14 
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pond  à un  angle  polyèdre  ayant  son  sommet  au  centre  de  la 
sphère;  ses  dièdres  sont  les  angles  du  polygone;  ses  faces 
ont  pour  mesure  les  côtés  du  polygone.  Celui-ci  est  dit  con- 
vexe, dans  le  môme  cas  que  le  À. 

Remarque.  Les  propriétés  démontrées  dans  le  5*  (ivre, 
pour  les  angles  polyèdres,  etc.,  s’appliquent  immédiate-r 
ment  aux  et  aux  polygones  sphériques.  On  pourra  donc 
se  contenter  de  les  énoncer  ici  : il  s’agit  de  figures  con- 
vexes, et  toutes  les  fois  que  l’on  va  comparer  deux  polyèdres 
sphériques,  il  faut  sous-entendre  qu’ils  sont  pris  sur  la  môme 
sphère  ou  sur  des  sphères  égales.  « 

Proposition  ,ix.  Dans  tout<?  convexe,  le  plus  grand  côlé 
est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres. 

Déf.  12.  Si  au  centre  de  la  môme  sphère  on  place  les  som- 
mets de  deux  trièdres  supplémentaires,  les  qu’ils  inter- 
ceptent sont  appelés  supplémentaires. 

Déf.  13.  Un  <?*  est  dit  isocèle,  s’il  a deux  côtés  égaux. 

Proposition  x.  Dans  un<?  isocèle,  les  angles  opposés  à 
des  côtés  égaux  sont  égaux,  et  réciproquement. 

Proposition  xi.  Dans  un  même  le  plus  grand  côlé  est 
celui  qui  est  opposé  au  plus  grand  angle,  et  réciproquement. 

Proposition  xii.  Un  v étant  donné,  il  en  existe  un  second 
qui  a les  mêmes  côtés  adjacents  aux  mêmes  angles,  mais  qui 
ne  peut  se  superposer  avec  le  premier  que  si  celui-ci  est  isocèle. 

Déf.  14.  Deux  <?■  qui  offrent  ces  relations  sont  dits  sy- 
métriques. Tels  sont  ABC,  A'U’C'  (fig.  252).  Ils  sont  déter- 
minés par  deux  trièdres  symétriques  ayant  le  centre  0 pour 
sommet. 

Proposition  xiii.  Deux  sont  égaux  ou  symétriques,  s’ils 
ont  un  côlé  égal  adjacent  à deux  angles  égaux. 

Proposition  xiv.  Deux  -0  sont  égaux  ou  symétriques  s’ils 
ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés  égaux. 

Proposition  xv.  Deux  -O  sont  égaux  ou  symétriques,  s’ils 
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ont  deux  côtés  égaux  chacun  à chacun  et  un  angle  opposé  à 
l’un  d’eux,  aussi  égal,  pourvu  que  l'angle  opposé  à l’autre 
côté  égal , soit  de  même  espèce  de  part  et  d’autre , sauf  un 
cas  d’exception. 

Proposition  xvi.  Deux  -0  sont  égaux  on  symétriques  s'ils 
ont  deux  angles  égaux  chacun  à chacun,  et  un  côté  opposé  à 
l'un  d’eux  aussi  égal,  pourvu  que  le  côté  opposé  à l’autre  soit 
aussi  de  même  espèce  de  part  et  d’autre,  sauf  un  cas  d’ex- 
ception. 

Proposition  xvii.  Deux  d)  sont  égaux  ou  symétriques, 
s'ils  ont  les  côtés  respectivement  égaux. 

Proposition  xviii.  Deux  d)  sont  égaux  ou  symétriques, 
s’ils  ont  les  angles  respectivement  égaux. 

Proposition  xix.  Dans  tout  polygone  sphérique  convexe, 
la  somme  des  côtés  est  moindre  qu’une  circonférence  de 
grand  cercle. 

Proposition  xx.  Dans  tout  polygone  sphérique  convexe,  la 
somme  des  angles  est  moindre  que  deux  droits  multipliés  par 
le  nombre  des  côtés,  et  plus  grande  que  ce  même  produit  di- 
minué de  quatre  droits. 

Proposition  xxi.  Avec  des  côtés  donnés,  se  succédant  dans  / 

un  ordre  donné,  et  comprenant  des  angles  donnés , on  ne 
peut  former  plus  de  deux  polygones  sphériques,  etc.  (I.  5, 
p.  43). 

Déf.  15.  Deux  polygones  sphériques  sont  dits  symétri- 
ques, si  les  angles  polyèdres  correspondants  le  sont. 

Remarque.  Ce  qui  a été  dit  sur  le  trièdre  à la  suite  de  la 
pr.  44,  liv.  5,  s’applique  au  d)  . Il  y a aussi  le  birec- 
tangle,  trirectangle. 

Proposition  xxii.  Deux  polygones  sphériques  symétriques 
peuvent  se  décomposer  en  parties  superposables. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  il  suffit,  dans  la  prop. 

42,  liv.  5 (fig.  231),  de  prolonger  certains  plans  jusqu’à  la 
sphère  qui  aurait  pour  centre  A,  et  pour  rayon  AB. 
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Déf.  16.  On  entend  far  pyramide  sphérique  le  corps  com- 
pris entre  un  polygone  sphérique  et  l’angle  polyèdre  cor- 
respondant. Deux  angles  polyèdres  symétriques  intercep- 
tent des  pyramides  dites  symétriques.  Deux  polygones 
sphériques  symétriques  ou  deux  pyramides  sphériques  sy- 
métriques ont  évidemment  pour  centre  de  symétrie  le  cen- 
tre de  la  sphère,  et  peuvent  par  suite  être  aussi  placés  sy- 
métriquement par  rapporta  un  plan. 

Proposition  xxhi.  Deux  pyramides  sphériques  symétri- 
ques peuvent  se  décomposer  en  parties  superposables  (voyez 
pr.  22). 

PROPOSITION  XXIV. 

Théorème.  — Fig.  254. 

De  toutes  les  lignes  menées  sur  la  surface  de  la  sphère,  la 
plus  courte , entre  deux  points  donnés,  est  l’arc  de  grand 
cercle  qui  joint  ces  points , pourvu  qu’il  ne  surpasse  pas  la 
demi-circonférence . 

1”  Si  deux  arcs  de  grand  cercle  ACB,  AED,  tracés  sur  une 
même  sphère,  sont  égaux,  rien  n’empêche  de  les  superposer  ; 
par  conséquent,  la  plus  courte  ligne  entre  A et  B doit  être  la 
même  qu’entre  A et  Ü,  sur  la  sphère. 

2°  De  deux  arcs  de  grand  cercle  ACBF,  ACB,  pris  sur  une 
mêmesphère.etdont  aucun  ne  surpasse  la  demi-circonférence 
AC  A',  ACBF,  qui  est  le  plus  grand,  aura  entre  scs  extrémités 
et  sur  la  sphère  une  distance  plus  grande  que  l’autre.  En 
effet,  tirez,  le  diamètre  AA',  et  du  point  B menez  sur  ce  dia- 
mètre un  plan  perpendiculaire  BDB'  ; il  coupe  la  sphère  en 
un  cercle,  et  puisque  l’arc  ACBF  ne  surpasse  pas  la  demi-cir-  * 
conférence,  le  point  F tombe  au  delà  du  plan  BDB',  par  rap- 
port au  point  A,  de  sorte  que  si  l’on  trace  la  plus  courte  li- 
gne de  A en  F sur  la  sphère,  cette  ligne,  quelle  qu’elle  soit, 
coupera  la  circonférence  BDB'  en  un  point  G.  Soit  AIGF 
celte  plus  courte  distance  : tirez  l’arc  de  grand  cercle  AKG  ; 
cet  arc  est  égal  à AB  ; car  si  L est  le  centre  du  cercle  BDB’, 
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à cause  des  rayons  BL,  GL,  les  obliques  qui  joindraient  A 
et  B,  A et  G seraient  égales,  et  les  arcs  AB,  AKG,  dont  elles 
seraient  les  cordes,  sont  égaux.  Donc  la  distance  de  A en  B, 
sur  la  sphère,  est  égale  à AIG  ; mais  AIGF]>AIG  ; donc  etc. 

Cela  posé,  soient  (fig.  254  bis)  sur  une  sphère  deux  points 
A,  B,  et  l’arc  de  grand  cercle  ACB,  qui  ne  surpasse  pas  la  de- 
mi-circonférence. Soit,  s’il  est  possible,  ADEFB  la  ligne  la 
plus  courte  de  A en  B,  sur  la  sphère.  Prenez  sur  cette  ligne 
un  point  quelconque  E,  tirez  les  arcs  de  grand  cercle  AGE, 
EHB.  Si  AGE  est  égal  à ACB,  la  distance  de  A en  B est  égale 
à ADE  ; donc  elle  n’est  pas  ADEB.  Si  AGE  est  > ACB,  la 
distance  de  A en  B est  moindre  que  ADE  ; donc  elle  n’est  pas 
non  plus  ADEB.  Supposons  donc  l’arc  AGE<  ACB.  On  aura 
AGE+EHB>*ACB  (p.  9);  prenons  l’arc  AC  = AGE;  il  s’en- 
suit que  CB<EHB  ; etla  distance  de  C en  B sera<EHB  (2°). 
Mais  de  A en  C elle  est  égale  à ADE.  Donc  il  existe  une  ligne 
menée  de  A à B et  par  C,  laquelle  est  moindte  que  ADEFB  ; 
donc  celle-ci  n’est  pas  la  plus  courte  de  A en  B.  Même  con- 
clusion pour  toute  ligne  autre  que  l’arc  ACB.  Donc,  etc. 

Déf.  17.  Un  pôle  d’un  cercle  de  la  sphère  est  un  point 
situé  sur  la  surface  de  la  sphère,  et  également  distant  de  tous 
les  points  de  la  circonférence  de  ce  cercle. 

PROPOSITION  XXV. 

Théorème.  — Fig.  255. 

Tout  cercle  de  la  sphère  a deux  pôles  situés  aux  extrémi- 
tés du  diamètre  perpendiculairement  au  plan  de  ce  cercle. 

Soit  un  grand  cercle  ABC,  et  un  petit  cercle  abc parallèleau 
premier;  0,  o leurs  centres  ; D,  D'  les  extrémités  du  diamè- 
tre perpendiculaire  aux  plans  des  deux;  le  demi-cercle  DAD', 
tournant  autour  de  Dü',  décrit  la  sphère;  le  rayon  AO  décrit 
le  plan  ABOC;  le  point  A décrit  la  circonférence  ABC,  le 
point  a la  circonférence  abc.  Dans  ce  mouvement  les  dis- 
tances du  point  A aux  points  D,  D , sont  toujours  mesurées 
par  les  quarts  de  circonférence,  ou  quadrants  AD,  AD';celles 


Digitized  by  Google 


214  GÉOMÉTRIE. 

du  point  o,  aux  mêmes  points  I),  IV,  le  sont  par  les  arcsaD, 
al)'.  Donc  les  points  I),  I)'  sont  les  pôles  des  cercles  ABC,  abc. 

Remarque.  Le  compas,  qui  sert  ù décrire  les  cercles  sur 
un  plan,  peut  servira  les  décrire  sur  la  sphère.  Par  exem- 
ple, pour  décrire  le  cercle  abc,  on  placera  la  pointe  fixe  du 
compas  au  pôle  I),  la  pointe  mobile  en  a,  et  faisant  tourner 
l’instrument  autour  de  celle-là,  on  décrira  le  cercle  abc.  Si 
l’intervalle  des  pointes  est  un  quadrant  AD,  le  cercle  décrit 
sera  un  grand  cercle. 

Pour  faire  passer  un  grand  cercle  par  deux  points  donnés 
A,  B,  on  en  cherche  le  pôle.  A cet  effet,  des  points  A,  B, 
comme  pôles,  avec  un  quadrant  pour  intervalle,  on  décrit 
deux  arcs  qui  se  coupent  en  un  point  D : ce  point  sera  le  pôle 
cherché.  Car  si  on  joint  le  centreO  delà  sphèreaux  trois  points 
A,  B,  I),  qu’on  imagine  les  arcs  de  grand  cercle  AD,  BD  qui 
seront  des  quadrants,  les  angles  AOD,  BOD  qui  interceptent 
ces  quadrants,  seront  droits.  Donc  le  rayon  OD  perpendi- 
culaire à AO  et  OB,  l’est  au  plan  AOB,  et  le  point  D est  un 
pôle  du  grand  cercle  situé  dans  ce  plan.  Il’ne  reste  donc  plus 
qu’àdécrirede  D comme  pôle,  avec  l’intervalle  AD,  l’arc  AB. 

Pour  mener  d’un  point  I de  la  surface  sphérique  un  arc 
de  grand  cercle  perpendiculaire  à un  autre  ABC,  de  ce  point 
I comme  pôle,  avec  un  intervalle  d’un  quadrant,  on  décrit 
un  arc  qui  coupera  l’arc  ABC  en  un  point  E ; de  ce  point 
E,  avec  le  même  intervalle,  on  décrira  un  arc  de  grand  cer- 
cle. Il  passera  par  I et  sera  de  plus  perpendiculaire  à ABC. 
Car  les  arcs  de  grand  cercle  IE,  BE  sont  des  quadrants;  si 
donc  on  tire  BO,  10,  OE,  les  angles  BOE,  10E  sont  droits;, 
la  droite  EÛ  est  perpendiculaire  au  plan  IOB,  et  le  plan 
BOE,  qui  passe  par  OE,  est  aussi  perpendiculaire  au  plan 
DOB  ; c’est-à-dire  que  les  arcs  IB,  ABC  sont  perpendiculai- 
res entre  eux. 

PROPOSITION  XXVI. 

Théorème.  — Fig.  256. 

En  chaque  point  d’une  sphère,  il  existe  un  plan  tangent, 
et  ce  plan  est  perpendiculaire  au  rayon  mené  à ce  point. 
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Soit  À un  point  d’une  sphère,  B son  centre  ; AEF  une 
section  plane  quelconque  menée  par  A;  H-  son  centre.  La 
droite  BII  sera  perpendiculaire  au  plan  AEF  (p.  5,  c.).  Tirez 
le  rayon  AH,  et  menez  en  A la  tangente  AG  au  cercle  EAF  : 
elle  est  perpendiculaire  à ce  rayon  AH,  et  comme  elle  est 
dans  le  plan  EAF,  elle  est  en  môme  temps  perpendiculaire 
à la  droite  qui  joint  le  point  A à un  poiht  quelconque 
de  BH,  perpendiculaire  au  même  plan  EAF  (I.  5).  Donc 
AG  est  perpendiculaire  au  rayon  AB  de  la  sphère.  Il  s’en- 
suit que  les  tangentes  aux  sections  planes  en  A,  sont  per- 
pendiculaires au  rayon  AB  et  ont  pour  lieu  un  plan  perpen- 
diculaire à ce  rayon  AB  (I.  5,  p.  5).  Donc,  etc.  (d.  6). 

Remarque  1.  Tout  autre  plan  mené  par  A sera  oblique 
au  rayon  AB  ; la  perpendiculaire  menée  du  centre  sur  ce 
nouveau  plan  sera  donc  <C  AB,  et  ce  plan  aura  des  points 
dans  la  sphère,  qu’il  coupera. 

Remarque  2.  La  droite  ÀB  étant  perpendiculaire  au  plan 
CD,  toute  autre  droite  menée  de  B sur  le  plan  CD  sera  > 
AB;  donc  sa  trace  sur  CD,  c’est-à-dire  tout  point  du  plaît 
CD,  autre  que  A,  sera  hors  de  la  sphère,  et  le  plan  tangetit 
n’à  de  commun  avec  la  sphère  que  le  point  de  contact. 

PROPOSITION  XXVII. 

Théorème.  — Fig.  257. 

Par  un  point  A extérieur  à une  sphère,  on  peut  mener 
une  infinité  de  plans  tangents  à cette  surface;  par  une  droite 
extérieure  AB,  on  peut  en  mener  deux. 

l°Soit  O le  centre  de  la  sphère;  par  les  points  A,  O,  menez 
un  plan  quelconque;  il  coupera  la  sphère  en  un  grand  cer- 
cle ECD;  du  point  A menez-lui  une  tangente  AC;  soit  C le 
point  de  contact;  le  plan  tangent  en  C contiendra  la  tan- 
gente AC,  et,  par  suite,  le  point  A.  Or,  par  les  points 
A,  O,  on  peut  mener  une  infinité  de  plans.  Donc,  etc. 

2°  Soit  AB  la  droite  ; du  centre  O menez-lui  un  plaii 
perpendiculaire,  qui  la  coupera  en  un  point  A ; soit  DCE 
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le  grand  cercle  intersection  de  ce  plan  et  de  la  sphère,  AC, 
AD  les  deux  tangentes  menées  de  A à ce  cercle  ; les  plans 
CAB,  DAB  seront  les  plans  tangents  en  question,  et  les 
points  de  contact  C,  Ü,  des  tangentes,  seront  aussi  ceux  des 
plans  tangents.  En  efTet,  le  plan  CDE,  perpendiculaire  à la 
droite  AB,  l’est  au  plan  CAB  qui  la  contient  (I.  5,  p.  25,  r.)  ; 
mais  CO  est  dans  le  premier  de  ces  plans,  à angle  droit  sur 
l’intersection  ; donc  CO  est  perpendiculaire  au  plan  CAB 
(I.  5,  26),  et  ce  plan  est  tangent  en  C.  De  môme  le  plan 
DAB  est  tangent  en  D. 

Aucun  autre  plan  mené  par  AB  ne  peut  ôtre  tangent  : car 
soit  conduit  par  AB  un  planBAF,  et  soit  mené  de  O,  à ce  plan, 
une  perpendiculaire  OF  qui  le  rencontre  en  F;  tirez  AF.  AB 
est  perpendiculaire  à AO,  comme  l’étant  au  plan  CAD  ; 
donc  AF  est  aussi  perpendiculaire  à AB,  parce  que  les  droites 
AF,  AO,  qui  joignent  un  poiil.t  A d’un  plan  BAF,  à tous 
les  points  d’une  droite  OF  perpendiculaire  à ce  plan,  sont 
perpendiculaires  à une  même  droite  AB  menée  dans  ce 
plan.  Les  droites  AF,  AO,  AC,  perpendiculaires  à AB  en  A, 
sont  ainsi  dans  un  plan  ACO.  Or  si  le  plan  BAF  était  tangent, 
OF  serait  égal  au  rayon,  le  point  F serait  le  point  de  con- 
tact, et  du  point  A on  pourrait  mener  plus  de  deux  tan- 
gentes au  cercle  DCE;  donc,  etc. 

Remarque.  Si  une  sphère  touche  deux  plans  non  paral- 
lèles BAC,  BAD,  son  centre  se  trouve  sur  le  plan  bissecteur 
du  dièdre  des  plans  donnés  (c’est-à-dire  sur  le  plan  qui  di- 
vise ce  dièdre  en  deux  parties  égales)  ; car  le  plan  DAC 
étant  perpendiculaire  à AB,  les  angles  DAO,  CAO  sont  les 
sections  droites  des  dièdres  OABD,  OABC;  mais  les  A AOD, 
AOC,  rectangles  D,  C,  ont  l’hypothénuse  AO  commune,  OD 
— OC,  et  sont  égaux.  Donc  angle  DAO  = CAO,  et  dièdre 
OABD  = OABC.  • 

On  peut  remarquer  que  le  plan  bissecteur  OAB  est  le 
lieu  de  tous  les  points  qui,  dans  l’intérieur  du  dièdre,  sont 
également  distants  des  faces;  car  si  l’on  suppose  que  les 
droites  AD,  AO,  AC  se  meuvent  parallèlement  à elles-mô- 
mes,  de  façon  que  le  point  A décrive  AB,  ces  droites  décri— 
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rout  les  faces  et  le  plan  bissecteur  du  dièdre,  et  AO  sera, 
dans  chaque  position,  le  lieu  des  points  qui,  dans  l’angle 
DAC,  sont  également  distants  des  côtés  AD,  AC. 

Déf.  18.  Un  prisme  ABCDA'B'C'D'  (fig.  258)  est  dit  in- 
scrit dans  un  cylindre  à bases  parallèles,  si  les  bases  du 
prisme  sont  inscrites  à celles  du  cylindre  ; le  cylindre  est  dit 
circonscrit  au  prisme.  Les  arêtes  latérales  du  prisme  sont 
des  arêtes  du  cylindre. 

Déf.  19.  Un  prisme  est  dit  circonscrit  à un  cylindre  à 
bases  parallèles  si  les  bases  du-  prisme  sont  circonscrites  à 
celles  du  cylindre,  celui-ci  est  dit  inscrit  au  prisme;  les 
faces  du  prisme  sont  tangentes  au  cylindre.  A tout  prisme 
droit  à base  régulière  on  peut  inscrire  et  circonscrire  un 
cylindre  droit,  et  réciproquement. 

Déf.  20.  — Fig.  259.  Une  pyramide  ABCDE  est  dite 
inscrite  à un  cône  à une  base,'  si  les  deux  corps  ont  même 
sommet,  et  si  la  base  de  la  pyramide  est  inscrite  à celle 
du  côue;  les  arêtes  latérales  de  la  pyramide  sont  des  arêtes 
du  cône.  — Le  cône  est  circonscrit  à la  pyramide. 

Déf.  21.  Une  pyramide  est  dite  circonscrite  au  côue  si 
ces  deux  corps  ont  même  sommet,  et  si  la  base  de  la  py- 
ramide est  circonscrite  à celle  du  cône.  Les  faces  latérales  de 
la  pyramide  sont  tangentes  au  côue.  A toute  pyramide  ré- 
gulière on  peut  inscrire  et  circonscrire  un  cône  droit,  et  ré- 
ciproquement. 

Déf.  22.  Un  polyèdre  est  inscrit  à la  sphère,  s’il  a tous 
ses  sommets  sur  la  surface  de  la  sphère,  qui  est  dite  cir- 
conscrite au  polyèdre. 

Déf.  23.  Un  polyèdre  est  circonscrit  à la  sphère,  si  tou- 
tes ses  faces  sont  tangentes  à la  sphère,  qui  est  dite  inscrite 
au  polyèdre. 

PROPOSITION  XXVIII. 

Théorème.  — Fig.  260. 

A tout  tétraèdre  ABCD  on  peut  circonscrire  une  sphère 
unique. 
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Soit  E le  centre  du  cercle  circonscrit  à une  face  BCI).  du 
tétraèdre;  en  ce  point  élevez  au  plan  BGD  une  perpendicu- 
laire EG,  et  au  point  F,  milieu  d’une  arête  AB,  extérieure  à 
BGD,  menez  un  plan  FG  perpendiculaire  ù cette  arête  AB  : 
je  dis  que  ce  plan  coupera  la  droite  EG  ; car,  sans  cela,  ces 
deux  lieux  seraient  parallèles  et  le  plan  BGD,  perpendicu- 
laire à EG,  serait  aussi  perpendiculaire  à FG,  et  par  suite 
parallèle  à AB  (1.  5),  ce  qui  n’est  pas.  Soit  G l’inter- 
section du  plan  FG  et  de  la  droite  EG.  Ce  point  G,  apparte- 
nant au  plan  FG,  perpendiculaire  au  milieu  de  AB,  est  éga- 
lement distant  de  A et  B (I.  5);  mais  le  même  point  G, 
appartenant  à EG,  est  aussi  également  distant  de  B,  C,  D. 
Car  lesdistances  BE,  CE,  DE,  rayonsd’un  même  cercle,  étant 
égales,  les  obliques  GB,  GC,  GD  seront  aussi  égales  (I.  5). 
Donc  la  sphère  décrite  du  centre  G avec  le  rayon  BG  passe 
par  les  quatre  sommets  du  tétraèdre. 

Remarque.  Le  point  G appartient  à chacun  des  plans  res- 
pectivement perpendiculaires  aux  milieux  des  six  arêtes  dü 
tétraèdre.  Donc  ces  six  plans  se  coupent  en  un  point. 

PROPOSITION  XXIX. 

Théorème.  — Fie.  261. 

A tout  tétraèdre  oïl  peut  inscrire  une  sphère  unique. 

Soient  ABO,  CAO  les  plans  bissecteurs  des  dièdres  DABC, 
DACB;  ces  plans  se  coupent  suivant  une  droite  AO  passant 
en  A ; soit  encore  mené  le  plan  BCO,  bissecteur  du  diè- 
dre ABCD,  il  coupera  la  droite  AO  en  un  point  O;  car  il  coupe 
le  plan  BAO  eh  une  droite  BO,  et  le  plan  BAO  prolongé 
coupe  le  tétraèdre  en  un  A BAE,  dans  lequel  les  droites  AO, 
BO  se  coupent.  Le  point  O,  comme  appartenant  au  plan 
ABO,  sera  également  distant  des  faces  ABD,  ABC;  de  même, 
comme  étant  sur  le  plan  CAO,  il  sera  également  distant  des 
faces  ABC,  ADC  ; et  enfin  étant  sur  le  plan  BOC,  il  est  égale- 
ment distant  de  ABC,  BCD.  Donc  si  de  ce  point  O on  mène 
sur  les  quatre  faces  du  tétraèdre  des  perpendiculaires,  elleà 
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seront  égales,  et  le  point  O est  le  centre  d’une  sphère  tan- 
gente aux  quatre  faces. 

Cette  sphère  est  unique,  car  toute  sphère  tangente  à deux 
plans  a son  centre  sur  le  plan  bissecteur. 

Remarque  1 . Le  point  O est  aussi  sur  les  plans  bissecteurs 
des  trois  autres  dièdres  du  tétraèdre. 

Remarque. 2.  Si  l’on  prolonge  indéfiniment  les  faces  du 
tétraèdre,  on  pourra  décrire  quatre  nouvelles  sphères,  dont 
chacune  touche  ces  quatre  plans,  extérieurement  au  tétraè- 
dre. (Comparez,  1.  2.) 

Dèf.  24.  On  appelle  polyèdre  régulier  tout  polyèdre  dont 
toutes  les  faces  sont  des  polygones  réguliers,  égaux  et  éga- 
lement inclinés,  et  dont,  par  conséquent,  tous  les  angles  po- 
lyèdres sont  égaux. 


PROPOSITION  XXX. 

Théorème. 

Il  y a cinq  polyèdres  réguliers  convexes,  et  il  n’y  en  a pas 
plus  de  cinq. 

Je  dis  d’abord  qu’il  n’y  en  a pas  plus  de  cinq. 

En  elfet,  pour  former  un  polyèdre  régulier  convexe  avec 
des  polygones  réguliers  égaux,  il  faut  qu’on  puisse  assem- 
bler autour  d’un  point  un  certain  nombre  de  ces  polygones, 
de  façon  que  la  somme  des  angles  ainsi  assemblés  soit  moin- 
dre que  quatre  droits  (1.  5,  p.  43).  Or,  comme  il  faut  au 
moins  trois  faces  pour  un  angle  polyèdre,  on  doit  exclure 
tous  les  polygones  qui  ont  plus  de  cinq  côtés.  Car,  dans 
l’hexagone,  chaque  angle  vaut  120°,  et  si  l’on  assemble 
trois  de  ces  angles  autour  d’un  point,  on  aura  360°.  ce  qui 
formera  un  plan  et  non  pas  un  angle  polyèdre.  A plus  forte 
raison,  ne  saurait-on  prendre  des  polygones  de  plus  de  six 
côtés,  puisque  l’angle  du  polygone  régulier  augmente  avec 
le  nombre  des  côtés.  On  ne  pourra  donc  employer  que  des 
golygones  de  trois,  quatre,  ou  cinq  côtés.  En  fait  de  penta- 
pones  réguliers,  on  ne  saurait  en  prendre  plus  de  trois  au- 
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tour  d’un  point.  Car  l’angle  du  pentagone  régulier  vaut 
108°,  et  quatre  de  ces  angles  feront  plus  que  360°.  Ou  ne 
saurait  non  plus  assembler  plus  de  trois  carrés  autour  d’un 
point.  Quant  aux  triangles  équilatéraux,  on  peut  en  réunir 
trois,  quatre  ou  cinq;  mais  si  l’on  en  prenait  six,  comme 
l’angle  du  triangle  équilatéral  vaut  60°,  on  aurait  déjà  360". 
A fortiori,  n’en  peut-on  pas  prendre  plus  de  six.  Donc  il  n’y 
a pas  plus  de  cinq  polyèdres  réguliers,  dont  trois  ont  pour 
faces  des  triangles,  un  quatrième  a pour  faces  des  carrés,  et 
le  cinquième  des  pentagones. 

Je  dis,  en  second  lieu,  qu’il  y a cinq  polyèdres  réguliers. 

1"  Le  tétraèdre  régulier . 

Fig.  262.  Construisez  un  angle  trièdre  avec  trois  angles 
de  60“  chacun,  soit  ABCD  cet  angle  trièdre.  Prenez  les  trois 
arêtes  AB,  AC,  AD  égales  entre  elles,  et  joignez  BD,  BC, 
CD;  le  tétraèdre  régulier  sera  formé.  Car  le  triangle  ABC  est 
isocèle,  puisque  AB=AC,  et  comme  l’angle  en  A est  de  60°, 
il  est  équilatéral;  il  en  est  de  même  des  triangles  ACD,ABD; 
par  conséquent,  BCD  est  aussi  un  triangle  équilatéral.  Ain- 
si, le  tétraèdre  est  compris  sous  quatre  triangles  équilaté- 
raux égaux;  d’ailleurs,  les  angles  dièdres  sont  égaux.  En  ef- 
fet, les  deux  angles  trièdres  D et  A sont  égaux  comme 
composés  de  faces  égales  chacune  à chacune.  Donc  le  dièdre 
AC  est  égal  à CD  ou  à BD,  etc. 

2°  L 'hexaèdre  régulier  ou  cube. 

Aux  quatre  sommets  d'un  carré,  élevez  au  plan  de  ce  carré 
et  du  même  côté  de  ce  plan,  des  perpendiculaires  égales  au 
côté  du  carré;  leurs  extrémités  supérieures  détermineront 
un  carré  égal  au  premier,  et  le  cube  sera  construit. 

3°  L 'octaèdre  régulier. 

Fig.  263.  Soit  BEDC  un  carré,  O son  centre;  en  ce 
point  0 élevez  au  plan  BEDC  une  perpendiculaire  AF,  et 
prenez-y  les  deux  distances  OA,  OF  égales  entre  elles  et  à la 
demi-diagonale  BO;  joignez  les  points  A et  F aux  quatre 
sommets  du  Carré;  la  figure  ABCDEF  sera  un  octaèdre  ré- 
gulier. En  effet,  les  obliques  qui  partent  des  points  A et  F 
sont  égales  ; d’ailleurs,  les  triangles  rectangles  AOE,  OED 
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étant  égaux  à cause  de  AO  = OD  et  de  OE  commun,  le  côté 
AE  sera  égal  à ED.  l'ar  conséquent,  les  huit  faces  du  po- 
lyèdre sont  des  triangles  équilatéraux  égaux.  Les  angles  diè- 
dres sont  aussi  égaux.  Pour  le  prouver,  prenons  les  angles 
trièdres  ABED,  DEAC  qui  ont  les  trois  faces  égales  chacune 
à chacune;  savoir  l’angle  droit  BAD  égal  à l’angle  droit 
CDE,  et  les  angles  BAE,  EAD,  ADE,  ADC  égaux  comme 
angles  de  60°.  Donc  aussi  le  dièdre  DAEB  est  égal  au  diè- 
dre EADC.  Le  même  raisonnement  s’applique  à deux  dièdres 
quelconques.  Donc  enfin  la  figure  est  un  octaèdre  régulier. 

4°  Le  dodécaèdre  régulier. 

Fig.  264.  Avec  trois  angles  AEH,  HED,  AED  égaux 
entre  eux  et  à l’angle  du  pentagone  régulier,  on  formera 
un  angle  trièdre  E;  ses  trois  dièdres  seront  égaux.  Sur 
chacun  de  ces  angles  AEH,  AED,  DEH  on  achèvera  un  pen- 
tagone régulier,  en  donnant  à ces  trois  polygones  des  côtés 
égaux.  Soient  EABCD,  AEHGF,  HEDKIces  trois  pentagones. 
Les  deux  droites  AF,  AB  formeront  un  angle  F’ AB  égal  à 
AEH.  Car  le  trièdre  déterminé  par  les  trois  arêtes  AF,  AE, 
AB  et  le  trièdre  E ont  deux  faces  égales  également  incli- 
nées et  sont  égaux  : donc  F'AB  = AEH.  On  pourra  donc 
aussi  sur  FA  et  AB  achever  un  pentagone  FAO  égal  à ABD.- 
On  pourra  de  même  placer  le  pentagone  OBM  égal  aux  pré- 
cédents. Si  l’on  faitde  même  sur  MCD  et  sur  KDC,  les  deux 
plans,  ainsi  obtenus,  se  confondront  comme  faisant  avec  le 
plan  CDA  un  angle  dièdre  égal  à HEAD.  Cela  posé,  aux 
points  H,  F,  0,  M,  K se  rencontrent  les  mêmes  circonstan- 
ces qu’en  A,  B,  C,  D.  Donc  on  pourra  assembler  en  ces 
points  cinq  nouveaux  pentagones  égaux  entre  eux  et  aux 
six  précédents  ; ces  ligures  ne  laisseront  plus  que  l’espace 
vide  abede,  circonscrit  par  cinq  côtés  égaux.  Or,  en  chacun 
des  points  a,  b,  c,  d,  e il  se  passe  encore  ce  que  nous  avons 
rencontré  en  A,  B,  etc.  Donc  le  plan  abc  contiendra  aussi 
les  trois  droites  cd,  de,  eu,  et  fera  avec  chacun  de  plans  ad- 
jacents des  angles  dièdres  égaux  entre  eux  et  aux  autres 
dièdres  de  la  ligure.  On  aura  donc  ainsi  construit  un  do- 
décaèdre régulier. 


Digitized  by  Google 


222 


GEOMETRIE. 


5°  L’icosaèdre  régulier. 

Fig.  265.  Soit  abcde  un  pentagone  régulier,  o son  cen- 
tre, of  une  perpendiculaire  au  plan  de  ce  polygone.  Dans 
le  plan  aof  décrivez  du  point  a comme  centre,  avec  un 
rayon  égal  à ab , un  arc  qui  coupera  cette  perpendiculaire 
of  en  un  point  f ; les  droites  fe,  fd,  fc,  fb,  fa  seront  égales 
entre  elles  et  au  côté  ab  ; on  aura  donc,  autour  du  point  f 
cinq  triangles  équilatéraux  égaux.  Les  plans  de  ces  trian- 
gles comprennent  des  dièdres  égaux.  Car  les  trièdres  abfe, 
bafe  sont  égaux  comme  formés  chacun  par  un  angle  de 
pentagone  régulier  et  deux  angles  de  60°.  Donc  le  dièdre 
fb  est  égal  au  dièdre  fa.  On  prouvera  de  même  que  les 
autres  dièdres  sont  égaux  à fa. 

Actuellement,  soit  ABCDEF  un  angle  polyèdre  égal  à 
celui  qu’on  vient  de  former  ; supposons  qu’on  en  ait  formé 
encore  plusieurs,  tous  égaux  à celui-là.  Prenons-en  un 
second,  et  superposons  deux  de  ses  faces  avec  les  triangles 
ADE,  ADC,  les  trois  autres  viendront  se  placer  en  DEK, 
ÜIK,  DIC,  ce  qui  formera  trois  faces  nouvelles.  Un  troisième 
angle  pentaèdre  sera  superposé  par  trois  faces  avec  les 
triangles  CBA,  CAD,  CDt  ; il  donnera  les  deux  nouvelles 
faces  CBII,  CHI.  Un  quatrième  sera  superposé  par  trois  faces 
avec  les  triangles  BUC,  BAC,  BAF,  et  donnera  les  deux 
nouvelles  faces  BHC,  BFG.  Un  cinquième  sera  superposé  sur 
les  trois  triangles  FBG,  FBA,  AFE  ; il  donnera  encore  deux 
faces  FGL,  FLE.  Autour  du  point  E se  trouvent  assemblés 
quatre  triangles  EDK,  EDA,  EAF,  EFL,  comprenant  des 
angles  dièdres  tous  égaux  à ceux  de  l’angle  f.  Si  donc  on 
place  sur  ces  quatre  faces  un  nouvel  angle  égal  à f,  on  ob- 
tiendra encore  une  face  LEK,  ce  qui  forme  en  tout  quinze 
faces  égales  et  également  inclinées.  Sur  les  trois  faces  1KD, 
DKE,  LKE  on  superposera  un  nouvel  angle  pentaèdre,  et 
l’on  aura  les  deux  nouvelles  faces  LKM,  MKL  Au  point  I sur 
les  quatre  faces  HIC,  C1D,  DIK,  IKM  on  en  superposera  en- 
core un,  qui  donnera  la  nouvelle  face  HIM.  Au  point  H on 
fera  de  même,  et  l’on  aura  la  nouvelle  faceHGM,  ainsi  qu’au 
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point  G,  ce  qui  fournira  encore  une  face  GML.  On  aura  donc 
ep  M cinq  faces,  ce  qui  donne  les  vingt  faces. 

PROPOSITION  XXXI. 

Théorème.  — Fig.  266. 

A tout  polyèdre  régulier  on  peut  inscrire  et  circonscrire 
une  sphère. 

Soit,  dans  un  polyèdre  régulier,  AB  l’arête  commune  à 
deux  faces  adjacentes,  E son  milieu,  G,  I)  les  centres  de  ces 
faces;  les  droites  CE,  DE  seront  perpendiculaires  à AB,  ainsi 
que  leur  plan  CED.  Dans  ce  plan,  menez  les  droites  CO,  DO, 
respectivement  perpendiculaires  à CE,  DE;  elles  se  couperont 
en  un  point  O,  et  si  l’on  tire  EO,  les  \ CEO,  DEO  auront  le 
côté  CE=DE,  le  côté  EO  commun,  et  l’angle  droit  C=D. 
Donc  CO=DO. 

Cela  posé,  soit  FG  un  second  côté  de  la  face  qui  a D pour 
centre,  H le  centre  d’une  face  dont  FG  est  aussi  un  côté, 
I le  milieu  de  FG;  tirez  OH,  DI,  HI;  les  droites  DI,  IH,  ainsi 
que  leur  plan  DIH,  seront  perpendiculaires  à FG,  et,  par 
suite,  le  plan  DIH  est  perpendiculaire  à FG  et  au  plan  ABFG. 
Ce  plan  DIH  contient  donc  DO,  qui  est  aussi  perpendiculaire 
au  plan  ABFG.  Actuellement,  faites  tourner  ce  plan  D1HO 
autour  de  DO  jusqu’à  ce  qu’il  coïncide  avec  CEDO.  L’angle 
droit  ODI  coïncidera  avec  ODE,  1)1  avec  son  égal  DE,  et 
l’angle  DIH,  section  droite  du  dièdre  FG,  avec  DEC,  section 
droite  du  dièdre  AB,  égal  à FG,  enfin,  IH  avec  Et],  vu  que 
toutes  les  faces  sont  des  polygones  réguliers  égaux.  Donc 
OH  coïncide  avec  OC,. le  plan  FGH  avec  ACB,  et  la  droite 
OH  sera  égale  à OC,  et  perpendiculaire  au  plan  FHG.  Donc 
les  perpendiculaires  CO,  DO,  HO,  élevées  aux  centres  des 
faces,  se  coupent  en  un  point  O,  et  sont  égales.  Par  consé- 
quent, si  de  O comme  centre,  avec  le  rayon  OC,  on  décrit  une 
sphère,  elle  touchera  les  faces  à leurs  centres  C,  D,  II.  En 
second  lieu,  les  distances  AO,  BO  sont  égales,  vu  queEA= 
EB,  et  que  AB,  perpendiculaire  au  plan  CED,  l’est  à OE.  La 
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superposition  faite  plus  haut  prouve  que  les  distances  FO, 
GO,  sont  aussi  égales  à AO.  Donc  la  sphère  décrite  du  même 
centre  O et  du  rayon  AO,  sera  circonscrite  au  polyèdre. 

PROPOSITION  XXXII. 

Théorème. 

Deux  cylindres,  si  les  arêtes  de  l’un  sont  parallèles  à celles 
de  l’autre,  de  même  que  deux  cônes  qui  ont  même  sommet, 
ne  se  coupent  que  suivant  des  arêtes. 

Si,  par  un  point  commun  aux  deux  surfaces,  on  mène 
une  arête  de  l’une,  elle  est  aussi  arête  de  l’autre  ; car,  dans 
le  premier  cas,  elle  esGparallèle  aux  arêtes  des  deux  surfaces; 
dans  le  second,  elle  passe  au  sommet  commun.  Donc,  etc. 

Remarque.  Si  les  cylindres  ou  les  cônes  sont  circulaires, 
le  nombre  des  arêtes  communes  est  au  plus  de  deux  ; car  si, 
par  un  point  commun  aux  surfaces,  on  mène  dans  chacune 
une  section  circulaire,  à chaque  arête  commune  répondra 
un  point  d’intersection  de  ces  cercles.  Donc  il  n’y  a pas  plus 
de  deux  arêtes  communes. 

Enfin,  si  les  deux  surfaces  sont  droites,  le  plan  des  axes 
est  un  plan  de  symétrie;  par  suite,  s’il  y a deux  arêtes 
communes,  elles  sont  symétriques  par  rapport  à ce  plan. 
Il  s’ensuit  qu’aucune  d’elles  ne  sera  située  dans  ce  même  plan. 

Dèf.  25.  Deux  surfaces  sont  dites  tangentes  en  un  point 
commun,  si  elles  ont,  en  ce  point,  même  plan  tangent. 

PROPOSITION  XXXI11. 

Théorème. 

Si  deux  cylindres  droits,  ou  deux  cônes  droits  de  même 
sommet,  ont  une  seule  arête  commune,  ils  se  louchent  sur 
toute  celle  arête. 

Car  si'  par  un  point  de  l’arête  commune  (qui  est  dans  le 
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plan  des  axes)  on  mène  deux  sections  droites,  elles  auront 
en  ce  point  même  tangente. 

PROPOSITION  XXXIV. 

Théorème. 

Pour  que  deux  cylindres  droits  à axes  parallèles  1°  se 
coupent,  2°  se  louchent,  3°  n'aient  aucun  point  commun,  il 
faut  et  il  suffit , respectivement,  que  la  distance  des  axes  soit  : 

1 0 plus  petite  que  la  somme  des  rayons  et  plus  grande  que  leur 
différence,  2°  égale  à celte  somme  ou  à celle  différence,  3° plus 
grande  que  la  somme  ou  plus  petite  que  la  différence  des 
rayons.  % 

Coupez  les  cylindres  par  un  plan  perpendiculaire  aux 
axes,  et  la  question  est  ramenée  aux  cercles. 

I)èf.  26.  L’angle  d’un  cône  droit  est  celui  que  l’arête  fait  . 
avec  l’axe. 

PROPOSITION  XXXV. 

Théorème.  • 

Pour  que  deux  nappes  de  cônes  droits  de  même  sommet 
1°  se  coupent,  2°  se  louchent,  3°  n'aient  que  le  sommet  com- 
mun, it  faut  et  il  suffit,  respectivement,  que  l'angle  des  axes 
soit  : V plus  petit  que  la  somme  et  plus  grand  que  la  diffé- 
rence des  angles  des  cônes;  2“  égal  à la  somme  ou  à la  diffé- 
rence; 3°  plus  grand  que  la  somme  ou  plus  petit  que  la  dif- 
férence. 

1°  S’il  y a deux  arêtes  communes,  elles  sont  hors  du  plan 
des  axes,  et  chacune  détermine  avec  les  axes  un  triedre 
convexe,  où  une  l'ace  quelconque  est  moindre  que  la  somme 
des  autres.  Donc,  etc.; 

2°  S’il  y a une  arête  commune,  elle  est  dans  le  plan  des 
axes,  etc.; 

15 


i * 

* 


« 


Digitized  by  Google 


GÉOMfeTRtÉ. 


2-28 

3°  S’il  n’y  a pas  d’arèté  comnrtuflë,  le  plan  des  axeS  côupë 
les  cônes  suivant  deux  angles,  dont  l’ün  est  hors  de  l’aütre, 
ou  dans  l’autre;  donc,  etc. 

Les  réciproques  sfe  déduisent  de  I&. 

PROPOSlTIttN  XXXVI. 
îtifeijRÈMB:  — Fttl.  267. 

Delix  surfaces  de  révolution  de  même  aXe,  qui  se  coupent; 
ont  pbûr  intersection  uné  ou  plusieurs  Sections  droites. 

Soit  AB  l’axe  commun,  AC1)B,  ECDF  les  génératrices 
ou  méridiennes  supposées  prises  da^  un  môme  plan.  Si  là 
ligure  tourne  autour  de  AB,  les  points  C,  i),  supposés  com- 
friuns  au*  génératrices,  décriront  des  sections  droites  com- 
munes. Si  les  méridiennes  n’avaient  pas  de  point  commüh, 
lès  surfaces  n’en  auraient  pas  non  plus. 

Corollaire.  1°  Deux  cônes  droits  de  même  axe  et  de  som- 
mets différents  se  coupent  en  deux  sections  droites,  situées 
sur  deux  nappes  différentes  de  l’un  des  cônes. 

â“  Un  cylindre  droit  et  un  cône  droit  de  même  axe  se 
coupent  en  deux  sections  droites. 

8°  Une  sphèfe  et  un  cylindre  droit,  Ou  une  sphère  et  un 
cônë  droit,  si  dans  Chaque  cas  l’aie  passe  au  centre  de  la 
Sphère,  ont  de  commun  deux  cercles.  6u  on  cercle,  ou  rien, 
selori  qu’une  arête  quelconque  du  cylindre  ou  du  cône  est 
sécante,  tangente,  ou  extérieure  au  grand  cercle  dont  le  plan 
contient  cette  arête. 

4°  Deux  sphères  se  coupent  on  une  circonférence  perpen- 
diculaire à la  ligne  des  centres  (axe  commun),  se  touchent 
en  un  point  situé  sur  cette  ligne,  ou  n’ont  aucun  point  com- 
mun, dans  les  mêmes  cas  respectifs  où  les  grands  cercles  si- 
tués dons  un  plan  mené  par  les  deux  centres,  se  coupent,  se 
touchent gu  n’ont  aucun  point  commun. 
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PROPOSITION  XXXVII. 

Théorème. 

La  sphère  comparée  au  cylindre  droit,  ou  au  cône  droit, 
est  tangente  en  un  point,  ou  bien  sur  toute  une  section  droite, 
si  un  grand  cercle  de  la  sphère  louche  une  arête  ou  deux  arê- 
tes opposées  situées,  dans  tous  les  cas,  dans  un  plan  qui  passe 
par  l’axe. 

1°Fig.  268.  Soit  A le  centre  d’une  sphère,  BC  l’axe  d’un  cy- 
lindre droit,  DG  une  arête  tangente  en  D au  grand  cercle  DEF 
situé  dans  le  plan  ABC.  Tirez  AD,  qui  sera  perpendiculaire  à 
BC.  Le  plan  mené  par  D,  perpendiculairement  h l’dxe  BC,  dé- 
terminera un  cercle  DIK  sur  la  sphère,  et  une  section  droite 
DL  sur  le  cylindre  ; ces  deux  cercles  Ayant  de  commuri  le 
point  D de  la  ligne  de  leurs  centres  AH,  se  touchent  en  D ; 
ainsi  ils  ont  en  ce  point  D une  tangente  commune  DM;  il 
s’ensuit  que  le  plan  GDM  sera  tangent  en  D à la  sphère  et 
au  cylindre,  de  sorte  que  ces  deux  surfaces  se  touchent 
en  D. 

Pour  le  cône,  le  raisonnement  se  modifie  un  peu. 

Du  reste,  la  sphèrfe  peut  être  intérieure  au  cône  ou  au  cy- 
lindre. 

2°  Si  ( fig.  269  et  270)  le  grand  cercle  EIG  de  la  sphère 
touche  deux  arêtes  opposées  CD,  C D',  on  peut  engendrer 
toute  la  figure  en  faisant  tourner  autour  de  l’axe  AB  lé  de- 
mi -grand  Cercle  II ICI  avec  sa  tangente  CD;  le  point  de  con- 
tact E (Jpcrira  une  section  droite  commune  aux  deux  surfa- 
ces. En  chaque  point  ■:!;*  cette  section  droite,  en  G,  par 
exemple,  l’arête  C D',  et  ia  tangente  GK  à cette  section,  dé- 
terminent un  plan  tangent  commun  aux  deux  surfaces,  qui 
sont  ainsi  tangentes  sur  toute  la  circonférence  EFG. 

Dans  Ce  cas,  le  cylindre  et  le  cône  sont  dits  cirtonscrits 
à la  sphère,  qui  leur  est  inscrite. 
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LES  FIGURES  DANS  L’ESPACE. 
GRANDEUR  RELATIVE  DE  LEURS  ÉLÉMENTS. 


Angle s dièdre s el  angles  polyèdres , pr.  1 — 2. 

Similitude  des  polyèdres,  pr.  3 — 3. 

Similitude  des  surfaces  courbes,  pr.  (i — 9. 

Axes,  plans  de  similitude ; pôles,  pluns  polaires,  pr.  10— lfi. 


PROPOSITION  I. 

N 

Théorème.  — Fig.  271. 

Deux  angles  dièdres  CABD,  C'A'B  D',  sont  entre  eux  comme 
leurs  sections  droites  CAD,  C'A’D'. 

Supposons  que  les  sections  droites  soient  commensura- 
bles  entre  elles,  et  qu’on  ait  DAGlD'A'C';  ;5l3,  c’est-à- 
dire  qu’une  commune  mesure  soit  contenue  5 fois  dans 
DAC,  3 fois  dans  D'A'C’.  L’angle  DAC  pourra  donc  se  divi- 
ser en  5 parties  égales,  DAE,  EAF....;  l’angle  D'A'C'  en 
contiendra  3,  D'A'E',  etc.  Par  les  droites  AE,  AF,  etc.,  et 
l’arête  AB,  menez  des  plans;  le  dièdre  DABC  se  trouvera 
décomposé  en  5 dièdres  qui  seront  égaux,  comme  ayant 
des  sections  droites  égales.  De  même  D’A'B'C'  se  décomposera 
en  3 parties  égales  à celles  cfè  DABC.  Donc  DABC  : D'A'B'C' 
: : 5 ; 3,  ou  : : DAC  : D'A'C'.  Si  les  sections  droites  ne  sont 
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pas  commensurables  entre  elles,  la  proportion  aura  toujours 
lieu  (I.  3). 

Corollaire.  On  peut  donc  dire  que  le  dièdre  a même  mesure 
que  sa  section  droite,  en  sousentendant  que  l’unité  d’angle 
est  la  section  droite  de  l’unité  de  dièdre;  par  suite,  le  dièdre 
a aussi  pour  mesure  celle  de  l’arc  qui  sert  de  mesure  à la 
section  droite.  • 

PROPOSITION  II. 

Théorème. 

L’angle  polyèdre  a même  mesure  que  la  demi-somme  des 
se&ions  droites  de  ses  dièdres,  moins  un  angle  droit  multiplié 
par  le  nombre  des  faces,  nombre  préalablement  diminué  de 
deux  unités. 

Nous  ferons  observer  : 1°  que  (lig.  272)  tout  dièdre 
ABCD  peut  se  partager  en  deux  trièdres  FEGC,  FEGB,  et 
même  d’une  infinité  de  manières  ; 2°  que(fig.  273;  la  somme 
des  quatres  trièdres  OBCA,  OACE,  OCEF,  OBCF  déterminés 
d’un  même  côté  d’un  plan  BFE,  par  deux  plans  concourants 
BCE,  AGF,  est  égale  à 4 trièdres  trirectnngles.  Car  si  les  traces- 
EB,  AF  de  ces  deux  plans  sur  le  troisième  étaient  perpen- 
diculaires entre  elles,  et  que  OC,  intersection  de  ces  mêmes 
plans,  fût  perpendiculaire  au  plan  BFE,  nos  quatre  trièdres 
OABC,  etc.,  seraient  trirectnngles,  et  leur  somme  serait  res- 
tée la  même. 

Cela  posé , considérons  1®  (fig.  273)  un  trièdre  convexe 
OABC  ; les  faces  étant  prolongées  indéfiniment  dans  tous  les 
sens-,  nommons  A,  B,  C,  les  dièdres  de  OABC.  Les  deux 
trièdres  OABC,  OACE  valent  en  somme  le  dièdre  B;  de 
même  OABC4-OBCF=a:A  ; ensuite  OABC  avec  OABC’,  qui 
est  symétrique  de  OEFC  auquel  par  conséquent  il  équivaut, 
font  ensemble  C;  donc 

OABC+OACE -f-OABC-!- OBCF-l- OABC-H  >EFC— W-B-+-C . 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  contient  les  quatre 
trièdres  formés  autour  de  AC,  plus  2 OABC;  ces  4 trièdres 
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valent  4 trièdres  trirectangles , ou  2 dièdres  droits;  donc 
2 ÔABC  = A 4- B 4- C — 2 dièdres  droits,  et  04BC  — 

A4-B4tC  . . . ' 

1 dièdre  droit.  Ainsi,  prenant  pour  unité  de 

trièdre  un  trièdre  quelconque,  et  pour  unité  de  dièdre  la 

demi-somme  de  ses  dièdres  moins  un  droit,  on  peut  dire 

que  tout  trièdre  a même  mesure  que,  eta.  Enfin,  prenant 

pour  unité  d’angle  la  section  droite  de  ce  dièdre-unité,  on 

aura  pour  mesure  du  trièdre  la  demi-somme  des  sections 

droites  de  ses  dièdres  moips  un  angle  droit. 

2°  Soit  (fig.  217)  un  trièdre  non  convexe  ACDB  B.  11  est 

égal  à 2 dièdres  droits  moins  le  trièdre  convexe  ABCD,  dont 

je  représente  les  dièdres  par  B,  C,  D;  ainsi  le  premier 

, o fB+C  + D 1 6 — B — G — D 

vaut  2—1  1 ou  , ou 

2— B 4-4 — 04-2 — B— 2 

— — . Or,  dans  notre  trièdre  ACBBB, 

2 — B est  le  dièdre  qui  a pour  arête  AB,  2 — D celui  qui  a 
pour  arête  AD,  4 — C celui  qui  a pour  arrête  AC;  sa  mesure 

(2— B)+(2— D)+(4— C) 

«st  — — 1 . Donc,  efc. 

JL 

3°  Soit  flig.  274)  un  angle  polyèdre  convexe  ABCDEF ; 
décomposez-le  en  trièdres  au  moyen  de  plans  menés  par  une 
arête  AB  ; le  nombre  de  ces  trièdres  est  égal  au  nombre  de? 
faces  moins  2.  De  là  la  mesure  énoncée. 

4°  Si  enfin  il  s’agit  d’un  angle  polyèdre  non  copvexe , 
ppurvp  qu’aucune  face  ne  soit  rencontrée  par  plus  de  deu* 
aptrps  (aucune  n’étant  prolongée),  on  prendra  dans  l'angle 
upe  çfroitp  menée  par  son  sommet,  et  on  raisonnera  à peu 
près  comme  sur  le  polygone  non  convexe  à la  pr.  24,1. 1. 

Remarque  1.  La  comparaison  des  angles  polyèdres  est 
donc  ramenée  à celle  des  longueurs. 

Remarque  2.  Le  trièdre  (fig.  273)  a pour  mesure 

A4-B4-C — 2 . . 3—2 

. Celle  du  triedre  trireetangle  est  donc > 
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ou  Par  suite,  le  trièdre  OABC  est  au  trièdre  tri  rectangle^ 
' â 

• • Aj~A+C~  - • 1 ou  " A+B4-0 — 2:  1.  l>e  sorte  que 
IX  2 ’ 2 

la  mesure  d’un  trièdre,  rapporté  au  trièdre  trirectangle  pris 
pour  unité,  est  A-F-B-t-0 — 2,  cest-à-dire  la  somme  de  ses 
dièdres  rapportés  au  dièdre  droit,  moins  2 droits , ou  la 
somme  de  leurs  sections  droites  rapportées  à I angle  dioit, 
moins  2.  — Résultat  semblable  pour  les  angles  polyèdres. 

Déf.  1.  La  similitude  reste  définie  comme  au  livre  3 
(déf.  5);  on  appelle  plans  homologues  deux  plans  dont  l’uq 
contient  3 points  homologues  de  3 points  de  I autre.  Le 
rapport  des  dimensions  homologues  est  toujours  égal  à 
celui  de  similitude  ; et  si  deux  figures  semblables  sont  sem- 
blablement placées , les  droites  homologues  sont  parallèles 
(I.  3,  déf.  9),  par  suite  les  plans  homologues  aussi. 

Remarque.  Bailleurs,  ainsi  qu'on  l’a  fait  observer  L à, 
pr.  50,  la  pr.  15,  I.  3 et  ses  corollaires  subsistent.  De  là  il 
suit  que  dans  Pespace,  toute  figure  semblable  à une  ligure 
plane  est  plane;  car  pour  construire  cette  figure  semblable; 
on  peut  prendre  le  centre  de  similitude  dans  le  plan  de  la 
figure  donnée,  et  alors  la  ligure  cherchée  est  évidemment 
plane.  Par  suite,  à toute  face  plane  d'une  figure  répondent, 
dans  ses  semblables,  des  faces  planes,  de  sorte  que  toute 
ligure  semblable  à un  polyèdre  est  un  second  polvèdre  d au- 
tant de  faces  que  le  premier.  Or,  chaque  face  étant  déter- 
minée par  ses  sommets,  il  s’ensuit  que  deux  polyèdres  sont 
semblables  si  leurs  sommets  forment  deux  systèmes  sem- 
blables, et  que  les  laces  soient  déterminées  de  part  et  d’autre 
par  des  sommets  homologues. 

PROPOSITION  111. 

Théorème.  — Fig.  275. 

Dans  deux  polyèdres  semblables , les  faces  homologues 
sont  semblables,  assemblées  par  des  sommets  homologues,  el 
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les  angles  polyèdres  homologues  sont  égaux  ou  symétriques, 
selon  que  la  similitude  est  directe  ou  inverse,  et  réciproque- 
ment. 

Soient  ABCDEFGH...  un  polyèdre  ; abcdefgh...  un  second 
polyèdre  directement  semblable  au  premier  et  semblablement 
placé;  0 le  centre  de  similitude.  A chaque  face  ABCD,  ADEF 
du  premier  polyèdre,  répond  une  face  semblable  abcd,  adef 
dans  le  second.  Ces  faces  sont  assemblées  de  part  et  d’autre 
par  des  sommets  homologues.  D’ailleurs,  les  angles  polyè- 
dres homologués  tels  que  A,  a,  ont  les  arêtes  homologues 
parallèles  et  sont  égaux.  Dans  le  cas  de  la  similitude  in- 
verse, etc. 

Réciproquement,  soient  deux  polyèdres  ABCD...; 
abcd..  . , compris  sous  des  faces  semblables  chacune  à 
chacune,  formant  des  angles  polyèdres  égaux  chacun  à cha- 
cun : je  dis  que  ces  deux  polyèdres  sont  semblables.  Suppo- 
sons que  les  sommets  homologues  des  faces  semblables 
soient  ceux  qui  portent  les  mêmes  lettres.  Sur  ab  égala  a" A', et 
pris  comme  homologue  de -AB,  faites  un  polyèdre  abcd... 
semblable  à ABCD...  La  face  abcd  sera  semblable  à ABCD; 
abcd  l’est  aussi,  et  comme  ab,  a' b',  homologues  à AB, 
sont  égales,  ces  deux  faces  le  sont.  On  conclura  de  même 
pour  les  autres.  L’angle  polyèdre  a sera  égal  à A,  et  comme 
o'  l’est  aussi , on  aura  a — a . Donc  les  polyèdres  abcd..., 
abcd ..,,  composés  d’éléments  égaux  chacun  à chacun,  sont 
superposables.  Donc  abcd...  est  semblable  à ABCD... 

On  raisonne  de  même  si  les  angles  polyèdres  sont  symé- 
triques. 

Corollaire.  Deux  polyèdres  réguliers  d’un  même  nombre 
de  faces  sont  semblables;  car  ils  ont  les  faces  semblables,  les 
angles  polyèdres  égaux,  etc. 

PROPOSITION  IV. 

Théorème. 

Deux  polyèdres  semblables  peuvent  se  décomposer  en  un 
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même  nombre  de  tétraèdres  semblables,  assemblés  par  des 
sommets  homologues,  et  réciproquement . 

Décomposez  le  premier  polyèdre  en  tétraèdres;  soient 
A,  B,  C,  D les  sommets  de  l'un  de  ces  tétraèdres;  a,  b , c,  d 
leurs  homologues  dans  le  second  polyèdre  : le  tétraèdre  abcd 
sera  semblable  à ABCD;  car  si  les  deux  polyèdres  proposés 
sont  semblablement  placés,  les  deux  ligures  ABCD,  abcd,  le 
seront  aussi.  Donc  les  deux  polyèdres  seront  décompo- 
sés, etc. 

Réciproquement,  si  deux  polyèdres  sont  composés  de  té- 
traèdres respectivement  semblables  et  assemblés  par  des 
sommets  homologues,  ils  seront  semblables.  C’est  ce  qui  se 
démontrera  comme  la  réciproque  de  proposition  14, 1.  3. 


PROPOSITION  V. 
Théorème. 


Deux  tétraèdres  sont  semblables  s’ils  ont  : 

1°  Trois  faces  semblables  deux  à deux,  assemblées  pur 
des  sommets  homologues  ; 

2°  Un  dièdre  égal,  compris  entre  des  faces  semblables  cha- 
cune à chacune; 

3°  Une  face  semblable,  adjacente  à deux  dièdres  égaux 
chacun  à chacun,  par  des  arêtes  homologues; 

4"  Les  six  arêtes  proportionnelles  deux  à une,  et  assem- 
blées dans  le  même  ordre,  départ  et  d'autre,  etc. 

Ces  propriétés  se  démontreront  à peu  près  comme  la 
prop.  12,  I.  3. 

Remarque.  La  similitude  de  deux  polyèdres  de  S som- 
mets chacun  est  assurée  par  3 S — 7 équations  entre  les  arê- 
tes et  les  angles  dièdres;  car  l’égalité  en  exige  3 S — 6 (I.  5, 
p.  49,  r.),et  l’égalité  n’est  autre  chose  que  la  similitude,  le 
rapport  de  similitude  étant  déterminé,  et  =1. 


Je 
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PROPOSITION  VI. 

Théorème.  — Fig.  27(i. 

Dexix  cylindres  circulaires  sont  semblables,  si  les  droites , 
menées  par  les  centres  des  cercles  directeurs,  parallèlement 
aux  arêtes  respectives , sont  homologues  par  rapport  à çes 
cercles. 

Placez  les  deux  cercles  directeurs  dans  le  même  plan  en 
leur  donnant  le  même  centre  p,  pris  pour  centre  dp  simili- 
tude; alors  les  deux  droites  homologues  en  question  pourront 
se  superposer  avec  une  seule  OA.  Menez  un  ray  un  OR  ; par  les 
points  R,  b,  menez  des  arêtes;  elles  seront  parallèles  q OA; 
donc  si  de  O on  mène  une  droite  OC  dans  leur  plan,  on 
aura  OC;Oc:rOR;Oô,  et  chaque  point  C de  l’un  des  cylin- 
dres a sou  homologue  c sur  l’autre.  Donc,  etc. 

Corollaire  1.  Tous  les  cylindres  droits  sont  semblables; 
car  les  axes  sont,  par  rapport  aux  sections  droites  ou  cer- 
cles directeurs,  des  lignes  homologues. 

Corollaire  2.  Si  deux  cylindres  circulaires  indéfinis  sont 
semblables  et  semblablement  placés  par  rapport  au  centre  O 
du  cercle  directeur;  si,  de  plus,  on  mène  dans  l’un  deux 
plans  parallèles  f)E,  U'j£',  pt  l’autre  |eqrs  hqrpologues 
de,  de  , les  deux  portions  de  cylindres  DE.  K D',  rfc,e<f  sept 
semblables. 

PROPOSITION  VII. 

Fig.  277. 

Deux  cônes  circulaires  sont  semblables  si  les  sommets  sont 
des  points  homologues  par  rapport  aux  cercles  directeur 

En  plaçant  le  sommet  au  même  point  0,  on  pourra  donner 
aux  cercles  directeurs  pour  centre  de  similitude  ce  sommet 
commun;  les  deux  cercles  étant  dès  lors  semblablement 
placés  par  rapport  à ce  point,  les  rayons  vecteurs  menés  de 
O aux  deux  circonférences,  se  confondent  avec  les  arômes 
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des  deux  cônes,  qui  non- seulement  seront  semblables,  mais 
égaux. 

Remarque.  Dans  deux  cônes  semblables,  le  rapport  de 
similitude  est  indéterminé. 

Corollaire.  Deux  cônes  droits  sont  semblables  si  les  an- 
gles sont  égaux;  car  alors  ils  peuvent  se  superposer. 

Corollaire  2.  Deux  portions  de  cône  circulaires  com- 
prises dans  un  même  cône  indéfini,  lig.  277,  entre  le  som- 
met et  deux  sections  respectives  parallèles  AB,  CD,  sont 
deux  figures  semblables. 

Corollaire  3.  — Fm.  278.  Deux  portions  de  cônes  cir- 
culaires abdc,  ABCD  , comprises,  la  première  entre  les 
plans  parallèles  ab , cd,  l'autre  entre  les  plans  AB,  CD  sont 
semblables,  si  les  plans  AB,  CD  sont  les  homologues  de  ab, 
cd,  par  rapport  à un  centre  de  similitude  des  deux  cônes 
supposés  semblable». 

PROPOSITION  VIII. 

Fig.  279. 

Deux  surfaces  de  révolution  sont  semblables  si  les  cour- 
bes méridiennes  le  sont,  et  si  les  axes  sont  des  lignes  homo- 
logues de  ces  courbes.  Réciproquement,  toute  figure  semblable 
à une  surface  de  révolution  est  une  seconde  surface  de  meme 
genre,  décrite  par  if  ne  courbe  méridienne  semblable  à celle  de 
la  première,  autour  d'un  axe  homologue  à celui  de  la  pre- 
mière. 

1°  Soit  AB  l’axe  d’une  surface  de  révolution,  ACB  la 
courbe  méridienne;  d’un  point  O de  l’axe,  comme  centre  de 
similitude,  construisez  une  figure  acb  semblable  à ACB,  la 
droite  AB  sera  une  ligne  homologue  commune  ; et  si  toute 
la  figure  tourne  autour  de  AB,  un  rayon  vecteur  quelconque 
OC  donnera  toujours  la  proportion  OC;Oc  : I OA;  Oa.  Ainsi 
chaque  point  de  l’une  des  surfaces  a son  homologue  dans 
l’autre.  Donc,  etc. 

2°  Réciproquement.  Car  soit  la  surface  décrite  par  ACB 
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autour  de  AB.  Afin  d’obtenir  une  surface  semblable  à celle- 
là,  prenez  sur  AB  un  point  quelconque  0 pour  centre  de 
similitude,  et  un  point  a pour  homologue  de  A ; puis,  opé- 
rant dans  chaque  plan  méridien,  cherchez  le  lieu  des  points 
homologues  à ceux  qui  y sont  situés  ; il  est  clair  que  les 
courbes  méridiennes  de  la  surface  donnée  étant  toutes  éga- 
les, et  les  lignes  semblables  que  l’on  construit  ainsi,  ayant 
de  commun  la  dimension  O a,  homologue  de  OA,  celles-ci 
sont  aussi  égales,  et  se  superposeront  si  on  en  fait  tour- 
ner une  autour  de  AB.  Donc  la  surface  lieu  de  toutes  ces 
courbes  est  de  révolution  autour  de  ab , homologue  de  AB, 
et  sa  méridienne  est  semblable  à ACB. 

Corollaire  1.  On  conclut  de  là  de  nouveau  : l°que  les 
cylindres  droits  indéfinis  sont  semblables  ; 2"  que  les  cônes 
droits  indéfinis  de  même  angle  sont  semblables. 

Corollaire  2.  1°  Fin.  280.  Deux  rectangles  semblables 
ABCD,  abed,  tournant  autour  de  côtés  homologues  AB,  ab, 
décrivent  des  portions  semblables  de  cylindres  droits. 

2°  Fig.  281.  Deux  A rectangles  semblables  ABC,  A 6c, 
tournant  autour  de  côtés  homologues  \B,  A 6,  engendreront 
des  figures  semblables,  savoir  des  portions  de  cônes  droits. 

3°  Fig.  282.  Deux  trapèzes  semblables  ABCD,  abcd, 
ayant  en  A,  B,  a, b , des  angles  droits,  et  tournant  autour 
des  côtés  homologues  AB,  ab,  décriront  des  figures  sem- 
blables, qui  sont  encore  des  portions  de  cônes  droits. 

Corollaire  3.  1°  Deux  sphères  sont  semblables. 

2°  Les  figures  décrites  par  deux  secteurs  circulaires  sem- 
blables (fig.  283)  ODC,  Ode,  autour  de  rayons  homologues 
OA,  Oa,  sont  semblables. 

3°  Les  figures  décrites  par  deux  segments  de  cercles  sem- 
blables CEF,  cef,  tournunt  autour  de  rayons  homologues 
OA,  Oa,  sont  semblables. 

4°  Les  figures  décrites  par  deux  demi-segments  circu- 
laires semblables  ADH,  adli  ou  DCGH,  degh,  tournant  au- 
tour de  rayons  homologues  OA,  Oa,  sont  semblables. 

Corollaire  4.  Dans  deux  cônes  droits  semblables,  dans 
deux  cylindres  droits  semblables,  les  figures  interceptées 
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par  des  dièdres  égaux  ayant  pour  arêtes  les  axes,  sont  sem- 
blables, que  les  cônes  ou  les  cylindres  soient  indéfinis  ou 
non.  Dans  deux  sphères,  il  en  est  de  même  pour  des  dièdres 
égaux  dont  l'arête  passe  au  centre. 

2“  Dans  deux  sphères,  les  polygones  sphériques  intercep- 
tés par  des  angles  polyèdres  égaux  ou  symétriques,  ayant 
pour  sommets  les  centres,  sont  semblables,  de  même  que  les 
pyramides  sphériques. 

PROPOSITION  IX. 

I"  Deux  cylindres  droits  à axes  parallèles  ont  une  infinité  de  centres 
de  similitude , situés  sur  2 droites  parallèles  aux  axes  ; 2U  deux  cônes 
droits  semblables  à axes  parallèles  ont  pour  centre"  de  similitude  tout 
point  de  la  droite  gui  joint  les  sommets  ; 3®  deux  sphères  ont  toujours 
<teax  centres  de  similitude , savoir  : ceux  des  grands  cercles  situés  dans 
un  plan  quelconque  mené  par  les  deux  centres. 

I.a  vérité  de  cet  énoncé  est  facile  à reconnaître. 

démarqué.  Trois  sphères  inégales  et  ayant  leurs  3 centres  distincts  et 
non  en  ligne  droite,  ont  les  mêmes  centres  et  axes  de  similitude  que  leurs 
grands  cercles,  situés  dans  le  plan  des  centres. 

PROPOSITION  X. 

Théorème. 

Quatre  sphères  inégales  ont  leurs  12  centres  de  similitude  situés  4 à 4 
dans  8 plans  dont  aucun  ne  passe  par  les  rentres  de  3 des  sphères. 

Remarquons  que  les  axes  Je  similitude  des  sphères  prises  3 à 3 sont  au 
nombre  de  IC.  — Or,  prenez  les  4 rentres  pour  sommets  d’un  tétraèdre.  Ces 
16  axes  sont  dans  ces  4 plans,  4 axes  dans  chacun. — Nommons  1,  2,  3,  4 
les  centres  des  4 sphères  : leurs  centres  de  similitude  seront  désignés  par 
les  assemblages  de  deux  de  ces  chifTres  : ainsi  12  désignera  le  centre  de 
similitude  directe,  et  21  celui  de  similitude  indirecte  des  sphères  l cl  J. — 
Cela  posé,  toutes  les  fois  que  2 axes  se  coupent  sur  l'une  des  arêtes  du 
tétraèdre  des  centres,  ces  axes  sont  dans  un  même  plan.  Pour  reconnaître 
nos  plans,  il  suffit  de  faire  le  tableau  des  16  axes. 
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I 

U 

ht 
iV 
v 

VI 

VII 

viii 

IX 

X 

XI 

XII 

XIII 

XIV 

XV 

XVI 

1°  Le*  4 tues  de  similitude  directe  sont  dans  Un  plan  : car  I coupe  tt  ad 
point  II  ; III  cbüpe  1 à 1 3,  Il  â 14  ; et  enfin  IV  cotipe  chacun  fies  3 premiers. 
2-1,  VI,,  VIII,  XII  ' 

3°  II,  V,  X,  XIV 
4°  III,  VII,  IX,  XVI 
5-  IV,  XI,  XIII,  XV 
6°  V,  VI,  XV,  XVI 
7°  VII,  VIII.  XIII,  XIV 
8-  IX,  X , XI.  XII  ) 

Voilà  8 plans;  il  n'y  en  a p.s  plus.  Car  au  centre  de  similitude  il  s’as- 
semble 4 aies  qui,  2 à 2,  d terminent  (I  plans,  parmi  lesquels  2 plans  des 
centres:  reste  4;  ce  qui  lait  pour  les  lî  centres  de  similitude  48  plans.  Mais 
chacun  de  ces  plans  eu  iletiaul  4 aies  cl  6 centres  de  similitude  se  trouve  ré- 
pété 6 fois:  reste  8 plans,  car  eiemple,  au  point  1 2 s'assemblent  les  4 aies  I, 
II,  V,  VI.  Mais  les  aies  I,  V sont  dans  le  plan  des  3 centres  1,2,3;  les  aies 
II,  M dans  celui  des  centres  I,  2,  4 : reste  (i  plans,  parmi  lesquels  le  plan 
I,  11  contient  les  6 centres  de  similitude  12,  ld,  23,  14,  34  et  24.  Ce  plan  se 
présente  donc  à chacun  de  ces  sii  points.  De  même  des  autres.  Du  reste 
il  y aurait  quelques  remarques  sur  les  combinaisons  des  chiffres  1,  2,  3,  4, 
lesquels  déterminent  les  8 plans  l°-8°. 

IJ lie.  2.  Ces  8 plans  sont  les  8 plan»  de  similitude  : les  2 premiers,  dé 
similitude  directe,  les  3 suivants,  de  similitude  mixte,  les  trois  dernièrs,  de 
similitude  inverse. 
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Détermine  par  les  a centres  de  similitude. 


^directe 


Axes  de 
similitude^ 


i,  inverse  < 


12 

13 

?3 

12 

14 

24 

13 

14 

34 

23 

24 

34 

12 

31 

32 

12 

41 

42 

13 

21 

32 

13 

41 

43 

U 

21 

42 

14 

31 

43 

23 

21 

31 

23 

42 

43 

24 

21 

41 

24 

32 

43 

31 

31 

41 

34 

32 

42 
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PROPOSITION  kl. 

Théorème.  — Fig.  ‘284. 

4 . u . 

«Sï  à chaque  point  d’un  plan  on  suppose  le  sommet  d'un  cône  cir- 
conscrit à une  sphère , les  plans  des  cercles  de  contact  passeront  pur  un 
mime  point  situé  sur  le  diamètre  perpendiculaire  au  plan;  toute  droite 
menée  par  ce  point  sera  coupée  harmoniquement  par  le  plan  et  la  sphère, 
et  réciproquement. 

Soit  AB  le  plan,  O le  centre  de  la  sphère;  D le  sommet  d’un  cône,  EFG  le 
cercle  de  contact  de  ce  cône  et  de  la  sphère.  • 

be  O menez  sur  le  plan  une  perpendiculaire  OC,  joignez  son  pied  C au 
sommet  du  cône  par  la  droite  Cl).  I.e  plan  DCO  coupera  la  sphère  eh 
un  grand  cercle,  le  cône  eu  deux  arêtes,  DE,  DG  tangentes  à ce  grand 
cercle,  et  le  plan  du  cercle  de  contact  en  un  diamètre  GE  servant  de 
sécante  de  contact  à ces  tangentes.  Or,  il  a été  prouvé  (I.  3)  que,  si  OH 

, . — * 

est  lé  rayon  de  la  sphère,  OIxOC=OH.  Ainsi, quel  que  soit  le  point  D dans 

le  plan  AB,  le  plan  EFG  coupera  toujours  la  droite  OC  ou  même  point  I. 

Si  l'on  tire  DI,  celle  droite  coupe  le  grand  cercle  eu  1 points  L,  K;  et 
comme  I est  le  pôle  de  CD  par  rapport  à ce  cercle,  les  4 points  D,  L,  I,  R 
sont  harmoniques 

Réciproquement,  si  le  plan  GFE  tourne  autour  du  point  I,  le  sommet  D 
du  cône  décrira  h-  plan  AB. 

DSr.  5 Ce  point  i SUppélle  le  pile  du  plan  AB,  lequel  est  dit  plan 
polaire. 

Remarque  t.  I.è  plan  GFÉ  est  perpendiculaire  à la  droite  DO,  et  par 
suite  au  plan  UCO,  et  si  le  point  D se  meut  sur  une  droite  CD.  te  plan 
GFfi  ne  cessera  pas  d'être  perpendiculaire  au  plan  CDO,  et  passera  ainsi 
constamment  par  une  droite  menée  en  I perpendiculairement  au  plan  CDO. 
Cette  droite  c-t  la  corde  de  contart  de-  plans  tangents  menée  par  CD,  si 
pourtant  CD  ne  coupe  pas  la  sphère  (I.  0). 

Déf.  t.  Ces  deux  droites  sont  dites  polaires  l'une  de  l’autre,  et  l’on  peut 
démontrer  que  si  en  un  polut  quelconque  de  la  seconde  prolongée  on 
place  le  sommet  d’un  cône  tangent,  le  pian  du  cercle  de  contact  passera 
par  la  première  CD. 

Remarque  2.  Si  par  le  point  I on  mène  un  plan  perpendiculaire  à Ol,  ce 

—s 

plan  aura  pour  pôle  le  point  C,  a cause  de  la  rtdalion  OixOC— OH,  la- 
quelle montre  que  le  rayon  est  moyen  proportionnel  entre  les  distances 
qui  séparent  le  centre,  du  pôle  et  du  plan  polaire. 
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PROPOSITION  XII. 

Théorème.  — Fig.  285. 

Le  plan  polaire  d’un  point  d'un  plan  passe  par  le  pôle  (le  ce  plan,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  si  des  points  sont  dans  un  plan,  leurs  plans  po- 
laires concourent  au  pôle  de  ce  plan. 

Soit  un  point  A d'un  plan  AU;  joignez- le  au  centre  O,  et  soit  OH  le  rayon 
— • 

OH 

de  la  sphère; prenez Ol  égala  — , le  point  I appartiendra  au  plan  polaire, 

et  ce  plan  sera  perpendiculaire  à Ol  : je  dis  qu’il  passe  par  le  pôle  de  AB. 
Pour  le  prouver , menez  la  droilc  OC  perpendiculaire  au  plan  AB  ; soit  C 
son  pied , K le  point  où  elle  est  coupée  par  le  plan  polaire.  Tirez  AC  qui 
sera  perpendiculaire  à OC,  comme  Kl  l’est  à Ol , vu  que  le  plan  polaire 
l’est.  I.es  a semblables  AOC,  IOK  donnent  OI:OC::OK:OA  ; 

—a 

d’où  01.  OA=-OC.  OR  et  par  suite  — OH. 

Donc  K est  le  pôle  du  plan  AC.  — On  prouvera  de  même  que  le  plan  po- 
laire de  tout  autre  point  de  AB  pusse  en  K. 

Corollaire.  Si  des  points  sont  sur  une  droite,  leurs  plans  polaires  se  cou- 
pent sur  la  polaire  de  cette  droite.  — Car  les  plans  polaires  de  tous  les 
points  de  AC  passent  eu  K et  sont  perpendiculaires  au  plan  ACO,  vu  que 
celui  de  A est  perpendiculaire  à AO.  Donc  ils  se  coupent  en  uuc  droite  me- 
née par  K,  perpendiculairement  au  plan  AOC,  laquelle  est  la  polaire  de  AC. 
De  même  les  plans  polaires  des  points  de  IK  passeront  en  A,  seront  per- 
pendiculaires au  plan  IKO,  et  se  couperont  en  une  droite  menée  par  A 
perpendiculairement  à ce  plan,  laquelle  sera  la  polaire  de  IR. 

Remarque.  Si  donc  on  a une  ligure  quelconque,  composée  de  plans,  de 
droites,  de  points,  qu'on  cherche  par  rapport  ù une  sphère  les  pôles  de  ces 
plans,  les  polaires  des  droites,  les  plans  polaires  des  points,  on  aura  deux 
ligures  corrélatives  en  ce  sens,  que  pour  chaque  système  de  plans  qui  con- 
courent en  un  point,  dans  l’une  des  Qgures,  il  y aura  dans  l’autre  autant  de 
points  situés  dans  un  plan,  cl  réciproquement  pour  chaque  système  de 
plans  se  coupant  sur  une  ligne  droite,  dans  l’une  des  figures,  on  aura  dans 
l'autre  un  système  de  points  situés  sur  une  droite.  — Ces  deux  figures 
sont  aussi  appelées  réciproques,  cl  on  peut ‘leur  appliquer  les  considéra- 
tions exposées  I.  3,  appendice. 

PROPOSITION  XIII. 

Théorème. 

AT  deux  cercles  et  leur  disomologue  tournent  autour  de  la  ligne  des 
centres,  le  plan  décrit  par  la  disomologue  sera  le  lieu  des  points  d’où 
l’on  peut  mener  aux  deux  sphères  des  tangentes  toutes  égales.  u 
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Car  si  en  un  point  de  ce  plan,  que  nous  nommerons  plan  disomologue, 
on  imagine  le  sommet  comnftm  de  deux  cônes  circonscrits  aux  sphères,  les 
arêtes  de  chaque  cône,  prise»  du  sommet  à la  sphère  correspondante , sont 
égales  ; le  plan  des  axes  de  ces  cônes  coupe  les  sphères  suivant  de  grands 
cercles,  le  plan  disninologue  suivant  leur  disomologue.  Donc  les  tangentes 
menées  de  ce  point  à ces  grands  cercles  sont  égales.  — Donc,  etc. 

Déf.  &.  Les  -plans  disomologucs  de  3 sphères  se  coupent  en  une  droite 
perpendiculaire  au  plan  des  centres,  menée  par  l’intersection  des  disomo- 
logues  des  grands  cercles  situés  dans  ce  plan,  et  nommée  axe  disomologue. 

PROPOSITION  XIV. 

Théorème. 

* 

% Les  six  plans  disomologues  de  4 sphires  prises  2 d 2 se  coupent  en  un 
point. 

Car  les  plans ^Jisomologues  des  3 premières  se  coupent  en  une  droite;  le 
plan  disomologue  de  l’une  des  3 premières -et  de  la  4*  coupera  cette  droite 
en  un  point  qui  sera,  ou  hors  de  chacune  des  4 sphères,  ou  dans  chacune, 
ou  sur  la  surface  de  chacune.  En  effet,  si  ce  point  est  hors  d'une  sphère, 
on  pourra,  de  ce  point,  mener  des  tangentes  a cette  sphère,  et  par  consé- 
quent à toutes.  Donc  il  est  hors  de  chacune.  Dans  ce  cas,  on  pourra  de 
ce  point  mener  aux  4 sphères  des  tangentes  égales.  Far  fuite,  il  appar- 
tient à tous  les  G plans  disomologues  et  aux  4 axes  disomologues. 

Dans  le  second  cas,  les  sphères  se  coupent  2 à 2 suivant  des  cercles;  3 à 3 
en  2 points.  — Nommons  S,  S',  S',  S"  les  4 sphères. 

* Les  3 sphères  S,  S',  S’ se  coupent  en  deux  points  : je  nomme  D”  la  droite 
qui  les  joint;  elle  est  dans  le  plan  du  cercle  commun  à S,  S'  (cercltfss')  ; 
les  sphères  S,  S',  S"  déterminent  de  même  une  droite  D'  située  dans  SS' ; 
D”  et  D' se  coupent  en  un  point  situé  dans  les  plans  SS',.SS',  SS”,  S'S',  S’S": 
je  dis  qu’il  est  aussi  sur  S'S";  car  D"  est  à l’intersection  de  SS',  SS', 
S'S'  ; W à celle  de  SS',  SS",  S'S".  D’ailleurs,  S'S",  S'S'  passant  par  ce  point, 
leur  intersection  y passe  ; mais  S'S"  contient  cette  intersection  qui  s’ap- 
pelle D.  Donc  S'S"  passe  par  ce  point. 

Les  plans  SS',  SS"  -,  S'S"  se  coupent  en  une  4'  droite  D'  qui  y passe  aussi. 
Ce  point  peut  être  appelé  pôle  disomologue, 

PROPOSITION  XV. 

Théorème.  — Fig.  286. 

Si  2 sphires  C,  C'  sont  touchées  par  une  3»  de  la  mime  manière  en  D,  D', 
le  plan  disomologue  des  2 premières  est,  par  rapport  au  point  de  contact 
delà  1*'  avec  la  3*,  t’homologue  du  plan  polaire  de  leur  centre  de  similitude 
directe,  plan  pris  par  rapport  à la  1".  — De  mime  pour  la  seconde.  — 

16 
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Si  les  sphères  sont  touchées  de  différentes  manières,  c'est  le  centre  de  si- 
militude inverse  qu’il  faut  prendre. 

Nous  ne  représenterons  que  ce  qui  se  pass^  dans  le  plan  des  3 centres. 

1°  Les  plans  tangents  en  P,  1)'  se  coupent  en  une  droite  G qui  est  l’axe 
disorpologue  des  3 sphères;  ainsi  le  plan  GH  perpendiculaire  à CC'  est  le 
plan  disomologue  de  £,  G'. 

2°  Les  plans  tangents  en  B,  U se  coupent  en  une  droile.F,  et  le  plan  FI 
mené  par  F perpendiculairement  à CC' est  le  plan  polaire  de  S par  rapport  à C. 

3°  Or  les  points  p,  U'  sont  homologues  par  rapporté  1);  les  plans  L)‘G,  FE 
le  sont  donc;  par  suite  les  droites  G,  F le  sont,  ainsi  que  les  plans  GH,  FL 

PROPOSITION  XVI. 

Théorème. — Fig.  166.  • 

Si  3 sphères  sont  touchées  par  une  h’  de  la  même  manière,  la  polaire  * 
de  l’qxe  de  similitude  directe  des  3 premières,  polaire  prise  par  rapport  cl 
la  1"  sphère,  est  homologue  de  leur  axe  disomologue  par^apport  au  point 
de  contact  de  la  1"  avec  la  4'. 

Soient  O,  O'.  O'  les  3 premières;  X la  4',  — E son  point  de  contact  avec 
O : le  plan  des  3 points  de  contact  passe  par  l’axe  de  similitude  des  3 6phéres. 
— Axe  SS'S'.  — Le  plan  polaire  de  S' dans  O et  le  plan  disomologue  de  O,  p' 
sont  homologues  par  rapport  à B;  le  plan  polaire  de  S' dans  O elle  plan  diso- 
mologue de  O,  O'  sont  homologues  par  rapport  à B.  Donc  l’intersection  des 
plans  polaires,  c’est-à-dire  la  polaire  de  SSV  est.  par  rapport  à E,  homolo- 
gue de  l’intersection  des  plans  disomologues,  axe  disomologue  de  0,0',  O'. 

Remarque.  Si  4 sphères  O,  O’,  O’,  O"  sont  touchées  de  la  même  manière 
par*,  le  pèle  du  plan  de  similitude  directe  dans  0 et  le  pèle  disomologue 
sqnl  homologues  par  rapport  au  point  de  contact  de  X et  O. 

En  effet  la  polaire  du  SSV  est,  par  rapport  à B,  homologue  de  l’axe  di- 
somologue de  O,  O’,  O’.  La  polaire  de  SS’S"  est,  par  rapport  à E,  homologue 
de  l’axe  disomologue  de  O,  O’,  O".  Donc  le  point  d’intersection  da  ces  po- 
laires, pôle  du  plan  hS'S’S",  est  homologue  du  pôle  disomologue  de 
O,  0’,  O’,  O". 

Ainsi  : prenez  les  32  pôles  des  8 plans  de  similitude)  joignez-les  au  pôle 
disomologue;  chacune  des  32  droites  ainsi  obtenues  coupe  la  sphère  cor- 
respondante en  2 points  : total  64  points,  qui  seront  les  points  de  contact  de 
16  sphères  tangentes  aux  | sphères  données. 

Savoir  : 1 touchée  par  les  4 ; 

1 enveloppant  les  4; 

4 dont  chacune  en  enveloppe  I,  en  touche  3; 

* “ 3,  - l; 

6 — - 2.-2. 

16 
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LES  FIGURES  DANS  L’ESPACE. 

GRANDEUR  RELATIVE  DES  AIRES  ET  DES»VOLUMES 

COMPARÉS  PAR  L'INTERMÉDIAIRE  DE  LA  LONGUEUR, 


Aire»  de»  polyèdre*  comparée s au  carré , pr.  I — 2. 

Aires  des  surfaces  courbes  comparées  au  carré , pr.  5 — 9. 
jjiret  des  figures  semblables  comparées,  pr.  10 — 11. 
Volumes  des  polyèdres  comparés  au  cube,  pr.  12 — 18. 
Volumes  des  corps  ronds  comparés  au  cube,  pr.  19 — 28. 
Volumes  des  figures  semblables  comparés,  pr.  29. 


S 1.  AIRES. 

PROPOSITION  I. 

• t 

Théorème.  — Fig.  238. 

Im  surface  latérale  d'  ,n  prisme  est  égale  à l'arête  AA'. 
multipliée  par  le  contour  d’une  section  droite  KLM  NO. 

Car  cette  surface  se  compose  d’une  série  de  £7  AB', 
BC\  CD’,  etc.,  dont  chacun  a pour  mesure  le  produit  de 
la  base  par  la  hauteur.  Mais  le  plan  KLMNO  étant  perpen- 
diculaire aux  arêtes  AA',  BB',  etc.,  il  s’ensuit  que  ces 
arêtes  sont  perpendiculaires  aux  droites  KL,  LM,  etc.,  si- 
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tuées  dansce  plan  (1.5).  Donc,  si  l’on  prend  AA',  BB',  etc.,  ' 
pour  bases  de  ces  EJ,  les  hauteurs  seront  KL,  LM,  MN,  etc. 
Ainsi  la  surface  AB'  a pour  mesure 

AA'XKL, 

de  même,  la  surface  BC  a pour  mesure 
BB'  X LM  ou  AA'  X LM, 

et  ainsi  des^autres.  Donc  la  somme  de  ces  EJ  a pour  me- 
sure AA'X  (KL-t-LM+etc.),  c’est-à-dire  l’arête  AA'  mul- 
tipliée paj  le  contour  de  la  section  KLMNO  perpendiculaire 
aux  arêtes. 

Corollaire.  Si  le  prisme  est  droit,,  la  section  KLMNO  est 
égale  à la  base,  et  la  surface  convexe  du  prisme  est  égale  à 
son  arête  ou  à sa  hauteur,  multipliée  par  Je  périmètre  de 
la  base. 

Déf.  1.  — Fio.  287.  Une  pyramide  est  dite  régulière,  si 
la  base  ABCDEF  est  un  polygone  régulier,  et  que  la  hau- 
teur SO  passe  au  centre  0 de  cette  base.  La  surface  latérale 
d’uné  pareille  pyramide  se  compose  de  A isocèles  égaux, 
SAB,*SBC,  etc.  Car  les  rayons  du  polygone,  AO,  BO,  etc., 
étant  égaux,  les  arêtes  AS,  BS,  etc.,  sont  égales  comme 
obliques  qui  s’écartent  également  de  la  perpendiculaire. 
Denc  ces  A sont  équilatéraux  entre  eux  et  d’ailleurs  iso- 
cèles. La  hauteur  SG  de  l’un  de  ces  A,  ligne  qui  a la  même 
longueur  pour  tous , se  nomme  l 'apothème  de  la  pyra- 
mide. * 


PROPOSITION  II.  . 

Théorème.  — Fig.  287. 

La  surface  d’une  pyramide  régulière  esl  égale  au  péri- 
mètre de  la  base  multipliée  par  la  moitié  de  l’apothème  SG . 

Car  l’aire  du  A SAB  est  égale  à AB  X ^ SG;  il  en 
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est  de  même  des  autres  A SBC,  SCD,  etc.  Donc  la  somme 

de  ces  A est  égale  à (AB  + BC  FA)  X - SG. 

« 

Dèf.  2.  Dans  le  reste  de  ce  livre,  les  dénominations  cy- 
lindre circulaire,  cône  circulaire,  signifient  respectivement 
portion  de  cylindre  circulaire  comprise  entre  deux  sections 
circulaires,  portion  de  cône  circulaire,  termiaéepar  le  som- 
met et  une  section  circulaire.  S’il  s’agit  de  cylindre  droit  ou 
de  cône  droit,  ces  sections  seront  perpendiculaires  à l’axe. 

m 

PROPOSITION  ni. 

Théorème. 

La  surface  convexe  du  cylindre  droit  est  égale  à la  circon- 
férence de  la  base  multipliée  par  la  hauteur. 

Le  cylindre  droit  peut,  quant  à sa  surface',  être  regardé 
comme  un  prisme  droit  à faces  infiniment  petites,  ayant 
pour  base  celle  du  cylindre.  En  effet,  soient  deux  priynes 
réguliers,  l’un  inscrit  au  cylindre,  l’autre  circonscrit,  ayant 
des  bases  semblables  et  infinitésimales  : la  différence  des 
surfaces  convexes  de  ces  prismes  est  égale  à la  hauteur 
multipliée  parla  différence  des  contours  des  bases,  laquelle 
est  infiniment  petite,  de  sorte  que  la  différence  des  surfa- 
ces convexes  l’est  aussi.  Nommons  p la  surface  convexe  du 
prisme  inscrit,  P celle  du  prisme  circonscrit,  C celle  du 
cylindre,  d la  différence  des  aires  des  bases  du  prisme  in- 
scrit et  du  cylindre,  D la  différerce  des  aires  des  bases  du 
cylindre  et  du  prisme  circonscrit.  On  aura 

p<C-t-d,  C<P-+-D 
ou  C ^>p — d.,  C<P-H). 

N 

Or  d,  I)  sont  infiniment  petits  (I.  4),  de  même  que  la 
différence  entre  Pctp  ; donc  p — detP+D  différent  infini- 
ment peu  l’un  de  l’autre  et  de  C ; donc,  dans  toute  relation 
entière  où  l’on  supprime  les  infiniment  petits,  P ou  p peut 
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être  remplacé  par  C.  Mais  p = contour  de  la  base  X par  ta 
hauteur;  donc  C = cire,  de  la  base  X par  la  hauteur  : .• 
de  sorte  que  si  r est  le  rayon  de  la  base,  h la  hauteur, 

On  a # 

C=2rrr/t. 

Déf.  3.  L e*fuseau  cylindrique  est  la  partie  de  la  surface, 
terminée  à deüx  arêtes.  Il  a pour  mesure  l’arc  qui  lui  sert 

de  bdsë  multiplié  par  la  hauteur. 

■**» 

PROPOSITION  IV. 

Théorème.  — Fig.  288. 

La  surface  convexe  du  cône  droit  est  égale  à la  circonfé- 
rence de  la  base  multipliée  par  la  moitié  de  l'arête. 

Le  cône  peut,  quant  à sa  surface,  être  regardé  comme 
un^pyramide  régulière,  à faces  infiniment  petites.  En  effet, 
soient  BC,  BC’  des  côtés  de  polygones  réguliers  infinitési- 
maux, semblables  etscmblablementplacésparrapport  au  cen- 
tre O de  la  base  du  cône,  l’un  de  ces  polygones  étant  inscrit, 
l’autre  circonscrit  à cette  base;  soient  01,  01'  leurs  apothè- 
mes, A le  sommet  du  cône,  AI,  AI'  seront  les  apot  hèmes  des 
pyramides  régulières  ayant  ces  polygones  pour  bases,  et  A 
pour  sommet  commun.  Or,  la  différence  entre  AI'  et  AI  est 
moindre  que  II';  elle  est  donc  infiniment  petite;  la  différence 
des  contours  des  polygones  l’est  aussi;  par  suite,  il  en  est 
de  même  de  la  différence  des  surfaces  latérales  des  pyra- 
mides. — Cela  posé , soient  C,  P,  p les  surfaces  latérales 
respectives  du  cône,  de  la  pyramide"  circonscrite,  et  de  la 
pyramide  inscrite , nommons  d la  différence  des  aires  des 
bases  de  C etp,  D la  différence  des  aires  des  bases  de  C et  P. 

On  aura  : 

p<C+d  C<P+D, 
d ou  C^>p—d  C<P+D, 


» 
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d’oii  l’on  conclura  eiftore  mie  fc  .diffère  infiniment  peu  de  P 
et  p.  for,  fa  surface  latérale  de  In  pyramide  circonscrite  — 

-AI’  X contour  de  la  base . Donc,  passant  aux  finies  âliso- 
A 

lues, 

C=  — Àr  X circonférence  OB. 

Z 

Si  a est  l’arête  Al’,  r le  rayon  OB,  on  aiira  C=  aX 
2nr=nra. 


Déf.  4.  Le  fuseau  conique  est  sur  le  cône  In  partie  de 
la  siiHace  latérale  comprise  entre  deux  arêtes.  Il  ri  pour 
mesure  l’arc  qui  lui  sert  de  base  multiplié  par  la  moitié  dë 
l'arête. 

Déf.  5.  — ■ Fig.  282.  Le  tronc  de  cône  est  une  portion 
de  cône  comprise  esfre  deux  sections  circulaires  parallèles 
nommées  bases.  La  hauteur  du  tronc  est  la  distance  de  ces 
bases.  Dans  le  tronc  de  cône  droit,  la  partie  CD;  qne  les 
plrilis  des  bases  interceptent  par  l’a  tête,  est  le  côté  ou  l’arétb 
du  tronc. 


PROPOSITION  V. 


Théobéme?  — Fig.  289. 

i • * • •-  • 

La  surface  convexe  du  tronc  de  cône  droit  est  égale  à son 
arête  multipliée  par  la  demi-somme  des  circonférences  des 
bases,  ou,  multipliée  par  la  circonférence  de  la  section  faite 
à égales  distances  des  bases. 

Soit  a&BA  le  tronc  de  cône,  C c les  cëntfes  de$  bases,  D 
le  sommet  du  cône  total.  A ce  cône,  circonscrivez  une  pyra- 
mide régulière  à base  infinitésimale  ; soit  DEF  une  de  ses 
faces,  DG  son  apothème,  qui  est  Une  arête  dii  cône.  Le  plan 
akb  déterminera  avec  le  plan  AKB  üri  iront;  dë  pyramtdl, 
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dont  nous  supposons  que  EF  fe  soit  UQp  face,  et  G g l’apo- 
thème. Il  est  prouvé  que  les  surfaces  latérales  des  pyramides 
D ef...  diffèrent  infiniment  peu  de  celles  des  cônes 


DEF. 


inscrits  (p.  4)  : donc  la  surface  latérale  du  tronc  de  pyra- 
mide, différence  des  pyramides,  diffère  infiniment  peu  de 
celle  du  tronc  de  cône,  différence  des  cônes.  Or  trapèze 
, EF  ef 

EF/e  = — - — . Gg;  donc  surf,  tronc  de  pyr.  = G g X 


( Contour  EF.. .-4-  contour  ef...) 
2 

(Cire.  AC-4-ci'rc.  ac) 


et  surf,  tronc  de  cône  =GgX 


Et  si  a'k'b'  est  une  section  faite  dans  le  tronc  de  cône  à 
égale  distance  des  bases,  ef...  la  section  correspondante  du 
tronc  de  pyramide,  on  a 


Surf,  tronc  de  pyr.  =Gg  X contour  e'fK. . 
et  surf,  tronc  de  cône=GgXciit.  ac. 

Remarque.  Dans  un  cône  droit,  la  section  faite  à égale 
distance  entre  le  sommet  et  la  base  a pour  rayon  la  moitié 
de  celui  de  la  base  ; la  circonférence  est  donc  aussi  la  moitié 
de  celle  de  la  base,  et  le  cône  entier  a aussi  pour  mesure 
de  sa  surface  convexe  son  côté  multiplié  par  la  circonférence 
de  cette  section. 

Remarque.  1°  Soit  (fig.  290)  un  cylindre  droit  ABDC  ; sur 
l’arête  AC,  et  sur  une  droit#  AE  perpendiculaire  à AC  et  égale 
à la  circonférence  de  la  base,  construisez  le  rectangle  AEFC; 
son  aire  sera  égale  à la  surface  convexe  du  cylindre;  si  l’on 
place  les  circonférences  des  bases  de  façon  que  leurs  plans 
soient  perpendiculaires  au  plan  AF,  l’une  touchant  AE  en  A, 
l’autre  CF  en  C,  on  pourra  faire  rouler  ces  circonférences, 
l’une  sur  AE,  l’autre  sur  CF,  et  le  cylindre  roulera  sur  le  plan 
EF,  de  façon  que  sa  surface  s’applique  successivement  sur 
celle  de  ce  rectangle.  Réciproquement  on  pourra  envelopper 
le  rectangle  sur  le  cylindre. 


4* 
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2°  Soit  (fig.  291)  un  cône  droit  ABCD  ; du  point  A 
comme  centre,  et  du  rayon  AB  décrivez  un  arc  BE  égal 
en  longueur  à la  circonférence  CB,  et  tirez  AE  ; la  sur- 
face du  secteur  ABE  sera  égale  à celle  du  cône,  et  si  l’on 
fait  rouler  le  cône  sur  le  plan,  de  façon  que  le  point  A reste 
fixe,  la  circonférence  BC  se  développera  sur  l’arc  BE,  et  le 
cône  sur  le  secteur  ABE. 

Si,  au  lieu  du  cylindre,  on  prend  un  prisme  infinitésimal 
inscrit,  et,  au  lieu  du  cône,  une  pyramide  infinitésimale  in- 
scrite, on  pourra  rendre  sensible  d’une  autre  manière  cette 
propriété,  qui  consiste  en  ce  qu’une  portion  de  plan  peut 
être  pliée  sur  la  surface,  ou  réciproquement.  Ces  sortes  de 
surfaces  courbes  se  nomment  surfaces  développables. 

'PROPOSITION  VI. 

Théorème.  — Fie..  292. 

La  surface  décrite  par  une  ligne  brisée  régulière  tournant 
autour  d'un  diamètre  extérieur,  a pour  mesure  sa  projec- 
tion sur  ce  diamètre , multipliée  par  la  circonférence  du  cer- 
cle inscrit. 

Soit  ABCD  la  ligne  brisée  régulière,  IL  le  diamètre  ou 
axe,  O le  centre  ; projetez  les  points  A,  B,  C,  D sur  l’axe  en 
E,  F,  O,  H;  la  surface  décrite  par  AR  tournant  autour  de 
EF,  est  celle  d’un  tronc  de  cône  droit,  dont  AB  serait  l’a- 
rête, AE,  BF. les  rayons  des  bases.  Si  donc  du  point  K,  mi- 
lieu de  AB,  on  mène  KM  perpendiculaire  à IL,  cette  surface 
a pour  mesure  2t;KM.AB  (p.  5).  Tirez  KO  qui  sera  perpendi- 
culaire à AB,  et  projetez  A sur»BF,en  P;  les  A A BP,  KMO 
seront  semblables  comme  ayant  les  côtés  respectivement 
perpendiculaires,  savoir  : AP  à MK,  AB  à KO,  BP  à MO. 
Donc  on  a (I.  3,  p.  13) 

ko:km-.:ab:ap  ou  ef, 

de  là  KO.EF=KM.AB 

et 

2ît.KO.EF=2jr.KM.  \B=Surf.  décrite  par  AB...  ou  surf.  AB. 


• . 
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De  même  surf.  BC=2ttK0.F0;  surf.  CD=2tt.k0x  (ÎH. 
Donc  surf.  ABCD=2rcKO.EH. 

Or  EH  est  la  projection  du  contour  ABCD;  27rKO  est  la 
circonférence  du  cercle  inscrit;  donc,  etc. 

Il  est  supposé  que  le  contour  ABCD  n’est  pas  coupé  par 
l’axe  prolongé;  cependant  la  même  propriété  subsiste  si  un 
des  côtés  AI  se  termine  sur  l’axe  : ainsi  surf.  IABCD  = 
2ttK0.IH, 

Il  en  serait  de  même  si  le  dernier  côté  se  terminait  aussi 
sur  l’axe. 

Déf.  6.  — Fig.  293.  On  appelle  zone  sphérique  {a  sur- 
face décrite  par  un  arc  pris  sur  une  demi-circonférence 
AB,  tournant  autour  de  son  diamètre  CF.  La  projection  liE 
de  l’arc  AB  sur  le  diamètre  ou  axe,  se  nomme  la  hauteur 
de  la  zone.  Les  cercles  décrits  par  AD,  BE  sont  les  bases  de 
la  zone.  L’arc  AC,  t ci  limant  autour  de  CE  décrit  une  zone 
à une  base  ou  calotte,  dont  la  hauteur  est  DC. 

PROPOSITION  VII. 

Théorème.  — Fie.  294. 

L’aire  de  la  zone  sphérique  est  égale  à sa  hauteur  multi- 
pliée par  la  circonférence  d’un  grand  cercle,  et  la  surface  de 
la  sphère  est  égale  au  diamètre  multiplié  par  la  circonférence 
d’un  grand  cercle. 

Soit  la  zone  décrite  par  l’arc  AB  tournant  autour  du  dia- 
mètre IK,  O étant  le  centre  de  la  sphère.  Inscrivez  à cet 
arc  une  ligne  brisée  régulière  infinitésimale  ACDB,  cir- 
conscrivez une  ligne  A'C'D'B  , semblable  et  semblablement 
placée  par  rapport  à O.  La  zone  est  comprise  entre  les  sur- 
faces décrites  par  les  polygones  ACDB,  AA'C'D'B'B';  cettè 
dernière  comprend  les  deux  troncs  de  cônes  infiniment  pe- 
tits décrits  par  AA',  BB',  et  la  surface  décrite  par  A'C'D'B'. 
Or,  soient  a'b',  ab  les  projections  de  A'C'D'B',  ACDB  siir 
l’axe  IK , OF  l’apothème  du  dernier  de  ces  polygones.  On  a 
surf.  A'C'D'B' =2 7v OBXa'6',  surf.  ACDB  = 27tOFXa&. 
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Mais  la  différence  ehtré  OB  et  OF  est  infiniment  petite; 
la  différence  entre  a'b'  ët  ab  , moindre  que  2BB',  est  aussi 
infiniment  petite.  Donc,  il  en  est  de  même  de  la  différence 
des  deux  surfaces  qui  comprennent  la  zone. 

Cela  posé,  on  a surface  A'C'D'B =2t:OB Xa b'; 
supprimant  les  infiniment  petits, 

zone  AB=2t;OB  Xab. 

S’il  s’agit  de  la  demi-circonférence , la  zone  devient  la 
sphère  , et  sa  mesure. 

=2t:OBX  diamètre. 

= Circonférence  OBX  diamètre. 

Remarque.  Cette  expression  est  égale  à 2t:ÜBx20B  ou 
à 7r.(2.  OB)’. 

Soit  d le  diamètre  , r le  rajou  ; cette  expression  devient 
à volonté  7kT  ou  n.kr'—kizr*,  ce  qui  est  le  quadruple  de 
l’aire  du  grand  cercle  : car  celte  dernière  aire  est  nr% 
(1.  P-  7). 

Déf.  7.  On  appelle  fuseau  sphérique  (fig.  295)  la  partie 
de  la  surface  de  la  sphère  comprise  entre  deux  demi- 
grands  cercles  ACB,  ADB,  terminés  à un  diamètre  commun, 
et  nommés  les  faces  du  fuseau;  le  dièdre  des  faces  est  appelé 
Vantjle  du  fuseau.  Si  l’on  mène  un  grand  cercle  CDF  per- 
pendiculaire au  diamètre  AB,  l’arc  Cl)  compris  entre  les 
faces  du  fuseau  a même  mesure  que  le  dièdre  en  question  ; 
on  l’appelle  l’arc  du  fuseau.  • 

PROPOSITION  VIII. 

Théorème.  — Fig.  295. 

L’aire  du  fuseau  sphérique  est  égale  à son  arc  multiplié 
par  le  diamètre. 

Il  est  évident  que  sur  une  même  sphère  deux  fuseaux  de 
même  arc,  et  par  conséquent  de  même  angle,  sont  super- 
posables. Que  si  l’arc  CD  est  à la  circonférence  CDFF,  par 


2.VÎ  GÉOMÉTRIE. 

exemple  ; ’.  2]  13,  c’est  que  l’arc  CD  peut  être  divisé  en  deux 
parties  égales,  et  la  circonférence  en  contient  treize  ; à ces 
différents  arcs  répondront  des  fuseaux  partiels,  égaux  ; le 
fuseau  BCADlî  en  contiendra  deux,  et  la  sphère  treize; 

donc  le  fuseau  est  à la  sphère  : ; 2;  13  ; donc  fuseau  ——  X 

1 3 

y 2 2 
sphère  = AB X- cire.  OC;  or  arc  CD  = — cire.  OC.  Donc 
« 13 

fuseau  =ABXCD. 

Si  l’arc  n’est  pascommensurable  avec  circonférence  OC, 
le  même  résultat  a encore  lieu. 


Remarque.  Soit  A l’angle  du  fuseau,  D l’angle  droit , r 
le  rayon  de  la  sphère  : on  aura  CD  : cire.  OC:;A;4D  ou 


CD  — 


2jrrA. 

4D 


Fuseau  —2  rX 


2irrA 

4L) 


TTfW 

ïT' 


Si  I on  prend  pour  unité  de  surface  le  ^ trirectangle  qui 
équivaut  nu  huitième  de  la  sphère  , et  dont  la  mesure  est 
. . 1 1 

ainsi  - Airr*  ou  -irr*  ; si  de  plus  on  prend  pour  unité  d’an- 

gle  l’angle  droit,  la  mesure  du  fuseau  sera  double  de  celle 
de  son  angle;  car  de  la  valeur  du  fuseau  on  tire 

i 

* fuseau  : irr3;:A;D, 

ou  fuseau  : - nr  * : *.  2A  ; ü . 

2 


Or,  dans  notre  hypothèse,  le  premier  rapport  est  la 
mesure  du  fuseau  ; le  second  est  le  double  de  la  mesure  de 
son  angle  ; donc,  nommant  F l’aire  du  fuseau.  A’  la  mesure 

\ 

de  son  angle,  c’est-à-dire  —,  on  a F=2A\ 


a 
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PROPOSITION  IX. 


Théorème.  — Fig.  296. 


Si  ion  prend  pour  unité  de  surface  le  ^ trirectangle  , et 
pour  unité  d’angle  l'angle  droit , l’aire  d’un  polygone  sphé- 
rique est  égale  à la  demi-somme  de  ses  angles  moins  deux 
angles  droits  répétés  autant  de  fois  qu’il  y a de  côtés  moins 


deux;  et  celle  expression  multipliée  par  -irr*,  aire  du 

8 


trirectangle , donnera  celle  du  polygone  rapportée  au  carré  de 
l'unité  linéaire. 


1°  Soit  un  <9*  convexe  ABC  ; prolongez  l’arc  AB  pour 
achever  la  circonférence  ABEF  ; tirez  des  diamètres  par  A, 
B,  C,  et  prolongez  les  arcs  BC,  AC  chacun  d’une  demi-cir- 
conférence jusqu’en  G.  Les  v ABC,  BCE  forment  ensemble 
le  fuseau  ABEC,  dont  je  nomme  A l’angle  rapporté  à l’angle 
droit.  Donc  ABC+BCE=2A.  De  même  les  ABC,  ACF, 
forment  le  fuseau  BAFC,  dont  l’angle  est  ABC  ou  B , de 
sorte  que  ABC4-ACF=2B.  Les  <v*ABC,  EGF  sont  symé- 
triques, et  par  suite  équivalents;  or,  EGF+FCE=fuseau 
GFCE  dont  l'angle  est  égal  à l’angle  C du  ABC  ; par  suite, 
ABC-f-FCE=2C.  Ajoutant  ces  trois  égalités,  on  a les 
BCE-PACF+FCE4-  trois  fois  ABC , valant  en  somme  2A+ 
2B4-2C  ; or,  ces  v font  ensemble  la  demi-sphère  4-2ABC , 
et  comme  l’hémisphère  vaut  quatre  trirectangles,  c’est- 
à-dire  quatre  unités,  on  a : 

4-f  2ABC=2A-t-2B+2C , 
d’où  ABC=A-f-B-|-C — 2. 

2°  Le  sphérique  non  convexe  ACBEF  vaut  la  demi- 
sphère  moins  ABC , 

ou  4 — (A  -I-  B + C — 2 ) = 6 — A — B — C= ( 2 — A)  -f- 

(2  — B)  -4-  (4 — C) — 2 

Or,  2 — A,  2 — B sont  dans  ce  les  angles  en  A et  B; 
4 — C est  l’angle  en  C.  Donc,  etc. 
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3°Soit  (fig.  253)  nn  polygone  sphérique  convexe  ABCDE; 
prenez  dans  l’intérieur  un  point  0,et  joignez-leaux  sommets 
du  polygone  par  les  arcs  de  grand  cercle  OA,  OB,  OC,  etc. 
Chacun  des  AOB,  etc. , a pour  mesure  la  somme  de  ses 
angles  moins  deux  droits  ; donc  le  polygone  a pour  mesure 
la  somme  de  tous  ses  angles,  y compris  ceux  qui  sont  for- 
més autour  de  O,  moins  deux  droits  multipliés  par  le  nom- 
bre des  côtés,  c’est-à-dire  A-+-B-4-C+D-+-E4-A — 2.5,  ou 
A+B+C-f-D+E — 2(5 — 2);  en  général,  la  somme  des 
angles  moins  2 (n — 2),  si  n est  le  nombre  des  côtés. 

4°  Si  le  polygone  n’est  pas  convexe  , on  raisonne  comme 
à la  proposition  2,  I.  7,  avec  laquelle  la  proposition  ac- 
tuelle a,  comme  on  voit,  la  liaison  la  plus  intime. 

Remarque.  Soit  T un  rapporté  au  carré  fait  sur  l'unité  ’ 
de  longueur.  A,  B,Csesangles  rapportés  à une  unité  quelcon- 
que, p l’angle  droit , f le  rayon  (Je  la  sphère;  le  trirec- 

1 ‘ ’ 

tangle  sera-rcr*  ; la  mesure  de  T rapporté  à ce  dernier  sera 


T 


;rrr 


et  elle  est  égale  à 


A+B-+-C — 2D 


f) 


-,  d’où 


1 A-t-B+C — 2D 

T=-irr‘.~ . 

2 I) 

Soit  P un  polygone  sphérique , S la  somme  de  ses  angles, 
n le  nombre  de  ses  côtés  ; on  aura  de  môme 

P=inr*fc2»(n“2)] 

2 I) 


PROPOSITION  X. 


Théobéme. 

Les  aires  des  figures  semblables  sont  comme  les  carrés  des 
dimensions  homologues. 

l°Soientdeux  polyèdres  semblables  : noramonsA,B,C,D... 
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îjvre  vin.  2ij5 

les  faces  de  l’up  ; a,b,c,d...  leurs  homologues  dans  l’autre; 
qommons  (AB)  l'arête  commune  aux  faces  A et  B,  et  de 
même  des  autres.  Les  faces  A,B,C,D...  étant  semblables  à 
a,  b,  c,  d...  on  a : 

a; a ; ; (AB)‘):  (a&)’, 

B;ft::(AB),:(a6)\ 

d’où  A ; a : B ; b,  et  de  même  : ; C ; e : : D ; d : : , etc. 

l)e  là, 

A-f-B-f-C-f-...  :a+6+c+...  ::A:aou  ::(AB)â:(a6)’. 

Mais  A-+-B4-C...  est  l'aire  du  premier  polyèdre  ; a+b 
-f-c...  celle  du  second  ; donc,  etc. 

2°Soientdeux  cylindres  droitssemblables,  R, rieurs  rayons, 
H,  h leurs  hauteurs;  A, a leurs  surfaces  convexes  ; on  a : 

4— 2ttRH  ; a=2nrh, 
d’où  ■ A'a’.'.RÜ'rh. 

Mais  la  similitude  donne  R;r:;H;/i. 

Multipliant  les  antécédents  par  H,  les  conséquents  par  h, 
on  a : 

RH:rA::H*:A\ 

Donc,  A:a:;H!:A1;:R,:r’. 

Même  raisonnement  pour  les  fuseaux  cylindriques  sem- 
blables , les  cônes  droits  semblables,  les  fuseaux  coniques 
semblables  , les  troncs  de  cônes  semblables. 

Ces  propriétés  sont  encore  vraies  pour  les  surfaces  totales 
de  nos  ligures  ; car,  par  exemple,  pour  les  cylindre»,  de  la 
proportion  A a : : R*  l r\ 

on  déduit  A ; a ; : 2ttR‘  1 27rr’  ; 

ensuite , A+2irR*:a+2rrri;:2irR3:27rr’*, 

::R*:r\ 

Or,  A+27rR2estla  surface  totaledu  premier  cylindre,  etc. 
2°  Soient  deux  sphères  de  rayons  R,  r ; leurs  aires  sont 
47tR\  47tf* , quantités  qui  sont  : ; R’:r*  ou  : ; les  carrés  des 
diamètres. 
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3°  Deux  zones  dont  les  hauteurs  sont  II,  A,  et  les  rayons 
R,  r,  ont  pour  aires  2ttRH  et^rrrA,  valeurs  qui  sont  : ; RII; 
rh  ; mais  les  zones  étant  semblables,  onaR;r  H;  A;  donc 
RH;rA:  : r3;^  : :h3;  A3. 

4°  Deux  fuseaux  sphériques  semblables  ont  même  angle. 

TT 

Or,  la  mesure  du  fuseau  est  (p.  8)  — — ; donc  les  aires 

des  fuseaux  semblables  sont  comme  les  carrés  des  rayons. 
5°  Deux  polygones  sphériques  semblables,  etc. 


PROPOSITION  XI. 


Théorème.  — Fig.  297. 

Si  deux  pyramides  ABGDE,  FGHI,  qui  ont  même  hauteur 
et  leurs  hases  sur  un  même  plan,  sont  coupées  par  un  plan  pa- 
rallèle aux  bases,  les  sections  bcde,  ghi , sont  entre  elles  comme 
les  hases. 

En  effet,  les  figures  BCDE,  bcde  sont  semblables  et  sem- 
blablement placées  par  rapport  au  point  A ; donc, 

— 2 —2  —2  —2 
bcde  : bcde  : : bc  : Ac  : : ab  : \b. 

De  même  GHI  ; g hi  : FG I F g . 

Or,  la  hauteur  étant  la  même,  on  a (1.  5,pr.  57,  r.) 

ab:a&::fg:f0; 

Donc  BCDE  ‘bcde  y.  GHI  [ghi. 

Corollaire.  Si  les  bases  BCDE  et  GHI  étaient  équivalentes , 
les  sections  bcde,  ghi\e  seraient. 

§ 2.  VOLUMES. 

On  multiplie  et  on  divise  facilement  le  volume  d’un  ^ 
par  un  nombre  entier;  c’est  donc  également  une  opération 
simple  que  de  multiplier  un  pareil  corps  par  un  nombre 
fractionnaire.  De  là  on  passe  au  cas  où  le  multiplicateur  est 
un  nombre  incommensurable.  (Arithm.,  I.  3.) 
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Cela  posé,  le  rapport  de  deux  ^ est  un  nombre  abstrait 
tel  que  le  produit  du  second  ® par  ce  nombre  est  égal  au 
premier,  et  en  général  : 


Déf.  8.  Le  rapport  des  volumes  de  deux  corps  est  un 
nombre  abstrait  tel  que  le  produit  du  second  corps  parce 
nombre  est  égal  au  premier.  Le  rapport  est  donc  toujours  un 
quotiept,  et  si  nous  disons  qu’un  corps  M est  à un  corps  N,  par 


exemple,  comme  2;ll,  il  faut  entendre  que  M vaut  les  — 


de  N.  Réciproquement,  si  N est  divisé  en  11  parties  égales, 
et  que  M contienne  exactement  deux  de  ces  parties,  on  dira 
que  M:N::2:il  (comparez  1.  3,  p.  2,  d.  3,  et  I.  4,  d.  2). 

A l’appui  de  cette  définition,  remarquez  que  si  dans  un 
fig.  298,  sans  toucher  à la  bijse  AD,  on  fait  varier  l’a- 
rête AF  infiniment  peu,  le  ^ varie  aussi  infiniment  peu, 
de  sorte  que  si  l’arête  AF  varie  d’une  manière  continue  de- 
puis zéro  jusqu’à  l’infini,  le  volume  du  ^ varie  de  même. 
Donc,  pour  établir  la  notion  du  rapport  des  volumes  de 
deux  corps,  on  peut  toujours  les  supposer  remplacés  par  des 

ayant  même  base  ABCD,  et  un  angle  trièdre  commun  en 
A.  Dès  lors  l’idée  du  rapport  des  volumes  de  ces  corps  de- 
vient très-nette  et  très-précise. 

Remarque.  Le  mot  mesure  a été  défini  au  I.  3. 

Déf.  9.  Le  mot  équivalent  s’applique  aux  volumes  comme 
aux  aires  (1.  4). 


PROPOSITION  XII. 

Théorème.  — Fig.  298. 

Si  deux  AA',  GG'  ont  un  angle  trièdre  égal  (A=G), 
leurs  volumes  sont  entre  eux  comme  les  produits  des  arêtes 
qui  formetUde  part  et  d'autre  l'angle  égal , de  sorte  qu'on  a 

AA'  : GG'  : : AR  x AC  x AF  : GK  x GH  X GL. 

<7 
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Supposons  qu’on  ait  AB  ; GK  : : 7 ; 4 

ac:gh::3:2  (i) 

af:gl::ii;5, 

les  arêtes  que  l’on  compare  étant  celles  qui  prennent  la 
même  direction  lorsqu’on  superpose  les  angles  A et  G. 

On  pourra  (1.  4,  p.  1)  décomposer  la  base  AD  en 
7X3  ED  égaux,  la  base  CI  en  contiendra  4x2.  Si  par  les 
sommets  de  ces  O on  mène  des  parallèles  aux  arêtes  la- 
térales dans  chacun  des  deux  corps,  le  premier  AA'  pourra 
se  décomposer  en  7X3^  égaux,  ayant  pour  bases  les  par- 
ties de  la  base  AD,  et  pour  arêtes  latérales  des  lignes  égales 
à AF.  Dans  GG',  les  diirérentes  parties  auront  des  arêtes  la- 
térales égales  à GL,  et  le  nombre  en  sera  4 X 2. 

Divisons  maintenant  AF  en  1 1 parties  égales;  GL  en  con- 
tiendra 5.  Si  par  les  poifits  de  division  de  AF  et  de  GL  on 
mène  des  plans  parallèles  aux  bases,  chacun  des  7x3^ 
partiels  de  AA'  sera  divisé  en  11  parties  égales,  telles  que 
Aacdgfeb-,  AA'  en  contiendra  donc  7X3X11.  De  même 
GG'  en  contient  4x2x5,  et  comme  ces  parties  sont  toutes 
égales,  on  a (d.  8) 

(2)  aa’:gg';:7x3xii:4x2x5. 

Mais  les  proportions  (1)  multipliées  par  ordre  donnent 

abxagxafigkxghxgl;:  7.3. n:4.2.5. 

Cette  proportion  ayant  un  rapport  commun  avec  (2),  on  en 
déduit 

aa’  : gg'  : : ab  x ac  x af : gk  x gh  x gL. 

Si  les  arêtes  correspondantes  ne  sont  pas  cornmensurables  entre  elles, 
cette  proportion  a encore  lieu.  ( Comparez  I.  4,  p.  1.) 

PROPOSITION  XIII. 

Théorème. 

Le  volume  d’un  ® rectangle  rapporté  à un  cube  est  égal 
au  produit  des  trois  arêtes  contiguës  du  rapportées  au  côté 
du  cube. 
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• Soit  Pun@  rectangle,  A,  B,  C ses  trois  arêtes,  p un 
cube,  a son  arête.  D’après  le  théorème  précédent,  on  a 

P:p::AXBXC:aXaXa, 

P A B C 

ou  — — — X — X — 

p a a a 

Prenons  p pour  unité  de  volume,  a pour  unité  de  lon- 

P ABC 

gucur,  - sera  la  mesure  de  P;  -,  - , - seront  les  mesures  de 
p a a a 

ses  trois  arêtes.  Donc,  etc. 

P 

Remarque  1.  Si  l’on  représente  la  mesure  - par  P,, 

A B C „ , , . 

- par  A,,  —,  -,  par  B,,  C,,  la  relation  précédente  peut 

a a a 

s’écrire  sous  la  forme 


P,=A,XB,XC|, 

c’est-à-dire  que  le  volume  d’un  ^rectangle  est  égal  au  pro- 
duit de  ses  trois  arêtes.  Dans  cet  énoncé,  il  y a deux  unités 
sous-entendues  : l’unité  de  longueur  et  l’unité  de  volume, 
qui  est  le  cube  construit  sur  l’unité  de  longueur. 

Remarque  2.  Le  produit  de  A,  XB,  n’est  autre  chose  que 
l’aire  du  rectangle  qui  a pour  côtés  les  arêtes  A,  B (I.  4,  p. 
2,  r.  1),  aire  rapportée  à la  face  du  cube.  Si  on  regarde  ce 
rectangle  comme  la  base  du  l’arête  C en  sera  la  hauteur, 
et  l’on  peut  encore  dire  que  le  volume  du  rectangle  est 
égal  au  produit  de  sa  base  (A , X B,  ) par  sa  hauteur  C , . Ici  il 
y a trois  unités  sous-entendues  : 1°  l’unité  de  longueur; 
2°  l’unité  de  surface  qui  est  le  carré  construit  sur  l’unité  de 
longueur;  3°  l’unité  de  \olumequiest  le  cube  construit  sur 
cette  même  unité  de  longueur.  Tous  les  énoncés  analogues 
au  précédent  devrout  être  entendus  de  la  même  manière 
dans  le  reste  de  cet  ouvrage. 

Remarque  3.  Pour  mesurer  le  volume  d’un  ^ rectangle 
en  mètres  cubes,  il  faudra  donc  mesurer  ses  trois  arêtes  en 
mètres,  et  faire  le  produit  de  ces  trois  mesures;  si  les  arêtes 
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sont  mesurées  en  pieds,  ce  produit  sera  le  volume  du  ^ 
exprimé  en  pieds  cubes;  si  les  arêtes  sont  exprimées  en  dé- 
cimètres, le  volume  le  sera  en  décimètres  cubes. 

Supposons  qu’il  s’agisse  de  trouver  le  volume  du  ^ rec- 
tangle dont  les  arêtes  contiguës  sont 

A,=r,21  , B,=:0“,32  , C,=0m,01 2. 

On  aura  A,  x B,  =0,3872, 

puis  A,  XB,XCt=0, 3872X0, 012 

=0,0046464. 

Tel  est  le  volume  cherché;  l'unité  est  le  mètre  cube  que 
l’on  indiquera  par  le  signe  m *. 

Actuellement,  remarquons  que  le  mètre  se  divisant  en 
dix  décimètres,  le  mètre  cube,  mesuré  en  décimètres  cubes, 
vaudra  1000.  Par  conséquent,  les  millièmes  du  mètre  cube 
sont  des  décimètres  cubes.  De  même  les  millionièmes  sont 
des  centimètres  cubes,  les  billionièmcs  sont  de  smiliimètres 
cubes.  Donc  le  nombre  trouvé  ci-dessus  vaut  4 décimètres 
cubes,  646  centimètres  cubes,  400  millimètres  cubes. 

PROPOSITION  XIV. 

THÉORÈME. 

Le  volume  du  prisme  est  égal  à faire  de  la  base,  multi- 
pliée par  la  hauteur. 

1°  Soit  (fig.  299)  un  quelconque  AG  ; je  dis  que  sans 
changer  ni  son  volume,  ni  sa  hauteur,  ni  l’aire  de  sa  base, 
on  peut  changer  à volonté  les  /\  de  la  base,  ainsi  que  les 
dièdres  adjacents.  En  effet,  prolongez  indéfiniment  deux 
arêtes  opposées  AB,  DC,  de  la  base,  ainsi  que  leurs  parallèles 
EF,  GH;  prenez  A'B=AB  ; faites  sur  A'B'  un  £7  A'B’C'D', 
équivalent  à ABCD,  et  ayant  d’ailleurs  des  /\  quelconques. 
Par  A'D'  , B’C'  , menez  deux  plans  parallèles  arbitraires 
A H',  B’ G',  qui  détermineront  un  ^ A'G';  je  dis  que  ce  ^ 
est  équivalent  à AG;  car  les  deux  troncs  de  prismes  AHA'H', 
RGB'G'  sont  égaux,  vu  que  les  droites  AB,  DC,  A'B',  D'G,etc., 


Digitized  by  Google 


LIVRE  VIII. 


261 


qui  joignent  les  sommets  de  l’un  à ceux  de  l’autre  sont  égales 
et  parallèles  (I.  5,  p.  50).  Otant  la  partie  commune  BGA'H', 
on  a les  deux  ^ AG,  A'G',  qui  sont  par  suite  équivalents.  Or, 
ce  qui  a été  prouvé  pour  les  dièdres  AI),  BC,  peut  être  ap- 
pliqué aux  dièdres  A'B’,  D'C'  qui  sont  restés  invariables. 
Donc,  etc.  On  peut  donc  aussi  changer  les  /\  de  la  base  en 
des  /\  droits,  et  les  dièdres  adjacents  en  des  dièdres  droits, 
c’est-à-dire  transformer  tout  ^ en  un  ^ rectangle  de 
même  hauteur  et  de  base  équivalente;  donc  tout  ® a pour 
mesure  le  produit  de  la  hauteur  par  l’aire  de  la  base. 

2°  Soit  un  prisme  triangulaire  ADEBGF;  achevez  le 
ABCGFHED,  et  faites  la  même  construction  que  ci-dessus, 
en  supposant  les  plans  A H',  B'G'  perpendiculaires  aux  arêtes 
AB',  etc.;  prolongez  aussi  le  plan  DEFC.  Les  raisonnements 
déjà  faits  (1°)  prouvent  que  les  prismes  obliques  ABCE, 
DEIIG  sont  respectivement  équivalents  aux  prismes  droits 
A'B'C'E',  D'E'H'G';  mais  ces  derniers  sont  superposables, 
comme  ayant  des  bases  égales,  et  les  arêtes  latérales  perpen- 
diculaires à ces  bases.  Donc  les  prismes  obliques  sont  équi- 
valents, et  chacun  d’eux  aura  pour  mesure  aire  BCFX  sa 
hauteur,  moitié  de  la  mesure  du  ^ AG.  • 

3°  Enlin  tout  prisme  (fig.  300)  se  décompose  eu  prismes 
triangulaires,  ayant  avec  lui  la  hauteurcommune;donc  tout 
prisme  a pour  mesure  l’aire  de  sa  base  ABGDE  X sa  hauteur. 

Remarque  1.  — Fig.  290.  Le  prisme  triangulaire  oblique 
ABCDFE  a même  mesure  que  le  prisme  droit  A'B'C'D'F'E'; 
son  volume  est  donc  aussi  égal  à l’aire  de  sa  section  droite 
A' DE'  X Alt',  ou  X AB,  c’esl-à-dire  X son  arête  laté- 
rale. Même  résultat  pour  un  prisme  quelconque. 

Remarque  2.  Le  même  prisme  triangulaire  ABGDE  a aussi 
pour  mesure  l'aire  d’une  face  latérale  ABCD  X la  moitié  de 
la  distance  qui  sépare  celle  face  de  l’arête  opposée;  car  celte 
mesure  est  la  moitié  de  celle  du  ^ AG. 

Corollaire.  Deux  prismes  sont  entre  eux  comme  les  pro- 
duits des  bases  parles  hauteurs,  etc. 
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PROPOSITION  XV. 

Théorème.  — Fig.  302. 

Si  deux  pyramides  qui  ont  meme  hauteur  et  les  bases 
équivalentes , sur  le  même  plan,  sont  coupées  par  un  plan 
parallèle  aux  bases,  les  troncs  obtenus  sont  équivalents. 

Soient  S,  T les  surfaces  des  bases;  s,  t,  celles  des  sec- 
tions faites  par  le  plan  en  question  ; puisque  S=T,  on  a 
s=t  (p.  11).  Soit  H la  hauteur  commune  des  troncs;  divi- 
sez—la  en  parties  égales  infiniment  petites,  désignées  par  h, 
et  pur  les  points  de  division  menez  des  plans  parallèles  aux 
bases.  Les  sections  faites  de  part  et  d’autre  par  un  même 
plan  sont  équivalentes,  de  sorte  que  S,=T1,  Sâ=Ts,  S3= 
T3.  Chaque  tronc  de  pyramide  donné  se  trouve  par  là  dé- 
composé en  troncs  qui  (I.  5,  d.  33,  r.)  sont  respectivement 
moindres  que  S h ou  Th,  S,/i  ou  T,  h,  Sji,  S-h,  et  plus 
grands  que  S,/i,  Sth,  S-h,  sh ; ainsi  chaque  tronc  total  est 

S/z  — ( — «S | A — I — /z  — i — S-li,  et  /i -l-Sj/i-l-S-j/i-f-s/i.  La  dif- 

férence des  deux  troncs  proposés  est  donc  moindre  que  Sh  — 
sh , différence  de  ces  limites;  mais  Sh — sh  est  infiniment 
petit.  Donc  les  troncs  proposés  sont  équivalents. 

Corollaire.  Rien  n’empêche  d'étendre  ce  résultat  aux 
pyramides  complètes  : il  suffit  de  supposer  que  les  sections 
s,  tse  réduisent  aux  sommets  des  pyramides  et  sont  milles, 
de  sorte  que  deux  pyramides  de  même  hauteur  et  de  bases 
équivalentes , sont  équivalentes. 

Remarque. — Fig.  303.  On  peut,  sans  changer  le  volume 
d’un  tétraèdre  ABC ü,  transporter  un  sommet  quelconque  I) 
parallèlement  à une  arête  AB  de  la  face  opposée,  en  un  point 
E;  car  si  on  prend  ABC  pour  base,  en  transportant  le  sommet 
en  E,  on  ne  change  pas  la  hauteur  (I.  5);  et  comme  on  con- 
serve la  base  ABC,  on  ne  change  pas  le  volume.  On  peut 
de  même  transporter  le  sommet  C parallèlement  à la  même 
arête  AB. 
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PROPOSITION  XVI. 

Théorème.  — fiü.  304. 

Le  volume  d’une  pyramide  quelconque  est  égal  au  produit 

de  la  base  par  le  tiers  de  la  hauteur. 

Soit  d’abord  un  tétraèdre  EABC;  je  dis  qu’il  est  le  tiers 
du  prisme  triangulaire  DABCEF,  qui  a mèmè  base  et  même 
hauteur;  car  si,  de  ce  prisme,  on  ôte  le  tétraèdre  EABC,  il 
reste  la  pyramide  EACFD,  qui  a pour  base  le  717  DACF. 
Menez  le  (dan  EAF,  qui  décomposera  cette  pyramide  dans 
les  deux  tétraèdres  EACF , EADF , ayant  pour  bases  les 
deux  A égaux  ADF,  ACF;  ces  bases  sont  d’ailleurs  sur  un 
même  plan;  les  sommets  des  deux  tétraèdres  sont  au  même 
point  E,  de  sorte  qu’ils  ont  aussi  même  hauteur  et  sont 
équivalents  (p.  15).  Mais  les  tétraèdres  A DEF,  EABC  peu- 
vent être  considérés  comme  ayant  pour  bases  les  deux  bases 
du  prisme,  c’est-à-dire  les  A DEF,  ABC,  qui  sont  égaux , 
et  pour  hauteur  celle  du  prisme.  Ces  deux  tétraèdres  sont 
donc  aussi  équivalents.  Donc  le  prisme  est  la  somme  de  trois 
tétraèdres  équivalents;  par  conséquent  EABC  est  le  tiers  du 
prisme,  et  a pour  mesure  le  produit  de  la  base  par  le  tiers 
de  la  hauteur  (p.  14). 

Toute  pyramide  étant  (p.  15)  équivalente  à un  tétraèdre 
de  même  hauteur  et  de  base  équivalente,  sa  mesure  sera  la 
même. 

Corollaire  1.  Toute  pvramide  est  le  tiers  du  prisme  de 
même  hauteur  et  de  base  équivalente. 

Corollaire  2.  Deux  pyramides  de  bases  équivalentes  sont 
entre  elles  comme  leurs  hauteurs,  et  deux  pyramides  de 
même  hauteur  sont  entre  elles  comme  leurs  bases. 

Corollaire  3.  Deux  tétraèdres  qui  ont  un  angle  trièdre 
égal  sont  entre  eux  comme  les  produits  des  arêtes  qui  com- 
prennent cet  angle;  car  si  sur  les  arêtes  de  ces  angles  on 
construit  des  ces  deux  corps  seront  entre  eux  comme 
ces  produits  (p.  12).  Or  chacun  de  ces  tétraèdres  est  le 


Digitiz&^Mf'tîoogle 


264 


GEOMETRIE. 


sixième  du  ^ correspondant.  Donc  les  tétraèdres  sont  aussi 
entre  eux  comme  ces  mômes  produits. 

Remarque.  Tout  polyèdre  peut  être  décomposé  en  pyra- 
mides; par  conséquent  on  saura  évaluer  le  volume  d’un  po- 
lyèdre quelconque,  au  moyen  des  mesures  de  certaines  droites. 

PROPOSITION  XVII. 

Théorème.  — Fig.  305. 

Le  tronc  de  pyramide  est  égal  à la  somme  de  trois  pyra- 
mides ayant  pour  hauteur  commune  celle  du  tronc , et  pour 
bases,  l’une  la  base  inférieure,  l’autre  la  base  supérieure,  la 
troisième,  une  moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux  bases. 

Soit  ABCDEF  un  tronc  de  tétraèdre.  Par  les  trois  points 
A,  E,  C faites  passer  un  plan  qui  détachera  du  tronc  le  té- 
traèdre EABC,  ayant  pour  base  la  base  inférieure  ABC  du 
tronc,  et  pour  hauteur  celle  du  tronc,  puisque  le  sommet 
E se  trouve  sur  le  plan  DEF;  c’est  le  premier  tétraèdre  de- 
mandé. Reste  la  pyramide  quadrangulaire  qui  a pour  som- 
met le  point  E,  et  pour  base  le  trapèze  DACF.  Par  les  trois 
points  D,  E , C on  fera  passer  un  plan  qui  décomposera 
cette  pyramide  dans  les  deux  tétraèdres  EDFC,  EDAC.  Le 
tétraèdre  EDFC  peut  être  considéré  comme  ayant  pour  base 
le  triangle  EDF,  base  supérieure  du*  tronc,  pour  sommet  le 
point  C,  et  par  conséquent  pour  hauteur  celle  du  tronc. 
C’est  le  second  tétraèdre  demandé.  Quant  au  dernier  EDAC, 
transportez  le  sommet  E,  parallèlement  à l’arête  AD,  en  G 
sur  AD,  et  ce  tétraèdre  sera  transformé  dans  le  tétraèdre 
équivalent  GDAC , qui  peut  être  considéré  comme  ayant 
pour  sommet  le  point  I),  et  pour  base  AGC;  il  a donc  même 
hauteur  que  le  tronc,  et  je  dis  que  sa  base  AGC  est  moyenne 
proportionnelle  entre  les  bases  ABC,  DEF. 

En  effet,  menez  GH  parallèle  à BC;  cette  ligne  sera  aussi 
parallèle  à EF  (I.  5);  les  droites  AG,  DE  sont  égales  comme 
parallèles  entre  parallèles;  ainsi  les  deux  A AGH,  DEF  sont 
égaux.  Or,  les  A AGH,  AGC  ont  les  bases  AH,  AC  sur  une 
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même  droite,  le  sommet  commun  en  G;  ils  ont  donc  même 
hauteur,  et  l’on  a (l.  4,  p.  4,  c.  1) 

AGH  ou  DEF : AGG : : AH : AG. 

Par  une  raison  semblable,  on  a 

agc:abc::ag:ab. 

Mais  à cause  des  parallèles,  on  a 

ah:ac::ag:ab. 

Donc  les  deux  proportions  ci-dessus  ont  un  rapport  com- 
mun et  fournissent  la  proportion  nouvelle  : 

DEF:AGC::AGC:ABC.  Donc  AGG,  etc. 

S’il  s’agitd’un  tronc  de  pyramide  quelconque,  il  est  prouvé 
(p.  15)  qu’il  est  équivalent  à un  tronc  de  tétraèdre  ayant 
même  hauteur,  et  des  bases  respectivement  équivalentes. 

Remarque.  Pour  calculer  l’aire  du  triangle  AGC,  remar- 
quez qu’il  a même  base  AG  que  ABG,  et  même  hauteur  que 
AGH  ou  DEF. 


PROPOSITION  XVIII. 

Théorème.  — Fig.  306. 

Le  volume  d'un  tronc  de  prisme  triangulaire  ABGDEF  est 
égal  à la  somme  de  trois  tétraèdres  ayant  pour  base  commune 
l'une  quelconque  des  deux  bases  du  tronc,  et  pour  sommets 
les  trois  sommets  de  l'autre  base. 

Par  les  trois  points  E,  A,  C faites  passer  un  plan  qui  déta- 
chera du  tronc  le  tétraèdre  EABG,  dont  la  base  est  ABC  et 
le  sommet  le  point  E.  C’est  l’un  des  tétraèdres  demandés. 
Il  reste  la  pyramide  quadrangulaire  EACFÜ;  au  moyen  du 
plan  ECD  on  la  décomposera  dans  les  deux  tétraèdres  EDFC, 
EDAC;  dans  ce  dernier,  on  peut  transporter  le  sommet  E, 
parallèlement  à l’arête  AD,  en  B (p.  15,  r.),  ce  qui  trans- 
forme ce  corps  en  BDAC,  qui  peut  être  considéré  comme 
ayant  pour  base  ABG  et  pour  sommet  le  point  D;  c’est  le 
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second  tétraèdre  demandé.  Quant  au  troisième  tétraèdre 
EDFC,  transportez  les  sommets  1),  E,  en  A,  15,  parallèle- 
ment à FC,  ce  qui  donne  le  tétraèdre  BACF,  qui  peut  être 
regardé  comme  ayant  pour  base  le  triangle  ABC  et  pour 
sommet  le  point  F;  c’est  le  troisième  «les  tétraèdres  en 
question. 

Remarque  1.  Si  les  arêtes  AD,  EB,  FC  sont  perpendicu- 
laires au  plan  ABC,  le  volume  du  tronc  sera  égal  à ABCX 
AD+EB+FC 
3 ‘ 

Remarque  2.  Le  tronc  de  prisme  triangulaire  a aussi  pour 
mesure  la  section  droite  multipliée  par  la  moyenne  entre 
les  trois  arêtes. 

Corollaire.  Tout  tronc  de  prisme  pouvant  se  décomposer 
en  troncs  de  prismes,  triangulaires,  on  saura  calculer  le  vo- 
lume d’un  tronc  de  prisme  quelconque. 

PROPOSITION  XIX. 

Théorème. — Fig.  307. 

Deux  polyèdres  symétriques  sont  équivalents. 

1°  Soient  d’abord  deux  tétraèdres  symétriques  ayant 
pour  plan  de  symétrie  une  face  commune  ABC.  Soient  D,  D' 
les  sommets;  puisque  ces  deux  points  sont  symétriques  par 
rapport  au  plan  ABC,  les  hauteurs  DE,  D F.  des  deux  té- 
traèdres sont  égales;  ils  ont  d’ailleurs  même  base;  donc  ils 
sont  équivalents. 

2°  Soient  en  second  lieu  deux  polyèdres  symétriques 
quelconques;  on  pourra  les  décomposer  en  un  même  nombre 
de  tétraèdres  symétriques  deux  à deux.  Les  deux  corps 
pouvant  ainsi  être  considérés  comme  composés  de  parties 
équivalentes  deux  à deux,  Sont  équivalents. 
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PROPOSITION  XX. 


Théorème. 


Le  volume  du  cylindre  circulaire  est  égal  au  produit 
de  l'aire  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

A la  base  du  cylindre  inscrivez  et  circonscrivez  deux  poly- 
gones réguliers  infinitésimaux  semblables  et  semblablement 
placés  par  rapport  au  centre.  Soient  S,  s,  leurs  surfaces  ; 
prenez  ces  polygones  pour  bases  de  deux  prismes,  l’un  in- 
scrit, l’autre  circonscrit  au  «y lindre;  soit  h la  hauteur  com- 
mune. La  différence  des  volumes  des  prismes  est  (S — s)  h, 
quantité  infiniment  petite,  vu  que  S — s l’est.  Donc  chacun 
de  ces  corps  diffère  in  fi  ni  ment  peu  du  cylindre.  Or,  le  prisme 
a pour  mesure  l’aire  de  sa  base,  multipliée  par  sa  hauteur; 
donc  le  cylindre  a aussi  pour  mesure  l’aire  de  sa  base  X la 
hauteur. 

L’expression  du  volume  du  cylindre  est  doue  tttVi,  r rayon 
de  la  base,  h hauteur. 


Le  volume  du  cône  circulaire  est  égal  au  produit  de 
l’aire  de  la  base  par  le  tiers  de  la  hauteur. 

On  comparera  le  cône  à la  pyramide,  comme  on  a com- 
paré le  cylindre  au  prisme,  et  la  mesure  du  volume  du  cône 


Le  volume  du  tronc  de  cône  est  égal  à la  somme  de  trois 
cônes  ayant  pour  hauteur  commune  celle  du  tronc,  et  pour 
bases,  l'un  la  base  inférieure,  l'autre  la  base  supérieure,  le 
troisième  une  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  bases. 


PROPOSITION  XXL 


Théorème. 


sera  - 7rr!/t,  r rayon,  h hauteur. 

PROPOSITION  XXII. 
• Théorème. 
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Si  au  cône  entier  on  inscrit  une  pyramide  à base  régulière 
infinitésimale,  le  tronc  de  pyramide,  qui  aura  même  hau- 
teur que  le  tronc  de  cône,  différera  infiniment  peu  de  ce 
dernier,  puisque  la  différence  de  ces  corps  est  moindre  que 
celle  du  cône  et  de  la  pyramide.  Or,  le  tronc  de  pyramide  se 
décompose  en  trois  pyramides  qui  diffèrent  infiniment  peu 
des  trois  cônes  indiqués  dans  l’énoncé  : cela  est  évident  pour 
les  deux  premiers.  Quant  au  troisième,  soient  R et  r les 
rayons  des  bases  du  tronc  de  cône  ; B,  b les  bases  du  tronc 
de  pyramide  : B,  b diffèrent  infiniment  peu  de  7tR8,  nr* , 
bases  du  tronc  de  cône;  donc  B6  diffère  infiniment  peu  de 
7rRsXw3=7rsR'2r2;  et  kllô,  moyenne  proportionnelle  entre 
B,  6,  diffère  infiniment  peu  de  P^RV  ou  i:Rr,  moyenne 
proportionnelle  entre  ttR"  et  nr~.  Donc,  etc. 

Et  si  h est  la  hauteur  du  tronc,  son  volume  sera 

■ - r.  R 2 h - tt  r 9 h + - 7;  R r h =■  - 7r  h ( R * + r * + R r) . 

t#  O O d 

Üéf.  10.  Le  secteur  ou  onglet  cylindrique , conique,  tronc 
conique,  est  la  partie  du  cylindre,  du  cône,  du  tronc  de 
cône  droits,  comprise  entre  deux  plans  menés  par  l'axe,  et 
terminés  d’un  côté  à cet  axe.  Ce  corps  se  mesure  comme 
le  corps  entier  dont  il  fait  partie  : dans  le  cylindre,  c’est  le 
produit  de  l’aire  de  la  base  par  la  hauteur;  dans  le  cône, 
l’aire  de  la  base  par  le  tiers  de  la  hauteur,  etc. 

Déf.  11.  Le  segment  cylindrique,  conique,  tronc  conique, 
est  la  partie  détachée  par  le  plan  de  deux  arêtes  quelconques. 
Il  se  mesure  comme  le  secteur. 

PROPOSITION  XXIII. 

Théorème.  — Fig.  308.  • 

Si  un  A ABC  tourne  autour  d’un  axe  AD,  mené  par  son 
sommet  dans  son  plan,  le  volume  du  corps  décrit  est  égal  à 
la  surface  que  décrit  la  base  BC,  multipliée  par  le  tiers  de  la 
hauteur  AE. 
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Iles  points  B,  C,  menez  sur  Taxe  AD  les  perpendiculaires 
BB',  CC'.  La  figure  tournant  autour  de  AD,  les  A rectangles 
ABB',  ACC  décrivent  des  cônes  droits  ; le  trapèze  BB  C L en- 
gendre un  tronc  de  cône,  et  l’on  a 


vol.  ABC  = cône  ABB’  + tronc  BB'C'C — cône  ACC'.  (1) 
Au  tronc  de  cône  décrit  par  le  trapèze  BCC'B',  circon- 
scrivez un  tronc  de  pyramide  régulière  à bases  infinitési- 
males ; prenez  en  même  temps  ces  bases  pour  bases  de  deux 
pyramides  ayant  leur  sommet  en  A,  pyramides  circonscrites 
aux  cônes  ABB',  ACC'.  Ces  trois  polyèdres  diffèrent  infini- 
ment peu  des  corps  auxquels  ils  sont  circonscrits;  donc  dans 
la  relation  (1)  on  peut,  au  lieu  de  ces  derniers  corps,  con- 
sidérer les  polyèdres;  soit  abcd  une  face  du  tronc  de  pyra- 
mide ; Aa6,  A cd  sont  des  faces  des  pyramides,  et  le  volume 
formé  de  pyramide  A ab+  tronc  abcd. — pyramide  A cd,  peut 
ètreconsidérécommecomposé  de  pyramides  telles  que  Aabcd, 
ayant  pour  sommet  commun  A,  et  pour  bases  les  faces  la- 
térales abcd.  etc.,  du  tronc  de  pyramide.  Je  dis  que  AE  en 
est  la  hauteur.  Car  ab,  côté  de  la  base  d’une  pyramide 
régulière,  est  perpendiculaire  au  rayon  B B,  et  à l’apo- 
thème AB,  menés  à son  milieu  B;  ab  est  donc  aussi  (1.  5, 
p.  2)  perpendiculaire  au  plan  ABB  , et  le  plan  abcd,  qui 
contient  ab,  est  de  même  (I.  5,  p.  25)  perpendiculaire  au 
plan  ABB'  ou  ABC.  Par  suite  AE,  située  dans  ce  dernier, 
et  perpendiculaire  à sa  trace  BC  sur  abcd,  sera  (I.  5,  p.  26) 
perpendiculaire  à abcd.  Donc  AE  est  la  hauteur  de  la 
pyramide  Aabcd,  et  la  somme  de  ces  pyramides  a pour 


1, 

mesure  ^ AEX  la  somme  des  bases  abcd+...  \ par  suite,  le 


volume  ABC  a pour  mesure  - AE  Xsurface  BC;  car  surf.  BC 


diffère  infiniment  peu  de  la  surface  latérale  du  tronc  de  py- 
ramide abcd 

Si  BC  était  parallèle  à l’axe,  le  tronc  de  cône  BCC'B'  se 
changerait  en  un  cylindre,  et  le  tronc  de  pyramide  abcd...,  en 
un  prisme.  Si  le  point  C était  sur  l’axe  AI),  le  cône  ACC' et  la 
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pyramide  circonscrite  n’existeraient  pas.  Mais  dans  chacun 
de  ces  cas,  le  raisonnement,  ainsi  que  le  résultat,  subsiste. 

Remarque. — Fig.  309.  Soit  le  A ABC,  tournant  autour 
de  AD;  soit  AE  sa  hauteur,  F le  milieu  de  BC,  FF'  perpen- 
diculaire à AD.  On  a (p.  6)  : 

Surf.  BC=BC.2ir.FF'; 

2 

donc  vol.  ABC=  - AE.BC.irFF' ; 

mais  AE  X BC=  2 aire  ABC  ; 

2 

donc  vol.  ABC=aire  ABCX  — • 2ttFF'; 

3 

2 

=atre  ABC  X Q cire . FF'; 

ce  qui  donne  pour  l’expression  de  ce  volume,  l’aire  du  A gé- 

2 

aérateur,  multipliée  par  les  - de  la  circonférence  que  décrit 
le  milieu  F de  sa  base. 

2 

Tirez  AF,  prenez  AG  = AF,  et  menez  GG'  perpendi- 
culaire à l’axe,  il  vient  GG' ; FF' ; : AG;  AF;  : 2 "3.  Ainsi 

2 , . . 2 . 

GG  =-FF  , etc.,  arc.  GG  = -arc.  FF  ; 


de  là  vol.  ABC=  aire  ABC  X cire.  GG', 

ce  qui  fait  l’aire  du  A multipliée  par  la  circonférence  que 

décrit  le  point  G pris  sur  la  droite  qui  joint  le  so/nmet  au 

o 


milieu  de  la  base,  et  aux 


cette  ligne  à partir  du  som- 


met. ' 


PROPOSITION  XXIV. 


Théorème.  — Fig.  310. 


Si  un  A ABC  tourne  autour  d’une  droite  DE,  menée  comme 
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on  voudra  dans  son  plan,  le  corps  décrü  aura  pour  mesure 
l’aire  de  ce  A,  multipliée  par  le  tiers  de  la  somme  des  cir- 
conférences décrites  par  les  sommets  A,  B,  C. 


Aux  troncs  de  cônes  décrits  par  les  trois  côtés  du  A ABC, 
substituez  des  troncs  de  pyramides  régulières  infinitésimales 
circonscrites,  ayant  deux  à deux  les  bases  communes.  Soient 
aa'  , bb\  cc  des  côtés  de  ces  bases,  côtés  ayant  leurs  milieux 
en  A,  B,  C,  et  étant  par  conséquent  perpendiculaires  au 
plan  ABC.  Concevez  les  plans  abc , a b c , et  tous  les  autres 
analogues.  Le  polyèdre  déterminé  par  ces  troncs  de  pyra- 
mide, combinés  par  addition  et  soustraction  comme  les 
troncs  de  cône  qui  donnent  pour  résultat  le  volume  ABC, 
diffère  infiniment  peu  de  ce  volume  ABC,  et  peut  être  con- 
sidéré comme  composé  de  troncs  de  prismes  triangulaires 
égaux  à abca'b'c ; celui-ci  a pour  section  droite  ABC , et 

aa'-hbb'+cc  , 

pour  volume  ABC — t — ; donc  le  polyèdre  total  a 


pour  mesure  ABC,  multiplié  par  le  tiers  de  la.  somme  des 
contours  des  3 polygones  dont  aa' , bb',  cc  sont  des  côtés  ; 
et  le  corps  décrit  par  ABC  a pour  mesure  l’aire  ABC,  multi- 
pliée par  le  tiers  de  la  somme  des  circonférences  décrites  par 
les  sommets  A,  B,  C. 


Remarque.  On  peut  réduire  cette  mesure  au  résultat  du 
théorème  précédent,  si  le  point  A se  trouve  sur  DE  ; de 
plus,  si  on  joint  chaque  sommet  du  A au  milieu  du  côté  op- 
posé, le  point  de  concours  de  ces  trois  droites  décrira  préci- 
sément une  circonférence  égale  au  tiers  de  la  somme  de 
celles  que  décrivent  les  points  A,  B,  C.  (A  démontrer.) 

Déf.  12. — Km.  294.  On  nomme  secteur  sphérique  le 
corps  décrit  par  un  secteur  circulaire  AOB  ou  AOI,  tournant 
autour  d’un  rayon  01,  qui  ne  traverse  pas  le  secteur  cir- 
culaire. L’arc  AB  ou  AI  décrit  la  zone,  base  du  secteur. 


Déf.  13.  On  appelle  onglet  sphérique  le  corps  compris 
entre  un  fuseau  sphérique  et  son  dièdre  ; le  fuseau  est  ap- 
pelé base  de  l’onglet. 


a 
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PROPOSITION  XXV. 
Théorème. 


Le  volume 


de  la  sphère, 
du  secteur 
de  l’onglet 
de  la  pyramide 


\ 

j est  égal  ) 

"û'.  ^ A l 


surface 


S 

a. 


à sa  H 


hase 


multipliée 
par  le  tiers 
du  ray on. 


1°  Soit  en  premier  lieu  un  secteur  sphérique  décrit  (fig. 
294)  par  le  secteur  circulaire  AOB,  tournait  autour  d’un 
rayon  01.  A l’arc  AB  inscrivez  une  ligne  brisée  régulière 
ACDB,  à côtés  infiniment  petits;  circonscrivez  une  ligne 
semblable  et  semblablement  placée  par  rapport  à 0.  Soit 
OF  l’apothème  de  la  première.  Tirez  les  rayons  OB’,  OC’, 
passant  en  D,  G.  Les  deux  secteurs  polygonaux  OA’C’D’B’, 
OACDB  décriront  deux  corps  qui  comprennent  entre  eux 
le  secteur  sphérique.  Or,  chacun  des  A OAC,  OCD,  décrit 
un  corps  qui  a pour  volume  la  surface  que  décrit  la  base 
1 

X .j  OF,  et  vol.  OACDB  sera  égal  à surf,  polyg.  ACDB 
X ^OF. 

1 

De  même  vol.  OA’C’IÏB'  = surf.  A'C'D'B'  X -01.  Ces 

* 3 

deux  valeurs  diffèrent  infiniment  peu  l’une  de  l’autre 
(p.  6);  donc  il  en  est  de  même  des  volumes,  et  du  secteur 
sphérique  comparé  à chacun  d’eux. — Donc  secteur  sphérique 

1 

AOB=  zone  ABXt-OI.  Sj  h est  la  hauteur  de  la  zone,  r le 
3 


rayon  de  la  sphère,  la  surface  de  la  zone  est  2nrh,  et  le 
2 

volume  du  secteur  -TrrVi. 


2°  Ce  résultat  s’étend  à la  sphère  entière,  qui  a donc 
pour  volume  le  produit,  delà  surface  par  le  tiers  du  rayon, 
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,14,  1 

ou  4rr»X^r=-rr  , ou,  d étant  le  diamètre,  îuPx-dz 


-rd3  (p.  7). 


3°  On  démontrera,  comme  p.  8 pour  le  fuseau,  que  l’on- 
glet est  au  volume  de  la  sphère  comme  son  arc  est  à la  circon- 
férence d’un  grand  cercle,  ou  comme  le  fuseau  est  à la  sur- 
face de  la  sphère.  Ainsi  : 


Onglet  \ vol.  sphérique  : : fuseau  [ surf,  sphérique,-  (I) 
1 , 1 

011  ' ' 3r  X fuseau  • 3 r X surf-  sph- 

Mais  dans  cette  proportion  les  conséquents  sont  égaux  ; 

donc  les  antécédents  le  sont,  et  ongle t=-rX  fuseau. 

3 

Si  A est  l’angle  du  fuseau,  D l’angle  droit,  on  a trouvé 
(p.  8)  fuseau  = 


. 1 A 

donc  onqlel  — - -r3- . 

3 D 

4U  On  démontrera  (lîg.  29(i),  comme  à pr.  9,  que  le 
volume  d’une  pyramide  sphérique  triangulaire  OABC, 
rapporté  au  volume  de  fa  pyramide  trirectangle,  est  égal  à 
la  somme  de  ses  angles  moins  deux  droits,  rapportée  à 
l’angle  droit,  ou  comme  le  ABC  est  au  trirectangle. 
A cet  effet,  il  suffit  de  remarquer  que  si  l’on  prend  pour 
unité  de  volume  la  pyramide  trirectangle,  le  volume  de  la 
sphère  est  8,  de  même  que  la  surface  de  la  sphère  est  8,  si 
ou  la  rapporte  au  trirectangle;  par  conséquent,  d'après 
la  proportion  (1),  la  mesure  de  l’onglet  est  alors  égale 
à celle  de  son  fuseau,  c’est-à-dire  à celle  du  double  de  son 
angle  rapporté  à I angle  droit.  Cela  posé,  il  suffit,  dans  les 
raisonnements  de  pr.  9 , de  remplacer  les  et  fuseaux 
par  les  pyramides  et  onglets,  et  l’on  conclura  que  nuramûle 
OABC=A-t-B+C — 2. 

18 
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Ainsi  pyramide  OABC  pyramide  tnrectangle  ::  ABC  : 
triangle  trireclangle  ; 

1 4 l 

ou  OABC  : -.-Trr’::  ABC: -.47:r*; 

O u O 

ou,  simplifiant,  OABCl^r::  ABC:i; 

•J 

1 

donc  OABC=  r.ABC. 

3 


Le  même  résultat  s’étendra  sans  peine  à une  pyramide 
sphérique  polygonalè. 


Remarque.  Tout  polyèdre  circonscrit  à une  sphère  peut 
se  décomposer  en  pyramides  ayant  pour  bases  les  faces  du 
polyèdre,  et  pour  hauteur  commune  lé  fayôn.  Le  voluhië 


d’un  pareil  polyèdre  est  donc  égal  à sa  sùrfacex 


• durajon. 


PROPOSITION  XXVI. 

Théorème.  — Fig.  3ll. 

Le  corps  décrit  par  un  s'egthent  circulaire  AÈC  tournant 
autour  d’un  iraydh  extérieur  IlO,  à pour  mesure  le  cercle  dé- 
crit Sur  la  corde  AB  comme  rdijon , multiplié  par  le  sixième 
de  là  ptoj'eclioh  de  cette  borde  sur  l’àxe. 

Soit  EF  cette  projection;  le  secteur  sphérique  décrit  pdr 

. . . . 2 . 

CAOB  tfpourmèsurc  -rAO.ËF  (p.  25,  1°). 

3 

Le  volume  décrit  par  le  A ÂOB  (p.  23)  a poÜf  mesuré 

surf. AB X-^OG,  OG  étant  la  hauteur  dd  A AOB;  rtiàis 

surf.  AB=27rOGXEF;  (p.  6) 

M'é  a&Si , vol.  A#6==^ir.ÔG.ÔG.EF==  ^it6g!eF* 

« 3 
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Retranchant  du  secteur  sphérique  ce  dernier  résultât, 

2 v-  , — * 

on  a vol.  ABC=-ir.EF  (AO — OG). 

. ’*  O 

—2  —2  —2  1 —2 
D’un  autre  côté,  AO — 0G=AG=|-AB. 

2 1 -s  -*  Il 

Par  suite , vol.  ABC=-îrEF  X ^ AB=ir  AB  X g EF;c.  q.f.  d 


Déf.  14.  — Fig.  311.  On  appelle  segment  de  sphère  le 
corps  décrit  par  un  demi-segment  tiïiutairë  AftEF  ou  BDE, 
autour  du  diamètre  qui  divise  le  segment  circulaire  entier 
en  deux  parties  égales.  La  projection  de  l’arc  AB  ou  BD  sur  ce 
diamètre,  s’appelle  la  hauteur  du  segment. — Dans  la  figure 
ABEF  Içs  droites  AF, Bp,  engendrent  les  deux  bases  du  seg- 
ment ; dans  la  figure  BEI) , BE  engendre  la  base  unique! 


PROPOSITION  XXVH. 

Théo&éme.  — Fig.  311. 

Le  vôditiiï'é  du  i'egm’eWt  de  sphère  à dénie  bàS’ei  ési  èÿàl 
à la  demi-siffhihe  des  bases  ihütliptiee  pür  îà  hauteur,  plès 
la  sphère  dont  celle  hauteur  serait  le  diamètre. 

' Soit  ACBEF  le  demi-segment  circulaire  générateur , O 
le  centre  du  cercle,  DO  j’axe.  Le  segment  de  sphère  est 
composé  de  deux  corps  qui  sont  : celui  qui  est  décrit  par  le 
segment  circulaire  ABC , et  le  tronc  de  cène  décrit  pàr  le 
trapèze  ABEF.  — Soit  fait  BE=r,  AF=R,  EF==A; 

1 -î. 

On  a vol.  ABC=-ir AB. A,  (p.  26) 

. , , , , , ✓ 

1 

Tronc  ABEF=-nA  (R2-4-r'4-Rr), 

tJ 

ou  =4ttA  (2R2+2ri-t-2Rr). 

6 
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Projetez  le  point  B sur  AF  en  I;  il  vient 

AB  = BlV  Aia=A2+  (B — ri1. 

Donc  vol.  ACBEF  ==  vol.  ABC  + tronc  ABEF= 


: j/r*4-  ( R — r)24-2K24-2r2-4-2Br 

==LA</ia+3R24-3r2+2Rr— 2Rr]  • 

6 ( J 

=ln/l3+^7rh  (R2+r*)- 

1 77  R2  — f-  77f* 

Or,  -7tA(R2+r2)  ou  A.-*— ^ , c’est  la  hauteur  A, 

1 

multipliée  par  la  demi-somme  des  bases  ; - ttA*  est  le  vo- 
lume de  la  sphère  décrite  sur  A comme  diamètre;  donc,  etc. 
Corollaire.  Si  le  segment  n’a  qu’une  base,  le  rayon  r est 

1 1 

nul,  et  le  volume  de  ce  segment  est  -7rR2A-+--7rA3,  ce  qui 

fait  la  moitié  du  cylindre  de  même  base  et  de  même  hauteur  que 
le  segment,  plus  la  sphère  dont  cette  hauteur  est  le  diamètre. 


PROPOSITION  XXVIII. 

Théorème. 

Deux  corps  circonscrits  à la  sphère  sont  entre  eux  comme 
leurs  surlaces  ; l’un  quelconque  de  ces  corps  est  à la  sphère 
comme  sa  surface  est  à celle  de  la  sphère. 

Les  corps  circonscrits  peuvent  être  ou  des  polyèdres,  ou  un 
cylindre  droit,  ou  un  cône  droit,  ou  une  combinaison  de  cô- 
nes, détrônes  de  cônes  droits.  Le  cylindre,  les  cônes,  les  troncs 
de  cône,  peuvent  être  remplacés  par  un  prisme  , des  pyra- 
mides, des  troncs  de  pyramides,  à faces  infiniment  petites. 
Ainsi,  chacun  de  ces  corps  a pour  mesure  sa  surface  multi- 
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pliée  par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère;  comme  il  en  est 
de  même  de  la  sphère , tous  ces  corps  sont  entre  eux  comme 
leurs  surfaces. 

Corollaire.  S’il  s’agit  du  cylindre  (Hg.  312)  décrit  par  le 
demi-carré  ABCD  circonscrit  au  demi-grand  cercle  AED,  la 

— 2 

surface  totale  de  ce  corps  est  égale  à 2?t.ABX  AD-+-27rAB= 
—2  — 2 —2 

4irÀB  4-  2tt  AB — 6t:A  B , ce  qui  fait  six  grands  cercles;  la  sur- 
face de  la  sphère  étant  égale  à quatre  grands  cercles,  il  s’en- 
suit que  la  surface  totale  du  cylindre  est  à celle  de  la  sphère 
6:4 ou:: 3:2.  Les  volumes  sont  dans  le  même  rapport. 

PROPOSITION  XXIX. 

Théorème. 

Les  volumes  de  deux  corps  semblables  sont  comme  les 
cubes  des  dimensions  homologues. 

1° Soient  (fig.  297)  deux  pyramides  ABGDE,  Abcde  sembla- 
bles et  semblablement  placées  par  rapport  au  sommet  A ; les 
bases  BCDE,  bede  seront  parallèles,  et  sont  par  suite  entre 
elles  comme  les  carrés  des  arêtes  homologues  AB,  A b,  etc. 

— '2  —9 

Ainsi,  BCDE \bcde',\  AB \kb.  Mais  les  hauteurs,  étant  homo- 
logues, sont,  comme  les  mêmes  arêtes;  nommant  H,  h ces 
hauteurs,  on  a : 

h;4::ab:a6. 

Multipliant  ces  proportions,  et  divisant  par  ordre  les 
termes  du  premier  rapport  par  3,  on  a : 

1 t -3-3 

- BCDE  X H ; - bede  X h : *.  AB  : Ab. 

O u 

Les  deux  premiers  termes  sont  les  volumes  des  pyra- 
mides; donc  ces  volumes  sont  comme  les  cubes  des  dimen- 
sions homologues. 

2°  Soient  deux  polyèdres  semblables  quelconques  P ,p  ; 
décompose/.-les  en  tétraèdres  semblables;  soientT. T', T",  etc,, 
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|es  tétraèdres  dont  se  compose  P;  l,  ceux  qui  com- 

posent/), et  qui  soqt  respectivement  semblables  à T^.T'... 
Soit  appelée  (TT')  une  arête  commune  à T et  T,  etc.,  on 
aura , par  ce  qui  vjept  d’être  prouvé  : 

T:c:  (Tt)3;  («')*. 

T’:t'::  (Tr)5;  (<()*. 

De  là,  T:t::T':<' , de  même  , etc. 

pqîs  T+r4-T"+...  K+t'+r-H...  ::T  : i : : {TT)’: 
(t()\  C’est-à-dire,  P :P::  (TT')5:  (««')*. 

3°  Le  cylindre  et  le  cône  sont  proportionnels  à r*A , r 
étant  le  rayon,  A la  hauteur.  Dans  le  cas  de  la  similitude,  A 
est  proportionnel  à r , et  par  suite  r’A  à r5  ; donc  ; etc. 

Même  résultat  pour  les  troncs  de  cône. 

4°  La  sphère  est  proportionnelle  au  cube  du  rayon  ; ainsi 
les  sphères  saut  comme  les  cubes  des  rayons.  Il  en  est  de 
même  des  secteurs  semblables , des  PUglels  semblables,  des 
pyramides  sphériques  semblables,  des  segments  semblables. 

PROBLÈMES  NUMÉRIQUES. 

1"  Calculer  à O011, 000001  près  le  volume  (T une  pyramide 
sphérique  dont  ta  base  triangulaire  a pour  angles  A=125“, 
3~9e°,  Ç=85°  ; le  rayon  est  0m,l4. 

Le  plus  petit  des  trois  angles,  C,  augmenté  do  180® 
donne  une  somme  plus  grande  que  A-l-B;  d'ailleurs,  A-f- 
JH-C  ^>180°.  Le  <?  est  donc  possible , et  le  volume  de  la 
pyramide  est  : 

„ 1 , A+B+C— 2D 

V=-^.  — -u- ■ 

1 

=-ir.0.00192Q8. 
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Soient  p,  p-H»  deux  limites  de  tt  : V sera  compris  entre 

0,0019208  ' 0,0019208 

(P+)  et 3 ? 


3 


, 0,0019208 

La  différenqp  de  ces  valeurs  est  — — qu  on 

posera  <[0,000001; 

30  1 

d’où  a<-'-^Ao , et  il  suffit  de  prendre  «< 


1000 


'19208 

Prenons  p =3, 141  pour?:,  il  vient 


V=fx  3, 1^X0,001 9208=0?”,  0P2Û110376, 

3 

valeur  trop  petite,  mais  l’erreur  est  < 0mS, 000001,  qt 
comme  l’erreur  sur  tt  est  moindre  que  0,0006,  on  peut 
conclure  que  celle  de  Y èst  moindre  que 

^X  fi, Q006  X fi,  0019208=0,00000038416. 

*3 

De  sorte  que  V>0raS,0Q201 10776,  et 

<0“\002Q110776+0,00fiQ00384l6=0, 00201146176. 

Ainsi,  à moins  de  0"’,00fipp046:f76 , et  à forlior.\  ^ 
moins  dé  0m,,0ÜbÔ0Ï , 

V=0“?,002011+,  etc. 

2°  Trouver,  à moins  (Je  i frfa,  le  ray<$ 
dont  le  volume  est  a. 

'•»  . ' . 

• Soit  r le  rayon;  on  a -:;ra=a,  d’oji  Ç1) 

Soient  p,  p-pa  deux  limites  de  ir^  on  aura 

- ® 


. i/  3 a 
r<  r j- 
4p 
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,3a 

Nommons  q le  quotient  — calculé  en  plus,  [3  la  me- 

4p 

sure  de  l’erreur  ; on  aura 


3a 

4j<!/ 


et  >q—$. 


(3) 


puis  r<^\Tq- 

Soit  c la  racine  cubique  de  q prise  à moins  de  d,  en  plus  ; 
de  sorte  que  |^ï<Cc  et  >a — d.  (4) 

La  question  est  de  déterminer  c de  façon  que 
c— r<»; 

et  en  vertu  de  (4),  il  suffit  pour  cela  que 
'ÿq+t— r<t; 
d’où  f/~q — r<  t — d. 

Comme  p^est>r,  il  faut  que  d<». 

La  relation  (5)  donne  après  transposition  de  r : 
q<r  s+3  r3  («— d) +3r  (t  — d)*  + (» — d) 3, 
ou  q — r5<3r*  (t — d)-l-3r(t — d)3+(i- — d)5. 

3a 

Nous  remplacerons  q par  ÿ-4-(3  qui  *e  surpasse,  et  r3 
par  ■ ■ qui  est  moindre;  le  premier  membre  aug- 


(5) 

(6) 

(7) 

(8) 


3a 


3 a 


3 a* 


4- (3.  Si 


4 (p4-a) 

mente  et  devient  (3  4- , , , , — . , , 

4p  4 (p  -l-a)  4(p-t-a)p 

nous  supposons  a-<  1,  ce  qui  est  permis,  cette  expression, 

3 üa.  a a. 

après  transposition  de  (3,  estencore  moindre  que 

4.0.')  12 

vu  que  p+a>p> 3,  et  notre  inégalité  (8)  se  trouve  rem- 
placée par 


aa 


~ < 3 r 1 ( t— d)  + 3 r (t— d) 3 + («— d) 3—  (3 . 


(9) 


Pour  satisfaire  à celle-ci , on  pourra , dans  le  second 
membre,  remplacer  r par  un  nombre  plus  petit. 


Digitized  by  Google 


LIVRE  VIII. 


•281 


Supposons  a=288;  on  aura  r—  f/ iL "..‘ffik — 

. . Arc  t: 

, ce  qui  >4.  On  peut  donc,  dans  (9), 
remplacer  r par. 4,  et  comme  ~ = ü4,  il  vient 

«<^[te(i—d)+i2(i—à)'+(i-àY—P]'  (10) 

Nous  savons  que  J doit  être  <t,  et  comme  « est  >0, 
on  aura  aussi  une  limite  pour  |3.  Supposons  i'=0,001 , 
<J=0,0001  ; il  vient 

a<  ~ [0,043209720729— (3j  ; 

si  l’on  prend  (3=0,001,  il  vient  a <0,001 79. 

II  suffit  donc  de  prendre  pour  rc  le  nombre  3,14. 


Avec  cela  on  trouve  q== 


216 


: 68,790—  etc. 


et 

donc 


3,14 

1^  = 4,0971 — etc.  ; 
r <4, 0971  et  r>  4,0961. 


La  marche  qui  vient  d’être  suivie  est  plus  simple  que 
celle  qui  l’a  été  pour  la  question  analogue  du  4e  livre; 
elle  est  par  contre,  à quelques  égards  , moins  complète. 

3°  Le  volume  d'une  sphère , à 0,001  grès  en  moins,  est 
0m,456  ; avec  quel  degré  d' approximation  pqurra-l-on  cal- 
culer le  rayon  ? 


On  a 
et 

d’où 


4 

-rcr3<0m,457 

«J 

>0m,456; 


r3< 


1,371 

4p 


et  > 


1,368 

* (p+«Y 
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Ces  quotients  peuvent  être  calculés  avec  tel  degré  d’ap- 
proximation qu’on  veut.  Soient  fi,  fi'  les  erreurs;  d’où 


Les  racines  cubiques  peuvent  aussi  être  calculées  avec 
tel  degré  d’approximation  qu  on  veut;  soient  S,  $ les  er- 
reurs. On  aura 

t 


La  différence  de  ces  limites  est  Iq  mesure  de  l’approxir 
malion  , que  je  nomme  E ; ainsi 


4 (/»+«)* 


Cette  erreur  est  toujours  > [/-y— — j/  p étant 


approché  d’aussi  près  qu’on  veut. 


4 p 
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Sl'R  LA  TRANSFORMATION  DES  FIGURES. 

i.  < r • I ' 


Une  figure  étant  donnée,  si  de  chaque  point  de  cette  fi- 
gure og  détlgit  un  point  de  l’esptiçç,  d’après  une  loi  don- 
née, lieu  deçes  nouveaux  points  sera  une  seconc|ç,  figure 
que  j’appelle  en  génçra|  une  transformée  de  la  première. 

Exemples.  1°  Si  de  tpus  les  points  de  la  première  figure 
on  mène  dans  le  même  sens  des  droites  égalés  et  parallèles, 
le  lieu  de  leurs  extrémités,  c'est-à-dire  la  transformée, 
sera  une  figure  égale  à la  proposée  (I.  1 et  5). 

2°  Si  on  joint  tous  les  points  de  la  proposée  à un  même 
point  de  l’espace,  qu’on  prolonge  ces  droites  au  delà  de  ce 
point  de  quantités  respectivement  égales  à elles-mêmes,  la 
transformée  sera  symétrique  tde  la  proposée  (1.  1 et  5). 

3°  Après  avoir  joint  tous  les  points  de  la  proposée  à un 
même  point  de  ^espace,  si  on  prend  sur  les  ravoàs  vecteurs 
des  longueurs  qui  leur  soient  proportionnelles,  la  trans- 
formée est  semblable  à la  proposée  (1.  3 et  7). 

Quel  que  soit  le  principe  de  la  transformation,  la  liaison 
des  deux  figures  en  établit  une  entre  leurs  propriétés,  de 
façon  que  les  propriétés  de  l’une  peuvent  se  déduire  de  cel- 
les de  l’autre.  C’est  ainsi  que  pour  deux  figures  semblahles, 
les  valeurs  des  longueurs,  surfaces,  volumes,  de  l’une  se  / 
concluent  fort  simplement  de  celles  de  l’autre. 

La  similitude  peut  être  regardée  comme  un  cas  particu- 
lier dç,  |a  relation  de,  projection.  Deux  figures  sont  dites 
projectives  l’une  par  rapport  à l’autre,  si  on  peut  les  placer 
dp  façop  qu’à  chaque  point  de  l’une  il  réponde  dans  1 autre 
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mi  point  tel  que  la  droite  qui  joiut  ces  points  ou  passe  par 
un  point  donné,  nommé  centre,  pâle  de  projection,  ou  soit 
parallèle  à une  direction  donnée.  Dans  le  premier  cas,  la 
projection  est  dite  conique,  dans  le  second,  cylindrique. 
L’une  des  ligures  étant  donnée,  on  peut  assujettir  la  seconde 
à des  conditions  variées,  comme  d’ètre  située  sur  une  sur- 
face donnée.  — Il  est  évident  que,  ainsi  que  nous  l’avons 
dit,  toute  figure  semblable  et  semblablement  placée , avec 
une  figure  donnée,  est  une  projection  de  cette  même  fi- 
gure. Considérons  le  cas  où  la  projection  doit  être  située  . 
dans  un  plan  donné,  nommé  plan  de  projection. 

I.  La  projection  d’une  droite  sur  un  plan  est  une  droite ; 
autrement  : Si  des  points  sont  en  ligne  droite , leurs  projec- 
tions sur  un  plan  le  sont  aussi,  sauf  un  cas  d'exception. 

1er  cas;  projection  conique.  — Fig.  313.  Soit  AB  le  plan 
de  projection,  C le  centre  de  projection,  DE  une  droite  : 
projetez  divers  points  D,  F,  G,  E,  de  cette  droite  sur  le  plan 
AB,  au  moyen  des  droites  projetantes  CD,  CF,  CG,  CE;  soient 
d,  f,  g,  e,  les  traces  de  ces  droites  sur  AB;  ce  seront  les 
projections  de  D,  F,  G,E.  Les  droites  CD,  CF, etc.,  sont  dans 
le  plan  CDE  ; donc  leurs  traces  d,  f , g,  e,  sont  sur  la  trace 
du  plan  CDE,  c’est-à-dire  sur  une  même  droite  de.  Mais  ces 
traces  d,  f,  g,  e sont  les  projections  de  D,  F,  G,  E;  donc  ces 
projections  sont  sur  une  droite.  H y a exception  pour  toute 
projetante  ; sa  projection  se  confond  avec  sa  trace  sur  le 
plan  AB. 

2°  cas;  projection-cylindrique.  — Fig.  314.  AB  étant  le 
plan  de  projection,  DE  la  droite,  donnée,  les  projetantes 
Dd,  F f,  toutes  parallèles  à une  même  droite,  sont  avec  DE 
dans  un  plan.  Donc  leurs  traces  d,  f,  g,  e,  sur  AB  sont  en 
ligne  droite.  Il  y a exception  pour  toute  projetante  : elle  a 
pour  projection  sa  trace  sur  AB. 

Le  pian  quicontientla  droite  etsa  projection  senomm cplan 
projetant.  La  projection  de  de  la  droite  DE  se  confond  avec  la 
trace  de  son  plan  projetant  DEde  sur  AB  (lig.  313  et  314’), 


f 
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H.  — Fig.  315.  Si  plusieurs  droites  AB,  AC,  AD,  etc., 
concourent  en  un  point,  leurs  projections  ab,  ae,  ad  con- 
courront en  un  point  a,  projection  de  A. 

Car  le  point  A appartenant  à chacune  des  droites,  sa  pro- 
jection appartiendra  à la  projection  de  chacune. 

III.  Les  projections  coniques  de  deux  ou  plusieurs  droites 
parallèles  concourent  en  un  point  (sauf  un  cas  d’exception), 
leurs  projections  cylindriques  sont  parallèles  (sauf  un  cas 
d’exception). 

1°  Soit  (fig.  316)  AB  le  plan,  C le  centre  de  projection, 
1)1)’,  EF/,  FF'  des  droites  parallèles  entre  elles,  mais  non 
parallèles  au  plan  de  projection.  I)u  point  C menez  CA  pa- 
rallèlement à ces  droites,  et  soit  A sa  trace  sur  le  plan  AB. 
Le  plan  projetant  CDD'  de  la  droite  DD'  contenant  le  point  C 
de  la  droite  CA  parallèle  à DD',  contiendra  cette  droite  CA  ; 
donc  sa  trace  sur  AB  passe  par  le  point  A,  c’est-à-dire  que 
la  projection  de  DD  passe  par  A.  De  même  le  plan  projetant 
CEE' de  EE'  contient  CA,  et  sa  trace  sur  AB  passe  par  A,  etc. 
Donc  les  projections  des  droites  DD',  EE',  FF'  passent  par  le 
point  A.  L’exception  se  rapporte  au  cas  où  les  droites  don- 
nées sont  parallèles  au  plan  de  projection  ; dans  ce  cas,  CA 
l’est  aussi,  et  les  traces  des  plans  projetants,  c’est-à-dire  les 
projections  des  droites  sont  parallèles  entre  elles  et  aux 
droites  mêmes. 

2°  S’il  s’agit  de  projections  cylindriques,  soit  (fig.  317) 
AB  le  plan  de  projection,  CC',  DD'  des  droites  parallèles 
entre  elles  et  non  parallèles  aux  projetantes.  Projetez  des 
points  C,  D de  ces  droites  en  c,  d sur  le  plan  AB  ; conduisez 
les  plans  projetants  C'Cc,  D'Dd,  qui  seront  parallèles  (1.  5). 
Donc  leurs  traces  cc',  dd,  sur  AB,  sont  aussi  parallèles 
(I.  5).  Mais  ces  traces  sont  les  projections  de  nos  droites; 
donc,  etc. — Il  y a exception,  si  les  droites  CC',  1)D’  sont 
des  projetantes;  alors  leurs  projections  se  réduisent  à des 
points.  _ i ^ 

Ces  relations  de  position  sont  des  conséquences  de  la 
liaison  de  deux  figures  projectives,  el  servent  à déduire  les 
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propriétés  de  l’une  de  celles  de  l’autre.  Voici  Une  liaison 
quant  aux  relations  métriques. 


IV.  Théorème.  Soient  a,  b,  c,  d...,  a',  b',  e,  d'...  des 
segments  de  droite  pris  dans  une  figure  ; si  entre  ces  seg- 
ments ilexisleune  relation  telle  que  a.b.c.d...=a'.b’.c'.d'... 
celte  même  relation  aura  lieu  entre  les  projections  rectili- 
gnes de  ces  segments  , pourvu  i°  qu'à  chaque  segment  à,  Ü, 
c,  d du  premier  membre  il  réponde  dans  te  second  un  segment 
compté  sur  la  même  droite , et  réciproquement  ; 2°  que  tout 
point  extrême  d'un  segment  du  premier  membre  serve  aussi 
d’ extrémité  à un  segment  du  second , et  réciproquement  ; 
3°  que  les  mêmes  conditions  soient  remplies  pour  les  pro- 
jections. 

Soit (tïg.  318)  AB  un  segment,  Ç le  centre  de  projec- 
tion , A B'  la  projection  de  AB  ; CP , CP'  des  perpendiculaires 
menées  de  C sur  AB,  A'B'.  Les  A ABC,  A'B'iC',  qui  ont  un 
angle  commun  en  C,  donnent  : 

cab:  ca  b'  : : ac.cb  : a'c.cb'  • 

1 , , 1 

mais  CAB=-ABXCP  , CA  B A'B'  X CP\ 

donc  AB  X CP  : A'B'  X CP'  : '.  AC.CB  : A'C.CB'  ; 


d’où 


AB=A'B' 


CP'.  AC.  CB 

'cp.a'cTcb'"- 


Regardant  ceci  comme  la  valeur  de  a , supposons  qu’pn 
ait  calculé  de  même  celles  de  b,  c,  d...  d,  b1...  et  qu’on  les 
substitue  dans  la  relation  abcd=dbcd ... 

Ou  remarquera  que  1°  puisque  dans  le  second  membre  il 
y a un  segment  compté  sur  la  même  droite  que  AB , le  fate- 
1 

teur  — sera  commun  aux  deux  membres  ; 2°  puisque  dans 

le  second  membre  il  y a un  segment  dont  la  projection  est 
comptée  sur  la  même  droite  q'ùe  A'B',  le  facteur  CP'  sera 
commun;  3°  puisque  les  points  A,  B,  A',  B'  servent  aussi 
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d’extréfititès  à des  segments  et  projections  du  second  raem- 

AC.CB  . „ ,1 

bre,  le  facteur  ■Ty;."W  sera  encore  commun.  Donc  a la 
A C.CB  , v 

ptkcë  tlefî  ou  Àtî  il  ne  restera  que  sa  projection;  de  même 
chacun  dés  autres  facteurs  b,c,d...  d,b',...  sera- remplacé 
par  sa  projection.  Donc  la  relation  donnée  aura  lieu  entre 
lès  firojCcuons  des  segments. 


Voici  maintenant  des  applications  de  ces  propriétés. 


TnÉORÈME.  (lig.,  319  ).  Dans  deux  1 ABC,  AB  C',  situés 
- dans  un  plan , et  dont  l'un  est  la  projection  de  l’autre , les 
lïïlés  correspondants  se  coupent  sur  une  droite  A"B"C". 

Sojt  D,  le  centre  de  projection  ; des  points  D,A,B,C  me- 
nez des  droites  Aa,B6,  Ce,  Dd  parallèles,  de  direction  quel- 
conque d’ailleurs,  mais  hors  du  plan  de  la  figuré.  Ayant 
pris  spr  ces  droites  quatre  points  a,  b,c,d,  qui  ne  soient  pas 
un  plan , regardez-les  comme  les  sommets  d’un  tétraèdre 
dabc  ; la  figure  DABC  peut  être  regardée  comme  la  projec- 
tion cylindrique  de  ce  tétraèdre  ; ainsi  les  points  A',B',C', 
seront  les  projections  de  certains  points  a ,b',c  situés  sur  les 
arêtes  ad,  bd,  cd ; le  plan  abc  coupera  le  plan  abc  en 
une  droite  qui  contiendra  le  point  d’intersection  de  ab  et 
dp  : car  çes  droites  , situées  sur  la  face  dab , se  coupent , 
ét  leur  intersection  fera  partie  de  celle  des  plans  abc , ab  c 
qui  contiennent  respectivement  ces  droites  ab,db\  cette  in- 
tersection des  plans  abc,  abc  contiendra  aussi  celle  des 
droites  tic,  de , ainsi  que  célle  de  bc,  b'c.  Mais  le  point  c , 
ifiKrSèCtion  dé  àb, ab' , a pour  projection  C”  intersection  de 
AB,A'B\  projections  de  àb,  ab  ; de  même  b",  intersection 
de  uc,  a' fi',  a pour  projection  B",  et  a",  intersection  de 
bc,  b'c,  a,  pour  projection  A". — A", B",  C'sont  donc  les  pro- 
jections de  trois  points  d’une  droite  : donc,  A",B",C",  sont 
sur  une  droite. 

Remarque.  Cê  théorèihe  ainsi  démontré , on  peut  en  dé- 
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duire  un  second  théorème  analogue,  relatif  à deux  si- 
tués sur  une  même  sphère,  les  droites  AA',BB',CC\  étant 
remplacées  par  des  urcs  de  grands  cercles;  en  vertu  de  ce 
nouveau  théorème  la  droite  A”B"C"  sera  aussi  remplacée  par 
un  arc  de  grand  cercle.  On  démontrera  ceci  au  moyen  de  la 
projectiofi  conique,  en  prenant  le  centre  de  projection  sur 
le  diamètre  intersection  des  grands  cercles  AA',BB',CC',  etc. 

Théorème.  Toute  droite  OX  (fig.  320)  qui  coupe  les  côtés 
d’un  polygone  plan  ABCDE,  détermine  sur  chacun  deux  seg- 
ments, formant  deux  produits  égaux,  dont  chacun  a pour  fac- 
teurs des  segments  non  consécutifs ; de  sorte  que 

AT.BG.CH.DI.EK=FB.CG.DH.EI.AK.  (1) 

Cette  relation  satisfait  aux  conditions  énoncées  au  théo- 
rème (IV).  Il  suffit  donc  de  la  démontrer  pour  des  projections 
satisfaisant  aux  mêmes  conditions.  A cet  effet,  on  projettera 
toute  la  figure  par  une  droite  quelconque  ab,  en  prenant 
pour  centre  de  projection  un  point  quelconque  0 de  la 
transversale  OX,  ou  en  prenant  les  projetantes  parallèles  à 
OX.  On  a évidemment 

oX.6X.cX.dX.eX=6X.cX.dX.eX:oX. 

Relation  qui  entraîne  (1)  en  vertu  du  théorème  IV. 

Remarque.  Cette  pr.  a pour  cas  particulier  la  pr.  l,app., 
1.  3.  La  pr.  2,  ib.,  peut  se  démontrer  de  la  même  manière  : 
on  place  le  centre  de  projection  au  point  de  concours  des 
trois  transversales.  Enfin,  les  pr.  5,  6,  app.,  I.  3,  peuvent 
se  ramener  à IV. 

Théorème  (fig.  321).  Tout  plan  qui  coupe  les  côtés  d’un 
polygone  quelconque  détermine  sur  chaque  côté  deux  seg- 
ments jouissant  de  la  même  propriété  que  ci-dessus. 

Le  cas  d’un  polygone  plan  rentre  dans  le  théorème  précé- 
dent. Quant  à celui  d’un  polygone  gauche  (c’est-à-dire  non 
plan } ABCDE,  coupé  par  un  plan  MN  en  F,  G,  H,  I,  K,  on 
prendra  un  plan  de  projection  quelconque  PQ  , rencontrant 
le  plan  MN  en  une  droite  NR.  On  projettera  sur  ce  plan  PQ 
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toute  la  figure  donnée,  en  prenant  pour  centre  de  projection 
un  point  arbitraire  0 du  plan  MN,  ou  en  prenant  des  proje- 
tantes parallèles  à ce  plan  MN.  Les  points  F,  G,  H,  I,  K se 
projetteront  sur  la  trace  MN  en  f,  g,  h,  i,  k;  soit  abede 
la  projection  du  polygone  donné;  en  vertu  du  théorème 
précédent,  on  a : af.  bg.  ch.  di.  ek.  = bf.  gc.  hd.  ie.  ka; 
donc  aussi  AF.  BG.  CH.  1)1.  EK=BF.  GC.  HD.  IE.  KA. 


Toute  courbe  tracée  sur  un  cône  droit  peut  être  regardée 
comme  ayant  pour  projection  la  section  droite  du  cône  , 
c’est-à-dire  un  cercle. 

Parmi  ces  courbes,  remarquez  celles  qui  sont  planes  , et 
que  l’on  distingue  en  trois  genres  : 1°  lellipse , courbe 
fermée,  dont  le  plan,  oblique  à l’axe,  coupe  toutes  les 
arêtes  sur  la  même  nappe  ; 2°  la  parabole , dont  le  plan  est 
parallèle  à une  seule  arête  du  cône  : la  courbe  est  ouverte 
d’un  côté;  3°  l ‘hyperbole,  dont  le  plan,  parallèle  à deux 
arêtes,  coupe  les  deux  nappes  du  cône  ; elle  est  composée  de 
deux  branches  séparées.  — Toutes  ces  courbes  étant  des 
projections  planes  du  cercle,  il  s’ensuit  que  la  plupart  de 
leurs  propriétés  pourront  se  déduire  de  celles  du  cercle. 
C’est  ainsi  que,  sauf  de  légères  modifications,  les  pr.  10-17, 
d.  3,  app.,  et  leurs  corollaires  conviennent  à ces  courbes, 
que  l’on  nomme  sections  coniques. 

En  voici  une  autre  qui  a beaucoup  d’analogie  avec  la 
pr.27, 1.  3,  dont  elle  est  en  quelque  sorte  une  généralisation. 

Théorème.  — Fig.  322.  Si  chaque  côté  d’un  polygone 
coupe  une  section  conique  en  deux  points,  le  produit  des  seg- 
ments adjacetils  aux  sommets , et  pris  dans  un  même  sens  à 
partir  des  sommets  (AE,  AF,  BG,  BH,  etc.),  est  égal  aux  pro- 
duits des  segments  déterminés  de  même,  mais  en  sens  con- 
traire, de  façon  que 

AE.  AF.  BG.  BH.  CI.  CK.  DL.  DM  = 

AM.  AL.  DK.  DL  GH.  CG.  BF.  BE.  (1) 

Cette  relation  satisfait  aux  conditions  du  théorème  de  la 

19 
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page  286  ; i)  suffît  donc  de  la  démontrer  pour  un  cerele, 
projection  de  la  section  conique.  Mais  si  la  courbe  était  un 
cercle,  on  aurait  (I.  3,  p.  27) 

AE.  AF=AM.  AL  ; BG.  BH=BF.  BE,  etc., 
relations  qui  rendent  identique  l'égalité  (1).  Donc,  etc. 

Remarque.  Cette  proposition  peut  sans  peine  se  généraliser 
pour  un  polygone  gauche  dont  chaque  côté  coupe  en  deux 
points  la  surface  d'un  cône  circulaire  (ou  d’un  cylindre), 
puisque  la  projection  du  cône  total  sur  le  plan  d’une  section 
circulaire  est  cette  section. 

On  reconnaît  dans  les  théorèmes  précédents  l’esprit  de  la 
méthode  que  nous  employons  : c’est  la  transformation  pro- 
jective. 

Dans  ces  transformations,  chaque  point  de  la  figure  pro- 
posée a son  conjugué  dans  la  transformée.  La  loi  de  ce  mode 
de  transformation  peut  d’ailleurs  être  variée  d’une  infinité 
de  manières,  * 

Nous  avons  fait  remarquer  (I.  3,  app.)  un  autre  genre  de 
transformation,  *qui  consiste  à prendre  pour  transformée  la 
figure  déterminée  par  les  polaires  de  tous  les  points  de  la 
proposée,  polaires  prises  par  rapport  à un  cercle  donné  ; ce 
cercle  se  nomme  cercle  directeur,  ligne  directrice.  Les  deux 
figures  ont  été  appelées  polaires  réciproques  par  rapport  à ce 
cercle.  Cette  réciprocité  consiste  en  ce  que  toute  droite  A de 
la  première  figure  aura  aussi  son  pôle  dans  lu  seconde,  et  ce 
pôle  sera  l’intersection  des  polaires  des  points  de  la  droite  A. 
D’après  ce  qui  vient  d’ètre  dit  plus  "haut,  ces  propriétés  con- 
viennent aux  sections  coniques  : elles  conviennent  au  cas 
où  la  directrice  est  un  angle  (1.3,  app.),  angle  qui  d’ailleurs 
est  aussi  la  section  d’un  cône  par  un  plan.  De  là  des  moyens 
de  solution  pour  une  multitude  de  questions  relatives  aux 
sections  coniques. 

Nous  avons  dit  (I.  7)  qu’on  peut  appliquer  la  transforma- 
tion de  polarité  à l’espace,  en  prenant  pour  directrice  une 
sphère  : chaque  point  de  la  figure  donnée  est  alors  remplacé 
par  son  plan  polaire  relativement  à cette  sphère , et  à chaque 
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point,  à chaque  droite,  à chaque  plan  de  l’une  des  figures, 
répond  un  plan,  une  droite,  un  point  dans  l’autre.  Nous 
n’étendrons  pas  plus  loin  ces  indications,  pour  ne  pas  em- 
piéter sur  la  géométrie  analytique;  faisons  observer  pour- 
tant qu’on  peut,  dans  cette  relation  des  figures  polaires  réci- 
proques, supprimer  la  directrice  et  lier  les  deux  figures  par 
certaines  lois  exprimées  analytiquement,  ce  qui  donnera  à 
la  transformation  une  extension  presque  indéfinie. 
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NOTE  II. 


SUR  LE  CALCUL  I)K  TT. 


On  peut  établir  deux  limites  qui  comprennent  rn,  li- 
mites exprimées  en  fonction  de  deux  apothèmes  antérieurs. 
Nous  avons  (1.  3) 

2r,=R-t-r,  2rs=R,+r, , R,i=Rr,  ; 

delà  R=2r, — -r,  R1=2rJ — r,. 

Substituant  dans  la  relation  Ra,=Rr, , on  a 
(2r8— r,)*=(2r,—  r)r,  ; 
d’où  4 r% — 4r1r2+r1a=2r,s — tr,  ; 

r. 


puis 


(•) 


y v ' v • 

Or,  — =1 - -,  Ce  qui  change  la  relation  (1)  en 

r2  r. 


r,— r je,— r)  (r,— r, 

r-~ r*~  4 4rs 

Il  s’ensuit  que  si  l’on  considère  une  série  d'apothèmes 
rt,  ri+1 , on  tire  de  (2) 

ri+,—r, 
rM-S  »Vl  < ~ r > 


ri+3  ri-t-2  < 


ri+2  ri-H  ~.ri+l O 


4 " 4a  ’ 

„ ri+1— r, 

" 4U_, 


(3) 


Digitized  by  Google 


ÉLÉMENTAIRE. 

Ajoutant  membre  à membre,  on  a 

ri+u — n+i  < — n)  + ••••  + 4u. 

Sommant  la  progression  géométrique,  on  a 


' 293 


4 


1 i+u 


<r. 


l-f-l 


rJ±^-ri/  LV; 

3 \ 4'—  / ' 


(4) 


résultat  facile  à énoncer,  surtout  si  l’on  néglige  _ . 

Pour  avoir  une  limite  inférieure  de  ri+u,  on  met  (2) 
sous  la  forme 

_ ri r«— 1 (ri ri— l)  (rM-,  T|)  ,c, 

r„-r, — . (5) 

Dans  le  dernier  terme,  il -n’y  a qu’à  remplacer  les  fac- 
teurs du  numérateur  par  des  valeurs  excédantes,  r^,  par 
une  valeur  déficiente,- et  on  aura  une  limite  dans  le  sens 
voulu. 

Or,  le  tableau  qu’on  trouvera  ci- après  montre  que 
^ 16  4* 

r4  ' ^ïô*  — 104  4s- 

D’ailleurs , (2)  ou  (5)  montre  que  chaque  différence 
r^, — r(  est  moindre  que  le  quart  de  la  précédente.  Donc 

r4_r3  , 4* 

»’*— ■ r*< — r— <: 


'S 

etc 


104.44’ 


»r 


h‘  Ai-*’ 

— »’i< 


4^ 

104.4‘- 

Afi 

104.4‘* 

Un  mettra  ces  limites  à la  place  des  facteurs  du  numé- 
rateur dans  le  dernier  terme  de  (5) , et  au  dénominateur 
on  peut  remplacer  ri+1  par  0,63,  qui  est  moindre  que  tous 
les  apothèmes  si  l’on  suppose  t>4.  Il  vient 
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rH-l ri> 

i 


»ï*“-rWi 


V° 


42i  108.0,63* 


(6) 


Le  facteur  de  -r^j-est  <0,017  ; je  pose  0,017=*.  (7) 

4* 


Je  remplace  dans  (6)  » par  i+l,  *4-2,  etc.,  et  il  vient 

ru.,*— r,  s 


ri+i—  ri+1> 

fj+s — »Vf-î> 


4 421+2’ 

ri+2— ri+,  s 


(8) 


et  d’après  (8) 


> 


4 

rH-3 — ri+l 


42N-4« 

s 


4â  421+3  421-4-4* 

La  loi  est  facile  à saisir.  Pour  simplifier  les  écritures, 
on  fera 


r,.,.,— r,=  D, 


42 1 


:=t, 


(fi 


et  l'on  a 
ri+* — ri+,  >£- 


■t. 


D l t D t 


rn.4— ri+3> 

etc 


D ( 


t 


D 


4 3 42 
D 


r i-f-u 


u-i>Jiu_r 


4S 

I 


‘4Î>43  “ 1 ’ 


t 

3^4’ 


•>l 


D 


4“-'  4U-*  4“— « 4»*-*  3.4u~3' 

Sommant  à partir  de  rj+2 — rj+, , on  aura  dans  le  second 
membre  le  facteur  de  D , qui  sera , comme  plus  haut , 

en  outre,  le  facteur  de — t,  qui  est  14- 


i(i LY 

3 \ 4°“7’ 

1 1/1  1 1 y 


1 11  13 
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-Donc,  vu  (9),  on  a 

/j (10) 

3 V 4u+7  9.4* 1+2  1 ' 


' l+U 


>»ï- 


Si  toutes  les  quantités  «|ui  entrent  dans  (4)  et  (10)  pou- 
vaient se  calculer  rigoureusement,  le  dernier  terme  (Je  (10) 
mesurerait  l’approximatioh.  Ce  terme 

221  225  *1 


!<; 


9000. 4* 1+3  ^9000. 42i+*  10.4*i+î’ 

mais  il  n’en  est  pas  ainsi  : avec  les  notations  du  livre  3, 


on  a 


ri+U  <C  &i-M  4-  «j-M  4- 

vi 

fy-M  ei 


^i+i4-ei-,-i — b 


ri+u>  ^i-hl4- 


3 

3 (1_ 10.4* 1+3 


(11) 

-(12) 


Pour  mesurer  l’erreur,  on  prendra  la  différence  des  se- 
conds membres,  et  on  y ajoutera  3;  10*  (v.  page  105), 
pour  tenir  compte  des  erreurs  provenant  des  produits  et 

1 

des  quotients  par  3,  de  même  que  du  quotient  ■ 

On  obtient  ainsi,  pour  l’erreur  que  je  nomme  zn, 

1 . 3 

La  formule  (10),  page  105,  donne  pour  ei+I , et  des 
limites;  nous  y remplaçons  4,91  par  5;  nous  avons  ainsi 


(13) 


ei+i  4-  «i 


/53V-1  / 53\'-* 

W +( 


(ïi 


3 


3 

53^"' 


/59V-1  r 42]  . 

•(*2)  t1+53C3- 


l— 

\42 


Rétablissant  le  facteur 


95 

159 

1 


a / 1)0 

<«•  K 


3V-1 


10* 


42 

dans  les  et  on  a 
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3.4“-' 


+ 3 


—4 

10  H 


1 

iü74^- 


■•(14) 


Pour  montrer,  pur  un  exemple,  l’emploi  de  ces  formules, 
je  suppose  qu’il  s'agisse  de  calculer  n avec  6 décimales;  on 
fera  (page  105)  k=6,  d’où  n=13,  3=10.  Ainsi  on  ira 
jusqu’à  r13,  et  on  conservera  10  décimales.  Pour  connaître 

la  valeur  de  t,  on  posera  Car  k-\- 3=9.  Négli- 

geant le  terme  affecté  de  u,  on  aura  la  condition 


Si 


l’on  avait  seulement 


10» 

4?rrs<47,  0,1  trouverait  que 


»=5  satisfait;  ce  nombre  satisfait  à lu  condition  complète, 
et  il  suffit  de  calculer  jusqu’à  r,..  Voici  le  tableau  des 
valeurs  : 


r =0,5 

6,  =0,6035533905 
6S=0, 6284174365 
63=0, 6345731492 
64=0, 6361083632 
6S=0, 636491 9355 
ftt.=0, 6365878141 


B =0,7071067811 
B,=0, 6532814824 
B., =0,6407288619 
B5=0, 6376435773 
B,  =0,6368755077 
B;|=0, 6366836927 


Actuellement,  dans  les  formules  (11),  (12),  nous  ferons 
i=5,  f-t-u=  1 3 , d’où  m=8.  Mais  nous  calculerons  direc- 
‘tement  les  limites  de  es  et  e6,  sans  le  secours  de  la  for- 
mule (10),  page  105,  et  en  nous  servant  des  formules  de 


la  page  104,  savoir  e4< t e4<1  -t-f4^3''82. 

On  trouve  ainsi  es<(4,  6,  e,;<^5,  8,  en  unités  du  10e  ordre 
décimal.  Les  formules  (11)  et  (12)  deviennent 


r. 
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+e6 


^6  + e« b* 

3 


(•+ 


b a—bs—«s/i  1 \ 1 

r*z>b*  + 3 \ K1)  10.4' 3 

Je  prends  1>C< — 4„=0, 0000958786  ; 

eG  = 6;  10'  «5  = 5:10*°, 


de  là  6,.+es 


—=0,0000061035+...  ; 

■ 4‘ 

bo+*o—J>*  0,6366197745— , etc. , 


b a "+"  «b  bs  I 


3 


et 

Ensuite 

d’où 


=0, 19 +,  etc., 

4 

r,s<0, 6366197726. 


<»6 — — «5=0,0000958775  ; 


V 


'6  5 CS 

3 


=0,6366197732* 


/;5— «S  1 

‘41 


retranchant  — rr — — qui  = 20:10*'  — etc.. 


3 

1 


= 15:10'° — etc., 


et  qui 

10.4* 3 1 

ou  a r13>  0,6366197697. 

Nous  savons  que  a — r,-  est  < 5: 10".  Mais  nous  pou- 
vons calculer  cette  différence  d’une  manière  plus  appro- 

0,21 

cliée.  En  effet,  elle  est  (page  104)  moindre  que  -7^  . ce 

29  . . . . 

qui  est  <-  Ajoutant  ceci  à la  limite  supérieure  de 

r,3,  on  a 

p <0,6366197765; 

d’ailleurs  p>  0,6366197697,  limite  inférieure  de  r,s. 
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Divisant  2 pur  chacun  de  ces  nombres,  on  a 
3,14159207, 
*>3,14159202. 


Onadohc,etmêmeà  moinsde- 


101 


près,  tt=3, 141 5926  4-... 


Remarquez  que  z,,  (14)  admet  un  minimum  relatif  à *, 
pour  un  3 donné.  Avec  le  secours  des  logarithmes  népé- 
riens, on  trouve*!’ équation  «lu  minimum,  qui  est 


Si  l’on  néglige  

b 8 3.4U— 1 ’ 


on- a 


d’où 


53 

(*  *)**  Ï2  ^ *+■!•  1*  6 = 3 — 2 t.  /.  4. 

. 3—0,93651 

* i~29C9 — ’ nom^re  moindre  que  3. 


Pour  3=10,  on  aurait  t’= 7 environ. 

On  peut  aussi  former  l’expression  complète  dfe  la  limite 
de  l’erreur  commise  sur  p,  laquelle  limite,  au  moyen  de 
Ru — ru  (page  102),  est 

0,21 

4M-u  +Z"’ 

et  on  pourrait  chercher  le  minimum  de  cette  dernière, 
relativement  à t et  u.  Quoi  qu’il  en  soit,  on  voit  qu’en  dis- 
posant de  t,  u et  3,  on  peut  avoir  p d’une  manière  aussi 
approchée  qu’on  veut,  au  moyen  de  (11)  et  (12). 
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EXERCICES. 


1.  TBéoükm».  Étant  donnés  m points,  parmi  lesquels  il  n'y  en  a pas  (rois 

fîTi  1 ' (m  2|  3 2 J 

en  ligne  droite,  on  pourra  former  . polygones  dilTM 

réllls  ayant  chacun  tous  ces  points  pour  sommets  ; parmi  tous  ces  polygones, 
il  n’y  en  a jamais  plus  d'un  qui  soit  convexe  et  non  étoilé. 

'S.  Th.^Fio.  6.  Si  deui  droites  ÀD,  DB  rencontrent  une  droite  ÈC.de^ 
manière  que  les  A ADE,  CDB,  non  adjacents,  soient  égaux,  l)fi  sera  lé 
prolongement  de  AD.  • 

*8.  Ta.*— Fto.  6.  SI  quatre  droites  AD,  DB,  CD,  DE  concourent  eh  Un 
point  D,  de  faton  que  les  A non  adjacents  soient  égaux,  savoir  ADE=»CDfe,  , 
ADC— EDB,  il  en  résulte  que  DB  est  le  prolongement  de  AD,  et  DE  lÀ 
prolongement  de  CD. 

•4.  Psoeiàiqf,  D’un  point  pris  dans  un  A mener  une  droite  également  in- 
clinée sur  les  côtés  de  cet  A- 
Construire  un  quadrilatère,  connaissant  : 

«6.  Pa.  Les  quatre  côtés  et  Utl  Ai 

•o.  Pa.  Lés  quatre  côtés  et  une  diagonale  ; ( 

<t.  Pâ:  trois  Côtés  et  les  deux  diagonales;  \ 

•8.  Pa.  Deux  côtés  adjacents,  les  deux  diagonales  et  un  A non  compris  én4 
tre  lés  deux  éOtés  donnés.  Ce  problème  présente  deux  cas  par  rapport  à t9 
position  de  l'A  donné;  * 

• 9.  Pa.  Deux  côtés  oppbsés , lés  délit  diagonales  et  un  A i 

• 10.  Pa.  Un  côté  et  les  quatre  segments  des  diagonales.  \ 

•H:  PS.  Décrire  un  trapète,  connaissant  les  quatre  côtés  (sachant  quels' 
sont  les  côtés  qui  doivent  être  parallèles). 

*1*.  Plu  Étant  données  deux  droites  MH,  Pt},  on  prend  sur  la  droite  MN 
un  point  A,  et  on  demande  de  trouver  sur  PQ  un  point  B tel;  que  si  de 
point  on  mène  sur  MN  une  perpendiculaire  ÉC;  elle  soit  égale  à CA  (I* 
lecteur  est  prié  de  faire  la  figure).  _ 

F 13.  Tu.  Dans  un  pentagone  11  ne  saurait  y avoir  plus  de  trois  A qui  soient" 
droits. 

\ 14.  Ta.  SI  du  point  d’interseetion  des  deux  diagonales  d’un  ÇJ  on  métrt* 
deux  droites  quelconques,  les  points  où  elles  rencontrent  les  côtés  sont  les 
quatre  sommets  d’un  nouveau  f~l.  * 

ll&.  Pa.  Par  deux  points  donnés,  faire  passer  un  cercle  qui  ait  son  centra  , 
sur  tme  ligné  donnée;  t 

'16.  Ta.  Un  quadrilatère  est  inscriptible  st  les  A opposés  sont  supplémen- 
taires. (Récip.  de  pr.  13,  1.  2.) 

4 17.  Th.  Si  dans  un  quadrilatère  la  somme  de  deux  côtés  opposés  est  égales 
à celle  des  deux  autres , on  peut  inscrire  un  cercle  dans  ce  quadrilatère.! 
(Récip.  de  p.  14, 1.  2.)  f 

\ 18.  Pa.  Par  un  point  pris  due  un  cercle,  mener  une  corde  de  longueur} 


'»»  . ‘ ■' 
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donnée,  et  déterminer  les  limites  entre  lesquelles  la  longueur  donnée  doit 
cire  comprise  pour  que  le  problème  soit  possible. 

* 19.  Th.  Si  dans  un  cercle  on  mène  deux  cordes  à angle  droit , et  qu'on  en 
joigne  les  extrémités  aux  centres,  les  A opposés  au  centre  seront  supplé- 
mentaires. 

f 20.  Th.  — Fie.  78  bis.  Soient  menées  du  point  A deux  tangentes  au  cercle  » 
B ; menez  du  point  de  contact  D une  perpendiculaire  à AE;  la  partie  inter- 
ceptée entre  U et  AB  sera  — BD. 

v 21.  Pb.  Par  un  point  pris  dans  un  cercle,  mener  une  corde  telle  que  la 
diiférence  des  segments  dans  lesquels  ce  point  divise  la  corde,  soit  égale  à 
une  longueur  donnée. 

/22.  Pr  Par  un  point  extérieur  à un  cercle,  mener  une  sécante  telle  qu> 
la  partie  interceptée  dans  le  cercle  soilégale  à une  longueur  donnée. 
f 23.  Pb.  Mener  une  tangente  commune  à 2 cercles  donnés. 

/24.  Pb.  Deux  cercles  étant  donnés,  mener  une  sécante  telle  que  les  par- 
ties interceptées  dans  les  cercles  soient  égales  à des  longueurs  ^données.  , 
Construire  un  a connaissant  : 

1 2b.  Pb.  La  base,  la  hauteur  et  un  A à la  base; 

I 20.  Pr.  i.a  base,  la  hauteur  eli'A  au  sommet;  , 

| 27  Pb.  La  hase,  un  A adjacent  et  la  somme  des  deux  autres  côtés;  , 

f 28.  Pb.  La  base,  un  A adjacent  el  la  différence  des  deux  autres  côtés;  m 

| .9.  Pu.  La  base,  l’A  au  sommet,  et  la  somme  des  deux  autres  côtés;  m 

fui.  Pb.  La  base,  l’A  ausommet,  et  Indifférence  des  deux  autres  côtés; 

/3l.  Pr.  La  base,  l’A  au  sommet  et  le  rayon  du  cercle  inscrit; 

J -12.  Pn.  Deux  côtés  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit;  • 

/■Ut.  Pb.  Les  A adjacents  à la  base  et  la  hauteur;  m 

/■ii.  Pn.  La  base  et  les  droites  menées  des  extrémités  de  celle  base  aux  mi-^ 
lieux  des  côlés  opposés. 

,H&.  Pr..  La  base  el  les  perpendiculaires  menées  des  extrémités  de  cette  bastf 
sur  les  côtés  opposés  ; 

füti.  Pb.  Deux  côtés  et  la  droite  qui  va  de  leur  point  d’üitersoclion  au  mi- 
lieu du  troisième. 

f ;I7.  Pr.  Entre  les  deux  côtés  de  l'A  droit  d'uu  s rectangle  , placer  unef 
droite  de  longueur  donnée  qui  ail  son  milieu  sur  l’hypolhénusc. 
g«8.  Pr.— Fig.  84.  Dans  un  s ABC,  mener  une  droite  DE  parallèle  à ItCa 
de  façon  que  DE=DB-t-EC. 

• ?,9.  Pr.  Décrire  un  s rectangle  connaissant  un  côté  el  sa  projection  sur 
l'bypothénuse. 

f 40.  Th.  Si  avec  les  trois  hauteurs  d'un  s ou  construit  un  second  a , les 
hauteurs  de  celui-ci  sont  proportionnelles  aux  côlés  de  celui-là.  r 

Construire  un  a connaissant  : 

Ml.  Pb.  Les  trois  hauteurs;  * 

j 42.  Pb.  Les  trois  médianes; 

1 13.  Pb.  Les  milieux  des  trois  côtés; 
f 44.  Pn.  Deux  A et  la  somme  des  côtés  opposés; 


U' 
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f 45.  Le  périmètre  et  deux  A-  ^ 

jff  46.  Pr.  Le  périmètre,  un  A et  la  hauteur  menée  du  sommet  de  l’un 
des  deux  autres  A* 

fkl.  Pr.  La  somme  de  deux  côtés  et  leurs  projections  sur  le  troisième 
Remarque.  Dans  un  4 on  peut  considérer  : 

Les  3 sommets, 

4 centres  des  cercles  tangents  aux  côté;, 

I centre  de  cercle  circonscrit, 

3 milieux  des  côtés, 

3 pieds  des  hauteurs, 

3 pieds  des  bissectrices, 

12  points  de  cSntacl  des  cercles  tangents, 

3 A. 

3 côtés. 

3 hauteurs, 

3 bissectrices. 

3 médianes , 

5 rayons  des  cercles  tangents  et  du  cercle  circonscrit, 

136  sommes  de  ces  longu  urs  2 à 2. 
l30dilTércnres  »'</. 

13u  produits  kl. 

1 périmètre. 


\ 

\ 


448 


Total  448  éléments  qu’on  pourrait  multiplier  encore. 

Sauf  quelques  cas  d’indétermination,  et  quelques  autres  qui  rentrent 
les  uns  dans  les  autres,  le  nombre  des  problèmes  auxquels  ils  donnent  lipu 
est 

448.447.446  f 

1.2.3 


K' 


ou  14,880,696.  * • 

/ 48.  Pr.  Par  les  sommets  d’un  4 donné,  faire  passer Xois  droites  formant 
un  nouveau  4 tel  que  les  sommets  du  premier  soient  les  pieds  des  hau- 
teurs du  second.  t 

/ 49.  Pr.  Par  un  des  points  d'intersection  de  deux  cercles  mener  une  droite 
dont  la  longueur  totale  interceptée  dans  ces  deux  cercles,  soit  égale  à une 
ligne  donnée.  * 

/.ri0.  Ta.  Par  un  point  donné  dans  un  /\,  mener  une  droite  qui  forme  avec 
cet  A un  * Ie'  <lue  s°mme  des  côtés  adjacents  à l’A  donné  soit  égalera 
une  ligne  donnée. 

s 51.  Pr.  Par  un  point  donné  dans  un  A'  mener  une  droite  telle  que  les 
distances  du  point  donné  aux  points  où  cette  droite  rencontre  le*  côté»  de 
l’A  ou  leurs  prolongements,  soient  dans  un  rapport  donné.  ' 


CÜÇitized  by  Google 


309  GKOMKTRIP. 

/ 52.  P».  Étant  donnés  deux  points  sur  un  cercla  et  une  tangente  4 tin 
'troisième  point,  trouver  sur  celte  tangente  un  point  tel  que  l’A  formé  i% 
les  droites  qui  joignent  ce  dernier  point  aux  deux  premiers,  soit  le  plus 
grand  possible.  \ 

^^3.  Pr.  On  donne  les  diagonales  d’un  quadrilatère  inscrit,  l’/\  qu’elles 
comprennent  et  l’A  de  deux  côtés  adjacents  ; construire  ce  quadrilatère. 

/ 54.  Pr.  Étant  donnés  deux  cercles,  en  tracer  un  troisième  qui  ait  un 
rayon  donné  et  inlerceple  dans  les  deux  autres,  des  arcs  dont  les  cordes 
soient  respectivement  données. 

{55.  Pr.  Par  deux  points  donnés , Taire  passer  un  cercle  qui  intercepte 
ans  un  cercle  donné  un  arc  dont  la  corde  ait  une  longueur  donnée. 
t 56.  Pr.  Étant  donnés  les  quatre  côtés  d’un  quadrilatère  inscrit,  le  con- 
struire. 

/ 57.  Pr.  Avec  un  côté  donné  et  les  deux  A adjacents,  construire  un  qua- 
drilatère qui  soit  inscriptible  et  circonscriptible. 

I 58.  Th.  Les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés  d’un  qua- 
drilatère se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales. 


Décrire  un  cercle  : 

I 59.  Pr.  Tangent  à deux  droites  données  et  ayant  son  centre  fltr  une 
droite  donnée  ; 

/ 60.  Pr.  Tangent  à deux  droites  et  ayant  un  rayon  donné  ; 

) 61.  Pr.  Passant  par  deux  points  donnés  et  langent  à une  droite  donnée; 

J 62.  Pr.  Tangent  à deux  droites  et  passant  en  un  point  donné; 
f 63.  Pr.  Tangent  à une  droite,  passant  en  un  point  et  ayant  un  rayon 
donné  ; 

f 64.  Pr.  Tangent  à une  droite,  passant  en  un  point,  ayant  son  centre  sur 
une  droite  donnée. 

*65.  Pr.  Dans  un  cercle  donné  inscrire  3,  4, 5,  etc.,  cercles  égaux  tangents 
entre  eux  et  au  cercle  donné. 

♦ 66.  Pr.  Des  trois  sommets  d’un  s donné,  pris  pour  centres , décrire  trois 
cercles  tangents  deux  à deux. 

»67.  Pr.  Inscrire  un  carré  dans  un  s. 

» 6S.  Pr.  Étant  donnés  deux  points  sur  une  circonférence,  y déterminer  un  - 
troisième  tel  que  les  cordes  qui  le  joignent  aux  deux  autres  soient  dans'un 
rapport  donné. 

\ 69.  Pr.  Étant  donnés  deux  poinlsA  , B hors  d’un  cercle,  déterminer  sur 
la  circonférence  un  point  C tel  que  les  points  où  les  droites  AC,  BC  cou- 
pent en  outre  la  circonférence,  soient  sur  une  parallèle  à AB. 
s 70.  Th.  La  somme  des  perpendiculaires  abaissées  d’un  point  intérieur  4 
un  a équilatéral,  sur  les  côtés,  est  égale  à la  hautenr. 

/ti.Th.  — Fis.  124.  Dans  tout  a on  a 

OA'  OB'  OC'  OA  OB  OC  . 

ÀT'+BB7~*'ccÿ“1'  El  ir^BB'^CC'^- 

/T2.  Th.  Dans  Inut  a le  centre  du  cercle  circonscrit,  l'intersection  4es  mé- 
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dignes,  le  «titre  du  cercle  mené  par  les  milieui  des  côtés,  l'intersection  des 
hauteurs  sont  en  ligne  droite,  et  placés  dans  l’ordre  où  on  vient  de  les 
pommer;  les  distances  du  premier  point  aux  trois  autres  sont  t:  2;8:p; 
enfin  le  second  et  le  quatrième  sont  les  cèptres  de  similitude  des  deux  cer- 
cles désignés. 

v73.  Tp.  Le  cercle  mené  par  les  milieux  des  côtés  d’un  a passe  par  les  pieds 
des  hauteurs  et  par  les  milieux  ries  portions  des  hauteurs  comprises  entre 
les  sommets  et  le  point  de  concours  desdites  hauteurs. 

74-  !'»■  Sur  trois  circonférences  concentriques,  placer  les  sommets  res- 
pectifs d’un  a semblable  à a donne. 

* “74.  J’a,  D’un  point  pris  Sur  le  plan  d’un  EJ,  mener  une  droite  qui  divise 
l’aire  de  cette  figure  en  deux  parties  équivalentes. 

—7(5,  Pa.  D’un  point  pris  sur  un  côté  d’un  a,  tirer  une  droite  qui  divise  le 
a en  deux  parties  équivalentes. 

■ 77'.  P».  Trouver  dans  un  a un  point  tel  que  les  droites  menées  de  ce  point 
aux  trois  sommets,  divisent  le  a en  trois  parties  équivalentes. 

/ 78.  Pb.  D’un  point  pris  dans  un  a,  tirer  trois  sécantes  qui  divisent  le  a en 
trois  segments  équivalents. 

*79.  Th.  Si  l’on  joint  les  milieux  des  côtés  adjacents  d’un  quadrilatère,  la 
ligure  ainsi  formée  est  un  EJ  dont  l’aire  est  la  moitié  de  celle  du  quadri- 
latère donné. 

0 80.  Pb.  — Fie.  1 1 1 . D’un  point  O pris  hors  d’un  cercle,  mener  une  sécante 
telle  que  le  rectangle  AOxAC  soit  égal  à un  carré  donné. 

0 81.  Pb.  D’un  point  pris  dans  le  plan  d’un  A-  tirer  une  sécante  telle  que 
le  rectangle  des  segments  soit  égal  à un  carré  donné. 

’v  82.  Pb.  Etant  donnés  une  droite  cl  un  cercle,  trouver  sur  la  droite  un 
point  tel  qu’en  menant  de  cc  poiut  une  sécante,  le  rectangle  des  deux  seg- 
ments soustractifs  terminés  à ce  point  soit  égal  à un  carré  donné. 

83.  Pb.  Sur  un  diamètre  Ali  d’un  cercle,  trouver  un  point  D tel  que  si 
parce  point  on  mène  une  corde  EDF,  faisant  avec  AB  un  A*  donné,  le 
carré  de  DE  soit  au  rectangle  AD XDB  dans  un  rapport  donné. 

084.  Pb.  Diviser  une  droite  de  longueur  donnée  en  deux. segments  dont  les 
carrés  soient  dans  un  rapport  donné. 

f 85.  Pu.  Conslrnirc  un  carré  connaissant  la  dilTérence  entre  la  diagonale 
et  le  côté. 

1 86.  Th.  Si  dans  un  cercle  deux  cordes  se  coupent  à A droit,  la  somme  des 
carrés  des  quatre  segments  est  égale  au  carré  du  diamètre. 

'87.  Pb.  Étant  donné  le  rayon  d’un  cercle,  Irouver  les  surfaces  des  poly- 
gones réguliers  inscrits  et  circonscrits  de  trois  et  de  six  côtés. 

~88.  Pb.  Élant  donné  le  rayon  d’un  cercle,  Irpuver  la  surface  du  décagone 
régulier  inscrit  et  celle  du  décagone  régulier  circonscrit. 

*89.  Pb.  Étant  donné  le  côté  d’un  polygone  régulier,  Irouver  l'apothème 
et  le  rayon. 
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T 90.  Tu.  Les  côtés  du  pentagone,  de  l'hexagone  et  du  décagone,  réguliers, 
forment  un  s rectangle. 

I 91.  Tu. Si  deux  droites  se  coupent,  deux  plans  respectivement  perpendi- 
culaires à ces  droites  se  coupent  aussi. 

92.  Th.  Sur  chacune  des  quatre  faces  d'un  tétraèdre  , déterminez  le  point 
situé  à l'intersection  des  médianes;  les  quatre  droites  qui,  dans  le  tétraè- 
dre, joignent  ces  points  aux  sommets  opposés,  se  coupent  en  un  point  situé 
au  quart  de  la  hauteur,  par  rapport  à chaque  face  prise  pour  base. 

93.  Pu.  Diviser  un  tétraèdre  en  quatre  parties  équivalentes  par  des  plans 
partant  d’un  point  intérieur  et  menés  par  les  six  arêtes. 

94.  l’a.  Par  une  droite  située  sur  une  face  d'un  tétraèdre,  mener  un 
plan  qui  coupe  le  tétraèdre  en  deux  parties  équivalentes. 

95.  Th.  Si  trois  sphères  se  coupent  deux  a deux,  il  y a deux  points  corh- 
muns  aux  surfaces  de  ces  trois  sphères. 

95.  Th.  Klaul  données  trois  sphères  dont  chacune  est  extérieure  aux 
deux  autres,  on  peut  toujours  leur  mener  huit  plans  tangents  communs. 
(De  là  on  déduit  fort  simplement  les  axes  de  similitude  de  trois  cercles.^* 

97.  Pu.  Trouver  le  volume  et  la  surface  des  cônes  équilatéraux  inscrit 

et  circonscrit  à une  sphère.  " * 

98.  l’a.  Trouver  l*/\  dièdre  d'un  polyèdre  régulier  dont  on  a la  face. 

99.  Pa.  Trouver  le  rayon  de  la  sphère  Inscrite  et  celui  de  la  sphère  cir- 
conscrite à un  polyèdre  régulier  dont  ou  a la  face.  ^ 

• 
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LIVRE  1. 

PRINCIPES  DE  L’ANALYSE  DES  FONCTIONS 
ANGULAIRES. 


Déf.  1 . Le  but  de  In  trigonométrie,  considérée  de  In  ma- 
nière la  plus  générale,  est  de  faire  entrer  dans  le  calcul  les 
angles  au  moyen  de  In  droite. 

Cette  partie  des  mathématiques  doit  son  origine  au  calcul 
des  triangles.  On  sait  qu’un  A rectangle  est  déterminé  si 
l’on  en  connaît  trois  éléments,  dont  nu  moins  l’un  est  un 
côté  : d’ailleurs,  tout  A pouvant  se  décomposer  en  deux  A 
rectangles,  la  résolution  des  triangles  se  réduit  à celle  du 
A rectangle.  Or,  pour  résoudre  un  A rectangle  dont  on  connaît 
trois  éléments,  il  suffirait  d’avoir  un  autre  A rectangle  sem- 
blable au  premier,  et  d’ailleurs  tout  connu  : les  angles  de 
ce  nouveau  A seraient  les  mêmes  que  ceux  du  premier;  les 
côtés  seraient  proportionnels  ; un  simple  calcul  arithmétique 
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ferait  donc  connaître  tout  ce  que  le  A proposé  renferme  d’in- 
connu. \insi,  on  serait  en  état  de  résoudre  un  A quelconque 
si  l’on  avait  une  table  contenant  les  éléments  calculés  d’une 
série  de  A rectangles  dont  les  angles  aigus  présenteraient 
toutes  les  valeurs  possibles.  Pour  arriver  à cette  fin,  on  a 
considéré  une  suite  de  pareils  A ayant  tous  même  hypothé- 
nuse  0B,=0Bs...,etc.  (fig.  1);  et  comme  il  est  impossible  de 
donner  aux  angles  aigus  toutes  les  valeurs  possibles,  on  s'est 
contenté  de  faire  varier  l’angle  en  O par  degrés  assez  petits, 
pour  ne  donner  lieu  qu’à  des  erreurs  négligeables.  Ce  sera, 
par  exemple,  de  minute  en  minute,  ou  de  seconde  en  se- 
conde, etc. 

Outre  cette  série  de  A on  en  a calculé  une  seconde,  en  pre- 
nant un  côté  de  l’angle  droit  comme  côté  commun. 

De  là  résulte  pour  chaque  angle  un  système  de  lignes 
B,  C,,  OC,;  B.,  Câ,  OC* , etc.  ; outre  le  côté  OB,,  OB*,  etc. 
Ces  lignes  ont  reçu  des  noms  particuliers  : on  va  les  définir 
en  substituant  aux  angles  des  arcs  de  cercle  , et  les  défini- 
tions suivantes  ne  portent  provisoirement  que  sur  les  valeurs 
absolues. 

I)éf.  2.  — Fig.  2.  Le  sinus  d’un  arc  AC  est  la  perpen- 
diculaire CD  abaissée  d’une  des  extrémités  C de  l’arc  sur  le 
rayon  OA,  qui  passe  à l’autre  extrémité  A.  • 

Remarque.  Il  suit  de  là  que  le  sinus  d’un  arc  est  égal  à la 
.moitié  de  la  corde  de  l’arc  double.  En  effet,  prolongez  CD 
jusqu’à  la  circonférence  en  C'.  Le  rayon  OA,  perpendiculaire 
à la  corde  CC',  divisera  cette  corde,  ainsi  que  l’arc  sous- 
tendu  CAC',  en  deux  parties  égales.  Donc  l’arc  CAC'  est  le 
double  de  l’arc  CA,  et  CD,  sinus  de  CA,  est  moitié  de  CC\ 
corde  de  cet  arc  double. 


Si  l’arc  AC  était  de  30",  CAC’  serait  de  60°;  or,  la  corde 
de  60°  est  égale  au  rayon,  donc  le  sinus  de  30°  est  la  moitié 
du  rayon.  .Nous  représenterons  le  rayon  par  r : de  là 


1 . 1 
sinus  30°=-  r,  ou,  par  abréviation,  «V».  30°=-  r. 
2 2 


j 


9 . 
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Si  l’arc  AC  était  de  45",  CAC'  serait  de  90°,  et  CDC’  serait 
le  côté  du  carré  inscrit,  lequel  est  —rV~2  ; donc 

sin.  kô°=-rYr2. 

JL 

Enfin,  si  AC  était  de  60°,  l’arc  CAC'  serait  de  120°,  ce 
qui  est  le  tiers  de  la  circonférence  ; donc  CC’,  côté  du  triangle 
équilatéral  inscrit,  serait  =rV/3  ; par  suite 

sin.  60°=-r1^3. 

2 

Déf.  3.  La  tangente  d’un  arc  AC  est  la  partie  AE  de  la 
tangente  indéfinie  menée  à l’une  des  extrémités  de  l’arc,  et 
terminée  au  prolongement  du  rayon  OC,  qui  passe  à l’autre 
extrémité. 

Remarque.  Si  l’arc  AC  était  de  45°,  l’angle  EOA  serait 
aussi  de  45",  ainsi  que  son  complément  OEA;  le  A OEA 
serait  isocèle,  et  AE  serait=OA.  Donc  la  tangente  de  45° 
est  égale  à r,  c’est-à-dire  , 

tangente  45 °—r,  ou  tg.  45 °—r. 

Déf.  4.  La  sécante  d’un  arc  AC  est  la  distance  (OE)  du 
centre  à l’extrémité  de  la  tangente. 

Remarque.  Si  l’arc  AC  était  de  45°  , le  A rectangle  AOE 
serait  isocèle  et  donnerait 

0E=20A=2i", 

ou  sec.  45°=rl^2. 

Déf.  5.  Soit  BC  le  complément  de  l’arc  AC  : menons  le 
sinus  FC,  la  tangente  BG,  la  sécante  OG  de  ce  complément 
BC;  ces  lignes  se  nomment  respectivement  le  cosinus,  la  co- 
tangente,  la  cosécanle  de  AC.  Le  cosinus  d’un  arc  est  donc  le 
sinus  du  complément  de  cet  arc,  etc.  ; ainsi 

sin.  ÀC=CD,  tg.  AC=AE,  séc.  AC=OE, 
cos.  AC=FC,  col.  AC=BG,  coséc.  AC=OG. 
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Remarque.  1°  On  a FC=OD  : le  cosinus  mesure  donc  la 
distance  entre  le  centre  et  le  pied  du  sinus. 

2°  Si  l’arc  AC  était  de  45°,  son  complément  BC  serait 
aussi  de  45°  ; le  sinus,  la  tangente,  la  sécante  de  ce  complé- 
ment seraient  donc  respectivement  de  même  grandeur  que 
le  sinus,  la  tangente,  la  sécante  de  l’arc  AC. 

Donc  cos.  45°=stn.  45°=^-rl^2, 

2 

cot.  45°=l</.  45°=r,  i 
coséc.  Ï5°=séc.  45®=rk^2. 

3°  Le  sinus,  la  tangente,  la  sécante,  le  cosinus,  la  co- 
tangente, la  cosécante  d'un  arc,  se  nomment  les  lignes  tri- 
gonomélriques  de  cet  arc  ; les  trois  premières  se  nomment 
les  lignes  directes , les  autres  sont  dites  indirectes. 

Remarque  générale.  Dans  les  A aucun  angle  ne  surpasse 
180°;  mais  il  y a des  questions  d’analyse  qui  conduisent  à 
des  arcs  plus  grands  que  la  circonférence  même.  Or,  quel- 
que grand  que  soit  l’arc,  les  définitions  2,  3,  4,  5,  s’y  ap- 
pliquent. Si  l’on  ne  comparait  jamais  entre  eux  que  des 
arcs  terminés  dans  le  même  quadrant,  il  suffirait  de  faire 
entrer  dans  le  calcul  les  valeurs  absolues  des  lignes  trigo- 
nomélriques:  Il  n’en  est  pas  ainsi  : nous  montrerons  que, 
pour  considérer  à la  fois  des  arcs  quelconques,  il  est  néces- 
saire de  donner  aux  lignes  trigonométriques  des  signes,  » 
et  pour  trouver  sur  la  ligure  ces  signes  sans  ambiguité,  voici 
les  conventions  qu’il  suffit  d’établir  : 

Fig.  2.  1"  Regarder  le  point  A comme  la  première  ex- 
trémité, l’origine  commune  des  arcs  et  des  tangentes. 

2°  Compter  à partir  de  ce  point,  dans  un  même  sens, 
tous  les  arcs  absolus  ou  positifs. 

3°  Regarder  comme  positifs  les  sinus  qui  tombent  d’un 
côté  du  diamètre  AA'  mené  par  l’origine,  etcomme  négatifs 
ceux  qui  tombent  de  l’autre  côté. 

4°  Regarder  comme  positifs  les  cosinus  qui  tombent  d’un 
côté  du  diamètre  BR'  perpendiculaire  à AA',  etcomme  né- 
gatifs les  autres. 

• 
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En  comptant  les  arcs  absolus  de  A vers  B,  nous  regarde- 
rons comme  positifs  les  sinus,  qui  sont,  par  rapport  à AA', 
du  même  côté  que  le  premier  quadrant  AB;  nous  regarde- 
rons de  même  comme  positifs  les  cosinus  qui,  par  rapporté 
BB',  tombent  du  même  côté  que  AB,  et  nous  prendrons 
pour  origine  des  cotangentes  le  point  B. 

4°  Les  tangentes  seront  positives  si  elles  tombent  par 
rapport  à AA'  du  même  côté  que  AB,  et  les  cotangentes  le 
seront,  si  elles  sont  du  même  côté  que  AB,  par  rapport  à 
BB',  Les  autres  tangentes  et  cotangentes  seront  négatives. 

6°  Les  sécantes  présentent  deux  cas  : celle  de  l’arc  AC  est 
OE,  et  contient  le  point  C,  fin  de  l’arc,  tandis  que  celle  de 
l’arc  ABH  est  aussi  OE,  mais  ne  contient  pas  H,  fin  de  l’arc; 
nous  regarderons  comme  positives  les  sécantes  et  cosécantes 
qui  contiennent  la  fin  de  l’arc,  et  comme  négatives  les 
autres. 

7°  Nous  regarderons  comme  négatifs  les  arcs  comptés  de 
A vers  B'. 

Toutes  ces  conventions  sont  subordonnées  à la  première; 
sans  celle-ci  les  autres  seraient  vagues  et  ne  produiraient 
que  confusion. 

Le  but  de  ces  conventions  est  de  rendre  applicables  à 
tous  les  cas  les  formules  démontrées  pour  tel  ou  tel  cas  en 
particulier,  il  nous  est  impossible  de  prouver  déjà  ici  que  ce 
but  est  atteint  ; mais  nous  dirons  que  toutes  les  formules  de 
trigonométrie  dérivent  de  deux  systèmes  de  relations  : aussi- 
tôt que  ces  deux  systèmes  seront  établis , nous  montrerons 
que  le  premier  est  d’accord  avec  ces  conventions,  mais  ne 
les  nécessite  pas,  tandis  que  le  second  les  nécessite  impérieu- 
sement, et  est  d’accord  avec  elles.  On  reconnaîtra  aussi  que 
les  symboles  négatifs  doivent  ici,  comme  en  algèbre,  être 
assujettis  aux  règles  connues. 

Toutes  les  fois  que  nous  énoncerons  une  ligne  au  moyen 
des  lettres  qui  la  distinguent  sur  la  figure,  nous  entendrons 
désigner  la  valeur  absolue  de  cette  ligne.  Ainsi  OD,  AC, 
désignent  les  valeurs  absolues  de  ces  lignes,  les  seules  qui 
aient  été  définies  dans  les  définitions  2 à 5.  Il  faut  donc  mo- 
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difier  maintenant  ces  définitions,  et  les  étendre  aux  valeurs 
relatives  conformément  aux  comentions  qui  viennent  d’ètre 
posées.  Ce  sont  ces  valeurs  relatives  que  nous  appelons  fonc- 
tions angulaires. 

PROPOSITION  I. 

Pkoblkmk.  — Fig.  2. 

Discuter  les  signes  des  lignes  trigonotnélriques  pour  tonies 
les  valeurs  de  l'arc. 

Supposons  que  le  point  C se  confonde  avec  A : l’arc  CA 
deviendra  nul  ; le  sinus  CD  se  réduira  aussi  à zéro,  de  même 
que  la  tangente  AE  ; quant  à la  sécante,  elle  se  confondra 
avec  OA  ou  r ; le  cosinus  OD  deviendra  OA  ou  r;  la  colan- 
gente  BG  augmente  à mesure  que  le  point  C se  rapproche 
de  A,  et  on  peut  prendre  le  point  C assez  près  de  A pour  que 
la  cotangente  soit  plus  grande  que  toute  grandeur  don- 
née : cette  ligne  augmente  donc  indéfiniment,  et  n’a  point 
de  limite,  ce  qu’on  exprime  en  disant  qu’elle  devient  infinie. 
La  cosécante  de  l’arc  nul  est  aussi  infinie.  Ainsi 
,s»n0=0,tgf0=0,séc0=r,cos0=r,co<0=oo  ,cosécO=<x.  . 

Si  l’arc  augmente  de  0 à 90°,  le  sinus,  la  tangente , la 
sécante  augmentent  ; le  cosinus,  la  cotangente,  la  cosécante 
diminuent,  et  dans  le  premier  quadrant  ces  lignes  conser- 
vent le  signe  -K  A 45°,  ainsi  qu’on  l’a  déjà  remarqué,  les 
lignes  directes  sont  respectivement  égales  aux  indirectes.  A 
90“  le  sinus  est  OB  = r;  la  tangente,  qui  a augmenté  sans 
limite,  ainsi  que  la  sécante,  est  infinie;  la  cotangente  est 
devenue  zéro  ; la  cosécante  s’est  confondue  avec  OB;  en  un 
mot,  les  lignes  directes  ont  pris  les  valeurs  que  prennent  les 
lignes  indirectes  de  l’arc  0 et  réciproquement,  ce  qui  doit 
être,  vu  que  le  complément  de  90°  est  0. 

De  90°  à 180°  le  sinus  diminue  et  reste  positif  : par 
exemple  pour  l’arc  ABl  le  sinus  est  IL.  Quant  à la  tangente, 
elle  n’est  plus  dirigée  sur  AE,  mais  sur  son  prolongement  : 
sa  valeur  absolue  est  AM  ; la  tangente  est  négative  comme 
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tombant  au-dessous  de  AA'.  La  sécante  a pour  valeur  ab- 
solue OM ; elle  ne  contient  pas  la  fin  1 de  l’arc;  elle  aura 
donc  le  signe  — . Le  cosinus  de  ABI  est  placé  en  OL  ; il 
tombe  à gauche  de  BB’;  il  aura  lesigne  — . La  cotangente  BK 
aura  de  même  le  signe  — , et  la  cosécante  OK,  contenant 
la  tin  de  l’arc,  aura  +. 

Donc,  ddfcs  le  second  quadrant,  le  sinus  et  la  cosécante 
sont  positifs  ; les  quatre  autres  lignes  sont  négatives.  Les 
lignes  directes  diminuent  de  valeur  absolue  de  90  à 1 80", 
les  autres  augmentent. 

Supposonsque  le  point  I vienne  en  A'  : l’arc  sera  de  180°; 
on  aura  . a 

tin  1 80"  = 0,  Ig  180“  = 0,  sic  180°  = — r, 

cos  180°  = — r,  cot  180°  = — oo  , coséc  180"  = 4-*>  . 

L’extrémité  de  l’arc  tombant  dans  le  troisième  quadrant, 
en  H par  exemple,  le  sinus  tombe  sur  HL;  il  est  négatif  » 
comme  dirigé  au-dessous  de  AA';  le  cosinus  sur  OL  ; il  est 
encore  négatif;  la  tangente  AE  et  la  cotangente  BG  sont 
positives  ; la  sécante  tombe  sur  OE , la  cosécante  sur  OG  ; 
elles  sont  négatives  comme  ne  contenant  pas  le  point  H. 

De  180  à 270°,  les  lignes  directes  augmentent  de  valeur 
absolue,  les  lignes  indirectes  diminuent  de  même.  „ 

* A 270°  on  aura  * - 

sm  270°  = — r , tg  270“  = oo  , séc  270°  = — oo  , 
cos  270“  = 0, cot  270°  = 0, coséc  270°  = — r. 

Dans  le  quatrième  quadrant  en  G',  le  sinus  est  — C D,  la 
tangente  = — AM,  la  sécante  = 4-  OM,  car  elle  contient  la 
lin  C'.  Le  cosinus  = 4-  OD,  la  cotangente  = — BK,  la  co- 
sécante = — OK.  \ 

De  270°  à 360°  les  lignes  directes  diminuent  de  valeur 
absolue,  les  autres  augmentent  de  môme. 

Si  le  point  G’  revient  en  A,  les  lignes  reprennent  les  va- 
leurs qu’elles  avaient  respectivement  pour  l’arc  nul. 

Ces  résultats  ne  sont  pas  bornés  aux  arcs  moindres  que 
360°  : tout  arc  positif  ou  négatif  qui  se  termine  dans  le  » 
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’ premier  quadrant  AB,  présentera  les  mêmes  particularités 
que  les  arcs  compris  entre  0 et  90°  ; car,  quel  que  soit  l’arc, 

. si  son  origine  est  A et  sa  (in  C,  il  a les  mêmes  lignes  tri— 
gonométriqucs  que  AC,  puisque  c’est  le  rayon  OA  et  le 
point  C qui  les  déterminent  (déf.  2 — 5).  De  même  tout  arc 
terminé  dans  le  second  quadrant  présentera  les  particula- 
rités relatives  aux  arcs  compris  entre  90“  et  190°,  etc. 

On  remarquera  que,  1°  le  sinus  a le  même  signe  que  le 
cosinus  dans  les  quadrants  impairs;  il  est  do  signe  contraire 
au  cosinus  dans  les  quadrants  pairs; 

2°  La  tangente  et  la  cotangente  sont  toujours  de  même 
.signe;  elles  sont  positives  dans  les  quadrants  impairs , né- 
gatives dans  les  autres; 

3°  La  sécante  est  toujours  de  même  signe  que  le  cosinus, 
et  la  cosécante  que  le  sinus. 

4°  Le  sinus  et  le  cosinus  varient  entre  r et  — r;  la 
tangente  et  la  cotangente  entre  -+•  oo  et  — oo  ; la  sécante 
cl  la  cosécaule  entre  -f-r  et  -f-  oo  , |>uis  entre  — ret  — oo  , 
Ccsdeux  dernières  ne  sont  jamais  comprises  entre  +»'  et — r. 

5°  Enfin  toutes  les  lois  qu’une  ligne  change  de  signe  en 
passant  par  l’infini,  elle  a le  double  signe  lorsqu’elle  est  in- 
finie. Soit,  pour  exemple,  tg  90°  : si  l’on  prend  un  arc  com- 
pris entre  0 et  90°,  sa  tangente  est  > 0 ; l’arc  augmentant 
jusqu’à  90°,  la  tangente  augmente,  reste  positive  et  devient  * 
+ » . Mais  qu'au  lieu  de  cela  ou  considère  un  arc  compris 
, entre  90  et  180";  sa  tangente  est  < 0;  l’arc  diminuant 
jusqu’à  90",  la  tangente  reste  <0,  et  augmente  indéfini- 
ment en  valeur  absolue.  Donc  aussi  tg  90“  = — oo  , et  par 
suite  Ig  90“  = ± x ; 

De  même  des  autres. 

aU . vV»  jJK  .^jr 

PROPOSITION  II. 

• JW 

■**  • . . ,■/  . 

» - Théorème. 


Si  un  arc  augmente  d'un  nombre  entier  de  circonférences, 
, aucune  de  ses  lignes  Irigonométriques  ne  change. 
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Car  le  nouvel  arc  a les  mômes  extrémités  que  l’ancien 
(déf.  2-5)  : donc/c  étant  un  nombre  entier  quelconque,  on  a 

sin  (2/c.  180°  + x)  = tin  X , 

cos  (2 k.  180°  + a;)  = cos  x,  etc.  (1) 

PROPOSITION  III. 

Théorème.  — Fig.  2. 

Si  à un  arc  on  ajoute  un  nombre  impair  de  demi-circon- 
férences, ses  lignes  trigonométriques  ne  changent  point  quant 
aux  valeurs  absolues  ; mais  toutes,  excepté  la  tangente  et  la 
cotangenle,  changent  de  signe. 

En  effet,  soit  AC  un  arc  : en  y ajoutant  un  nombre  impair 
de  demi-circonférences,  on  obtiendra  un  second  arc,  ter- 
miné en  H,  sur  le  même  diamètre  que  C : ces  deux  arcs  étant 
ainsi  terminés  dans  des  quadrants  de  môme  parité,  leurs 
tangentes  auront  le  même  signe,  ainsi  que  leurs  cotangen- 
tes; leurs  sinus  seront  de  signes  contraires,  de  même  que 
les  cosinus,  sécantes  et  cosécantes.  D’ailleurs  la  tangente,  la 
cotangente,  la  sécante  et  la  cosécante  auront  les  mêmes  va- 
leurs absolues  AE,  BG,  OE,  OG  ; les  sinus  et  cosinus  forme- 
ront de  part  et  d’autre  des  triangles  égaux,  et  seront  respec- 
tivement égaux  en  valeur  absolue. 

Ces  propriétés  ont  lieu  quel  que  soit  l’arc  AG;  qu’il  soit 
positif  ou  négatif,  quelle  que  soit  sa  grandeur  absolue,  quel, 
que  soit  encore  le  sens  dans  lequel  on  compte  les  demi-cir- 
conférences ajoutées.  Nommant  donc  x un  arc  quelconque, 
positif  ou  négatif,  k un  nombre  entier  positif  ou  négatif, 
on  pourra  représenter  par  (2fe+l)  180°  un  nombre  impair 
quelconque  de  demi-circonférences,  et  l’on  aura 

sin  [(2ft+l)  1 80°-f-a? j = — sinx 
, . cos  [(2&4-1)  180°-f-a:]  = — cosx 

tang  ;(2/r-t-l)  180°-Kc]  — tgx 
cot  |(2&-+-1)  180“-f-Æj  = cotx; 
etc. 
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PROPOSITION  IV. 

Théorème. — Fig.  2. 

Deux  arcs  égaux  el  de  signes  contraires  ont  des  cosinus 
égaux,  mais  des  sinus  égaux  et  de  signes  contraires. 

En  effet,  soient  deux  arcs  AC  et  — AC'  dont  les  valeurs 
absolues  sont  les  mêmes.  Puisque  AC  = AC',  In  droite  CC' 
sera  perpendiculaire  à OA  : donc  sin  AC  = CD,  sin  ( — AC") 
= — C’I)  = — CD,  et  cos  AC  = OD.=  cos  ( — AC').  Cela 
posé,  quelle  que  soit  la  longueur  de  AC,  il  est  évident  que 
les  points  C,  C'  seront  toujours  de  différents  côtés  du  dia- 
mètre AA',  et  à égales  distances  de  cette  droite,  hors  les 
cms  où  ils  tombent  tous  deux  sur  cette  même  droite  AA'. 
Donc  le  cosinus  sera  toujours  commun,  et  les  sinus  seront 
égaux  et  de  signes  contraires,  excepté  le  cas  où  C et  C'  tom- 
bent sur  AA',  alors  les  sinus  seront  nuis  tous  les  deux.  Ainsi 
x étant  un  arc  positif  quelconque,  on  a 

sin  ( — x)  — — sin  x , cos  ( — x)~cos  x.  (3) 

Ces  formules  n’exigent  pas  que  x soit  positif  : car  soit  x' 
un  arc  absolu,  et  faisons-y  x = — x , elles  doienucnt 

sin  x — — sin  ( — x'),  cos  x x=  cos  (- — x ) . 

Or,  x étant  absolu,  on  a sin{ — x')  = — sin  x , cos  ' — x') 
—cos  X;  donc  ces  formules  se  réduisent  aux  identités 
. sin  x = sin  x , cos  x =cos  x . 

Il  s’ensuit  que  les  formules  (3)  deviennent  identiques  si 
l’on  y met  pour  x un  arc  négatif  : donc  elles  s'appliquent 
aussi  à ce  cas  et  sont  générales. 

PROPOSITION  V. 

Théorème. — Fig.  2.  * * 

Pour  deux  arcs  supplémentaires  l’un  de  l autre. 

I ° Les  sinus  sont  égaux,  de  meme  que  les  cosécanles  ; 
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2°  Les  quatre  autres  lignes  sont  respectivement  égales  et 
de  signes  contraires.  m 

Représentons  l’arc  AC  par  x ; soit  IC  parallèle  à AA';  l’arc 
ARI  sera  le  supplément  de  x.  Ainsi  ABI=180 — x.  Or,  on  a 

«inABI=  IL  = CD=  «mAC...  ou.«i»(180— x)=  sinx\ 

cos  AB1= — OL  = — OD  ——cos  AC...  cos  (1 80 — x)= — vos  x j 

tg  ABI= — AM= — AE-  — tg  AC...  t<j  (180 — x)= — Ijæ(  , 

cotABl=— BK=  —col  AC...  col[\ 80 — x)= — cotxr  1 

jrfcABf  -- — OM=  — sic  AC...  sec  (180 — x)— — ««cari  « 

et  coter  AB1—  OK=  cosic  AC...  casée  (180 — x}—  rosée  x) 

Kn  général,  si  nous  appelons  supplément  d’un  arex  po- 
sitif ou  négatif  quelconque,  la  différence  180 — x,  ces  for- 
mules seront  vraies,  quel  que  soit  x. 

Car  soit  x'  un  arc  quelconque;  posons  x= 180 +x  , la 
première  deviendra 

sin  ( — x')=*w  (180-f-x'). 

Or,  il  est  prouvé  que  sin  ( — x )— — sin  x (p.  4),  et  que 
sin  (180-|-x')= — sin  x (p.  3);  donc  la  première  formule 
devient  identique  si  l'on  y fait  x=180-Hx'.  D’un  autre 
côté,  x étant  quelconque,  180-l-x'  l’est.  Donc  on  peut  don- 
ner à x des  valeurs  quelconques.  Mèn\p  raisonnement  sur 
les  autres  formules  (4). 

PROPOSITION  VI. 

0 

PROBLÈME. 

Réduire  au  premier  quadrant  une  ligne  trigonomélrique 
quelconque. 

On  réduit  d’abord  à la  première  circonférence. 

1°  Si  l’arc  donné  est  négatif,  on  le  rendra  positif  en  y 
ajoutant  un  nombre  suffisant  de  circonférences,  ce  qui  ne 
change  rien  à la  ligne  trigonométrique  (p,  4). 
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EXRMPI.BR. 

tin  (— f}46”)=  tin  (—1 346° 4-1 440°) =sm  94°, 

tang{—  928°)=  tg  (—  928° 4-1080°)=  Ig  152°. 

2°  Si  l’arc  est  positif,  on  en  retranchera  autant  de  fois 
300°  que  faire  se  peut  (p.  2). 

EXEMPLES. 

cos  864°=cos  (864° — 720°)  —cot  144", 
col  1729°=co<  (1729°— 1440°)=col  289°. 

Cela  fait,  si  l’arc  est  encore  plus  grand  que  180°,  on  en 
retranche  180°,  ce  qui  ne  change  rien  aux  tangentes  et  co- 
tangentes, mais  change  les  signes  des  autres  lignes  d’après 
prop.  3. 

Ainsi  sw  237= — sin  67, 

ros  342=' — cos  102, 
tg  292= tg  112,  etc. 

Enfin,  si  l’arc  est  encore  plus  grand  que  90",  on  passe  au 
supplément,  d’après  les  formules  (4)  (p.  5). 

Exemples. 

cos  162"= — cos  18°. 
tg  1 12°=  — tg  68". 

Rien  n’empôchede  modifier  la  marche  de  ces  réductions  ; 
rien  n’empèche  non  plus  de  descendre  jusqu’au  premier  oc- 
tant (c’est-  ù-dire  au-dessous  de  45"). 

On  trouve  de  cette  manière 

tg  1 750°  = tg 310°  = tg  130°=— tg 50» =— cot  40°. 

Car  la  tangente  50°  est  égale  à la  cotangente  du  complé- 
ment qui  est  40"; 

tin  ( — 820°)  = sin  200°  = — sin  80° = — cos  1 0° . 


k 
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PROPOSITION  VII. 

Problème.  — Fig.  2. 

I 

Trouver  tous  les  arcs  qui  répondent  à une  ligne  triÿono- 
mé trique  donnée,  connaissant  l’un  de  ces  arcs. 

1°  Soit  donné  le  sinus  d’un  arc,  c’est-à-dire  soit  l’équa- 
tion «n  x=a;  soit  décrit  le  cercle  dans  lequel  les  arcs  doi- 
vent être  considérés,  soit  pris  le  peint  A pour  origine  et 
le  quadrant  AR  comme  premier  quadrant;  si  a est  positif, 
on  portera  a sur  le  rayon  OB,  de  0 en  F ; du  point  F on 
mènera  une  parallèle  à AA';  soient  I,  C les  points  où  elle 
rencontre  la  circonférence  ; tous  les  arcs,  tant  positifs  que 
négatifs,  qui  se  terminent  en  C et  I.  ont  leurs  sinus  égaux 
à FO.  Or,  soit  représenté  par  a l’arc  AC,  lequel  est  le  plus 
petit  des  arcs  positifs  qui  répondent  au  sinus  donné  : nom- 
mons k un  nombre  entier  quelconque , r.  la  demi-circonfé- 
rence ; tous  les  arcs  positifs  ou  négatifs  terminés  en  C seront 
donnés  par  x=2liT:-\-x  : car  un  pareil  arc  se  compose  de 
AC  augmenté  d’un  nombre  entierdecirconférences,  comptées 
de  A vers  B,  ou  de  A vers  B'. 

Quant  aux  arcs  terminés  en  I,  iis  se  composent  de  ABI 
plus  un  nombre  entier  de  circonférences  positives  ou  néga- 
tives ; mais  ABI=ABA’ — A’I=7r — a.  ; donc  ces  arcs  sont 
donnés  par  x=2kn+r. — a={2lc+i)~ — «.  Ainsi  a étant'  * 
le  pins  petit  arc  qui  répond  au  sinus  donné,  k un  nombre 
entier  quelconque,  tt  la  demi-circonférence,  l’équation 

sin  x=a  ■ * 

est  résolue  complètement  par 

X=2kn-t-<x,  æ=:(2A:-F-1)  tt — a. 

Si  le  sinus  donné  est  négatif,  on  en  porte  la  valeur  absolue 
de  O en  F' , on  mène  HF  C'  parallèle  à AA',  et  les  arcs  ter- 
minés en  C'  et  II  sont  les  arcs  demandés.  Le  plus  petit  arc  . _ • 

positif  est  ici  ABA’H  qu’on  représentera  par  x,  et  l’on  trou- 
vera pour  x les  mêmes  expressions.  t 


Y 


Digitized  by  Google 


t 


* 


SI 


320 


TRIGONOMÉTRIE. 


» 


T 


Pour  déterminer  toutes  les  valeurs  de  ,r,  il  suffit  d’en  con- 
naître une;  que  l’on  sache,  par  exemple,  qu’une  des  valeurs 
de  x est  m : cette  valeur  m sera  ou  de  la  forme  2k'U+oc,  ou 
(2/;  4-1)  s — a;  k étant  un  nombre  entier. 

Dans  le  premier  cas,  les  valeurs  de  x peuvent  se  trans- 
former ainsi  : 
la  première 

X—2kr.  4“û£ — 2 (k — k )ii-\~(2k  t.  4-  a)  ^rc2  ()&—— A*  )tc4-wi  ,* 
la  deuxième 

X—(i2k-{-\)n — cl—  I 2(&+£'-)-t-l]ir — (2k'n-\-a) 

= 1 2 ( k -{-k  ) 4- 1 ! T:— —mi  . 

Ainsi  toutes  les  valeurs  de  x seront  données  par  ces  deux 
formules,  où  k — k , k^-k  sont  des  nombres  entiers  quel- 
conques, et  lesquelles  peuvent  ainsi  être  mises  sous  la  forme 
x=2k'z+m,  (2 A;" 4-1) TT — m. 

Dans  le  second  cas,  on  prendra 

X—2  kir-t-x=(2  k-\-k  4- 1 ) tc—  [ (2k  4-1)  tc— « 1 
=(2  k +2k  4- 1)  r.—m 

et  ®=(2/i-t-l  )tc — a.— (2k — 2k--\-  2fc'r4»r — oc ; 

=2  (k — k')r.+m, 

et  ces  valeurs  sont  encore  de  la  forme 

2k  t:4- m,  (2 k -4- 1 ) tc — wi . 

Donc  enfin,  quel  que  soit  m,  pourvu  qu’il  satisfasse  à 
l’équation  s in  x=a,  toutes  les  autres  valeurs  de  x sont 

x=.2kr.-\-m,  x=  (2&4-1) rc — ni. 

2"  Ün  trouvera  de  même  que  si  l’équation  cos  x—a 
admet  la  valeur  x=m , toutes  les  valeurs  de  x sont 

xz=2kz+m,  x=2  kr. — m. 

-î°  4>i  l’on  a lq  x—a  et  x=m,  on  aura  en  général 
x—kn+m 
etc. 

Remarque.  Tous  les  arcs  qui  répondent  à une  ligne  tri— 
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gonométrique  donnée,  ayant  l’origine  commune,  se  ter- 
minent à deux  points  différents.  C’est  ainsi  1°  que  les  points 
C et  1 sont  les  fins  de  tous  les  arcs  qui  ont  pour  sinus  OF  ; 
2°  que  les  points  C,  C',  sontles  fins  de  tous  ceux  qui  ont  pour 
cosinus  OD  ; 3°  que  C,  H sont  celles  des  arcs  qui  répondent 
à la  tangente  AE  ; etc. 

PROPOSITION  VIII. 

Théorème.  — Fig.  3. 


Du  sommet  d’un  angle  comme  centre , avec  un  rayon  ar- 
bitraire, soit  décrit  un  arc  de  cercle  terminé  aux  côtés  de 
l’angle,  et  soient  menées  les  lignes  trigonomélriques  de  cet 
arc  : l’angle  déterminera  les  rapports  de  ces  lignes  avec  le 
rayon,  et  réciproquement  chacun  de  ces  rapports  détermine 
l’angle. 

Soient  l’angle  O,  les  arcs  AB,  A'B',...  décrits  du  centre  O 
avecdes  rayons  arbitraires;  soient  menés  les  sinus,  tangentes, 
etc.,  AC,  A'C';  BD,  etc.,  de  ces  arcs;  à cause  des  A semblables, 
on  a 


AC_AC' 


°C_°C_  DB_D'B'_ 
etC‘;ÂÔ'"ÂrÔ"~etC';  ÔB  CÎÏT  etC 


Donc  le  rapportdu  sinus  au  rayon  est  déterminé  et  unique; 
il  en  est  de  môme  du  rapport  du  cosinus  au  rayon  , etc. 

Réciproquement,  chacun  de  ces  rapports  détermine  l’an- 
gle; et  si  l’on  ne  considère  en  effet  que  des  /\  positifs 
moindres  que  360°,  chacun  de  ces  rapports,  avec  son  signe, 
détermine  au  plus  deux  valeurs  pour  l’angle.  Car  si  l’angle 
O varie  de  0 à 360°,  le  sinus  AC  de  l’arc  correspondant 
ne  prendra  que  deux  fois  la  valeur +AC;  par  suite,  le  rap- 
AC  A’C’ 

port — = — -,=  etc.,  ne  prendra  aussi  que  deux  fois  la 


même  valeur;  de  même  le  cosinus,  la  tangente,  etc.  Donc 
entre  0 et  360°  il  n’y  a que  deux  /\  pour  lesquels  le 
rapport  du  sinus  au  rayon  ait  une  valeur  donnée;  ce  rap- 
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porl  détermine  donc  l'angle.  De  même  des  autres.  Du  reste, 
en  considérant  les  A entre — ao  et-f-oo,  ces  rapports 
déterminent  les  A «««si  bien  que  les  lignes  elles-mêmes 
déterminent  les  arcs  dans  un  cercle  donné. 

Remarque.  U serait  donc  plus  naturel,  en  tant  qu’il  s’agit 
d’angles,  de  n’introduire  dans  les  formules  que  les  rapports 
des  lignes  trigonométriques  au  rayon  ; mais  pour  établir 
ces  formules  par  des  considérations  géométriques,  il  est 
presque  toujours  plus  commode  de  remplacer  les  A par 
les  arcs,  et  par  suite  le  rayon  s’y  rencontre.  Cependant  il 
est  facile  de  ramener  les  choses  à l’état  où  elles  seraient  si 
l’on  n’avait  point  introduit  cet  élément  étranger  : il  suffit 
pour  cela  de  supposer  que  le  rayon  est  l’unité  à laquelle  on 
rapporte  les  lignes  trigonométriques.  Soit  par  exemple  don- 
née la  formule 


tg  (a-t-M  — r-jtg  ü+tg  b).  m 

r* — tgaUjh  ' ' 

Nommons  ta,  (b,  les  rapports  de  tg  a,  tgb, 

1 9 (n+4)  arec  le  rayon  r,  de  sorte  que 


tg{a-\-b) ^ 


tg  a , tgb  , 

r (a+ft),  =séa,  ^=(b\  (2) 

puis  tg[a-hb)=ri{a-î-b),  lga=rt’a,  lgb=r.ib.  (3) 
Ces  valeurs  substituées  dans  (1)  donnent 


rf(a+6)=!^î±£e, 

r — rt a l b 


ou 


i a — f-f  b 
1 — (a. (b' 


w 


formule  que  I on  peut  déduire  immédiatement  de  (1),  en  y 
faisant  r=l,  et  remplaçant  les  tg  par  i,  ce  qui  est  évident, 
vu  la  nature  des  relations  (2)  ou  (3). 

Réciproquement  pour  repasser  de  (4)  à (t),  il  suffit  de 
remplacer  la,  lb,  é(fl+6)  par  les  valeurs  (2). 
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Or,  pour  ne  pas  multiplier  les  notations,  on  écrit  la  for-  * 

mule  (4)  sous  la  forme  Ig  ia+b)  — . (5) 

w * v ' 1 — tga  tgb  ' > 

Ainsi  on  passe  de  (1)  à (5)  en  posant  r=l,  et  on  repasse 
de  (5)  à (1)  en  donnant  à chaque  tangente  le  dénominateur  r, 

....  ' tga  Iqb 

c est-a-dire  en  mettant — pour  tga , — pour  tgb, etc.  De 

sin  a , 

même  — pour  sin  a,  etc.  C est  ce  qu’on  appelle  rétablir 
le  rayon. 

On  n’oubliera  pas  que  cette  manière  d’opérer  est  une  abré- 
viation. 

Rien  n’empêche  d’ailleurs,  dès  le  principe,  c’est-à-dire 
lorsqu’on  établit  les  premières  relations  trigonométriques, 
de  prendre  le  rayon  pour  unité  : les  notations  sin,  cos...  n’y 
désignent  plus  que  des  rapports  ; y remplacer  sin,  cos,  etc., 

st'n  cos  , , ‘ , , , 

par  — — , etc.,  ce  n est  alors  autre  chose  que  les  rendre 
r r 

homogènes  par  rapport  aux  sin,  cos,  etc.,  r.  Car  les  rap- 

sin  cos  . , . 

ports  — — ,etc.,  par  lesquels  on  remplace  sm,  cos...,  sont 
r r • 

tous  du  degré  zéro,  et  les  formules  où  on  les  substitue 
seront,  si  l’on  ne  fait  que  cette  substitution  sans  autre  trans- 
formation, aussi  du  degré  zéro. 

y? 

- • PROPOSITION  IX.  v 

Problème. 


Trouver  les  relations  qui  lient  entre  elles  les  lignes  tri- 
gonométriques  d’un  même  arc. 

Ces  relations  se  réduisent  à cinq  formules,  dont  toutes 
les  autres  dérivent.  En  effet  (p.  7,  r.)  une  ligne  trigono- 
tnétrique  étant  donnée,  tous  les  arcs  qui  y répondent  ont 
une  même  origine  et  deux  fins  différentes;  par  conséquent 
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les  autres  lignes  trigonométriques  sont  déterminées,  et  cha- 
cune d’elles  a au  plus  deux  valeurs.  Mais  si  chaque  ligne 
trigonométrique  détermine  les  cinq  autres,  il  faut  qu’il  y 
ait  entre  ces  six  lignes  cinq  relations  distinctes,  et  pas  da- 
vantage. 

Fig.  2.  Ce  même  résultat  peut  s’établir  au  moyen  d’une 
figure  qui  fournira  ces  relations.  Soit  AC  un  arc  qui  n’est 
point  un  multiple  du  quadrant  : ses  six  lignes  trigonomé- 
triques forment  avec  le  rayon  les  trois  A OI)C,  OAE,  OBG, 
semblables  entre  eux,  et  rectangles.  Deux  A semblables  four- 
nissent deux  proportions  distinctes  entre  leurs  côtés;  la  com- 
paraison du  A ODC  avec  chacun  des  deux  autres  dounera  donc 
quatre  relations  distinctes;  la  comparaison  de  ces  deux  der- 
niers fournirait  encore  deux  et  môme  trois  proportions, 
mais  qui  seraient  des  conséquences  des  quatre  premières. 
Nommons  a,  /S,  y les  trois  côtés  de  l’un  des  A ; »,  (Z,  y ceux 
du  second  ; a",  /3\  •/'  ci^ix  du  troisième;  les  quatre  rela- 
tions en  question  sont 

« /S  a y a.  p et  y 

~ ~T,  , “7 “7  ) ~ ~7U  ! "ri  “b* 

et  p a.  y a P & y 

Réciproquement,  en  vertu  de  ces  quatre  relations,  sup- 
posées vraies,  les  trois  A seront  semblables , et  les  autres  pro- 
portions, que  fournissent  les  côtés,  se  déduisent  de  ccs  qua- 
tre égalités. 

En  outre,  les  trois  A sont  rectangles  : pour  traduire  cette 
propriété  en  équation,  il  suffit  d’ajouter  aux  quatre  relations 
ci-dessus  la  formule  • 

t Ci  i 

a — /-»  -t -y  . 

Car  celle-ci  exprime  que  l'un  des  A est  rectangle  ; par 
suite  les  deux  autres,  qui  lui  sont  semblables,  le  sont  aussi, 
et  réciproquement. 

Pour  avoir  les  cinq  relations,  on  suivra  donc  la  marche 
qui  vient  d’être  tracée,  ce  qui  peut  se  faire  de  plusieurs  ma- 
nières. Voici  celle  qui  fournit  les  formules  les  plus  com- 
modes. 
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Soit  AC=«. 

Le  A ODC  donne 


—a  —2  —a 

OD-f-DC=OC,  ou  cos*  a+sin*  a=r*. 

(1)  ’ 

ODC  et  OAE  donnent  les  deux  proportions 

r sïn  a 

0D:DC::0A:AE,  d’où  AE  ou  tga  — —, 

cos  a 

(2) 

„ , r* 

OD:OA-.’.OC:OE,  dou  OEouseca= . 

cos  a 

(3) 

Les  A ODC,  OBG  donnent  deux  proportions  : 

,,  , rcosa 

cd:ob::od:bg,  d ou  bg ou  cota= , 

sma 

(4) 

r* 

CD.:OB::OC:OG,  d où  OG  ou  coséca—— — . 

sma 

(5) 

Remarque  1.  Pour  se  sendre  compte  du  nombre  des  ma- 
nières de  déduire  de  ces  triangles  5 formules  distinctes,  on 
remarquera  que  chaque  A fournit  une  relation  telle  que  (1), 
ce  qui  fait  3 ; les  triangles  ODC,  OAE  fournissent  de  3 ma- 
nières différentes  2 relations;  de  même  ODC,  OBG,  ce  qui 
faitd’abord  3.  3.  manières  ; mais  au  lieu  de  comparer 
ODC  avec  chacun  des  deux  autres  A,  on  peut  comparer  soit 
OBG,  soit  OAE,  ce  qui  donne  encore  4.  3\  total  3*  manières. 

Remarque  2.  Ces  cinq  formules  forment  le  premier  des 
deux  systèmes  dout  il  a été  question  à la  remarque  générale 
qui  suit  la  définition  5. — Nous  avons  donc  à prouver  que 
ces  formules  s’appliquent  à tous  lej  arcs,  quand  même  on 
ferait  abstraction  des  conventions  établies  à l’endroit  cité  , 
mais  qu’elles  sont  d’accord  avec  ces  mêmes  conventions.  Or, 
quelque  part  que  l’arc  se  termine , pourvu  que  ce  ne  soit 
pas  à l’extrémité  d’un  quadrant,  les  six  lignes  trigonométri- 
ques  et  le  rayon  formeront  toujours  trois  A rectangles  sem- 
blables, qui  donneront  entre  leurs  côtés  les  formules  (1)- 
(5).  Que  si  l’extrémité  de  l’arc  tombe  sur  celle  d’un  qua- 
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drant,  ces  formules  seront  encore  satisfaites;  car  nous  avons 
montré  (p.  1)  que 

• sin  0=0  ; tg  0=0  , séc  0=r , 

cos  0 =r,  cot  0— so  , cosec  0=oo  , 
valeurs  qui  satisfont  aux  formules  (l)-(5). 

On  reconnaît  de  même  que  les  valeurs  absolues  qui  ré- 
pondent aux  arcs  de  90°,  180°,  270°,  y satisfont.  Donc  ces 
formules  seraient  géuérales  sans  le  secours  des  conventions 
citées. 

Pour  prouver  qu’il  y a accord , on  remarquera  d’abord 
que  la  formule  (1)  ne  contenant  que  les  carrés  des  sinus  et 
cosinus,  se  trouvera  toujours  vériiiée,  quels  que  soient  les 
signes  de  ces  sinus  et  cosinus.  Ensuite,  dans  le  premier 
quadrant,  où  le  sinus  et  le  cosinus  sont  positifs,  les  for- 
mules (2)-(5)  donnent  pour  les  quatre  autres  lignes  des  va-, 
leurs  positives.  Dans  le  second  quadrant  le  sinus  est  >0, 
le  cosinus  <0  ; les  formules  (2),  (3),  (4)  donneront  la  tan- 
gente , la  cotangcnte , la  sécante  négatives  ; (5)  donne  la 
cosécante  positive.  Dans  le  troisième  quadrant,  où  sinus  et 
cosinus  sont  négatifs,  les  formules  (2),  (4)  donnent  les  tan- 
gentes et  cotangentes  positives;  (3)  et  (5)  donnent  sécante 
et  cosécante  négatives.  Dans  le  quatrième  quadrant  où  sinus 
* <0,  cosinus  > 0,  la  tangente,  la  cotangente,  la  cosécante 

seront  négatives  en  vertu  de  (2),  (4),  (5)  ; la  sécante  sera 
>0  en  vertu  de  (3).  Ces  résultats  sont  identiques  avec  ceux 
de  la  proposition  1 . Il  y a donc  accord , et  pourvu  qu’on 
sache  les  signes  du  sinus  et  du  cosinus  (et  qu’on  observe 
les  règles  des  signes),  jps  formules  (l)-(5)  donneront  ceux 
des  autres  lignes.  On  peut  donc  dire  aussi  que  les  conven- 
tions faites  sur  les  signes  du  sinus  et  du  cosinus  entraînent 
comme  conséquences  celles  qui  sont  relatives  aux  autres  si- 
gnes si  l'on  admet  la  généralité  des  formules  (l)-(5). 
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PROPOSITION  X. 


PROBLEME. 


Exprimer  5 quelconques  des  6 lignes  trigonométriqucs 
d’tm  arc  en  fonction  de  la  sixième  supposée  donnée. 

U y a deux  cas. 

1°  Si  la  ligne  donnée  est  le  sinus,  de  la  formule  (1),  p.  9, 
on  tire  la  valeur  du  cosinus  et  on  la  substitue  dans  les  4 
formules  restantes.  De  même  si  le  cosinus  est  donné,  de  (1) 
on  tire  le  sinus  et  on  le  substitue  dans  les  autres  formules. 

On  trouve  de  cette  manière  : 


cos 


a=±V r* — sinla,  tga=- --/=j 


rsma 


seca=- 


■ r-, r^,cota=:- 

±J/rs — sma  sma  sma 

2°  Si  la  ligne  donnée  n’est  ni  un  sinus  ni  un  cosinus, 
parmi  les  formules  (2)-(5)  on  choisit  celle  qui  donne  la 
valeur  de  cette  ligne  ; on  joint  cette  formule  à (1),  et  on 
cherche  les  valeurs  du  sinus  et  du  cosinus  en  fonction  de 
la  ligne  donnée.  (^>  valeurs  trouvées,  on  les  substitue  dans 
celles  des  formules  (l)-(5)  qui  n’ont  pas  encore  été  em- 
ployées. 

Supposons  donnée  la  tangente.  On  prend  les  formules  (2) 

et  (1)  : 

rsina 

tqa= , sin  a-hcos  a=r  . 

cos  a 

tga.  cosa  , . 

La  première  donne  sina =- — , valeur  qu  on  sub- 

stitue dans  la  seconde,  et  il  vient 

ta' a.  cos*a  , . 

- . [-cosa—r, 


rfclr — sm’a’ 
±r\ rr'  — si«‘a 


-,  coséca- 
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d’où 

cos1  a (<</*  a 4-  r*)=  r4 

r* 

puis 

COS  a — - - , y— r — — J-  . 
±1  r +tg a 

. . . . . • Iga.cosa 

Substituant  ceci  dans  sma= , on  h 


stna=- 


rlga 


±V^+4g*a 

Dans  ces  valeurs  de  sin  a et  cos  a,  le  dénominateur  doit 
avoir  de  part  et  d'autre  le  même  signe. 

Restent  les  formules  (3),  (4),  (5),  qui,  substitution  faite 
de  ces  valeurs  du  sinus  et  du  cosinus,  donnent 


(6, 


r« 

séc a=±f  r’+ tg*a , col a= — , 

tga 


(?) 


cosec  a ~ ± 


rV  r'+lg'a 
Iga 


Remarque  1 . Quelques-unes  de  ces  formules  se  déduisent 
fort  simplement  de  la  figure  2. 

1°  Le  A rectangle  OAE  donne  par  exemple 
—2  —2  —2 

OE=OA-f-AE  ou  séc*a=ri-hlg~a , 
ce  qui  est  la  formule  (6).  ^ 

Par  le  calcul  : la  formule  (2),  élevée  au  carré,  donne,  si 
l’on  ajoute  r4  de  part  et  d’autre, 

, r'sin'a  (cos'a-h  sin'a) 

r'+lg  a— r*  H , --  = rA- -L 

cos  a cos  a 

Eu  vertu  de  (1),  cos‘a-\-sin‘a=r'i  \ 

r4  / r*  V'1 

donc  rt-\-tg<‘a= = ( ) zzzséc'a  en  vertu  de  (3). 

cos^a  \cosa / 

2“  Les  A semblables  OAE,  OBG  donnent 

ae:ob::oa;bg, 


ou  iya:r;:r:cota,  d’où  cola=- — ; c’est  (7). 

. Iga 
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Autrement,  on  a 

r s in  a r cos  a 

ta  a= , cola— — . — , 

cos  a srna 

multipliant,  il  vient 

• rsina  rcosa 

. ta  a X col  a— X — ; — =r\ 

cos  a sma 

ce  qui  est  la  même  chose  que  (7). 

Remarque  2.  Lorsqu’on  s’est  donné  le  sinus,  on  a vu 
que  plusieurs  des  autres  lignes  présentent  deux  valeurs,  et 

d’abord  cosa  =±Ÿ r* — sin~a.  Ce  résultat  peut  se  prouver 
d’une  autre'manière.  En  effet,  chercher  le  cosinus  en  fonc- 
tion du  carré  du  sinus,  c’est  chercher  toutes  les  valeurs  du 
cosinus  qui  répondent  au  carré  d’un  sinus  donné  (fig.  2). 
Or,  que  le  sinus  donné  soit  OF  ou  — OF’,  il  y a deux,  et  pas 
plus  de  deux  cosinus  correspondants,  qui  sont+OD  et — OL: 
ils  sont  égaux  et  de  signes  contraires.  Il  y a de  même  deux 
tangentes  AE  et — AM,  ou±AE,  deux  cotangentes  BG  et 
— BK  ; quant  aux  sécantes,  pour  le  cas  du  sinus  OF,  les  arcs 
terminés  en  C ont  pour  sécante  -f-OE , et  ceux  qui  sont 
terminés  en  I ont  pour  sécaute  — OM  : les  cosécantes  sont 
-t-OG  et  +0K. 

• PROPOSITION  XL 

problème. — Fig.  4. 

Etunt  donnés  les  sinus  el  cosinus  de  deux  arcs  , a . b , 
trouver  les  sinus  el  cosinus  de  leur  somme  et  de  leur  diffé- 
rence. 

Les  arcs  a et  b sont  supposés  positifs,  tous  les  deux  plus 
petits  que  45"  et  l'arc  a>6. 

Soit  O le  centre,  OA  le  rayon,  AB=a,  BC=i>.  Tirez  le 
rayon  OB,  et  menez  BB  perpendiculaire  à OA,  CE  perpen- 
diculaire à OB.  On  aura 

sina=BD,  coso=OL),  sm  6=CE,  cos6=OE. 
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On  a aussi  ABC=a-t-6.  Prolongeant  le  sinus  CE  jusqu’à 
la  circonférence  en  F,  on  a BF=BC  ; d’où  AF=AB — BC= 
a — b.  Il  s’agit  donc  de  calculer  les  sinus  et  cosinus  de  ABC 
et  de  AF  : les  sinus  sont  les  perpendiculaires  CG,  FH,  abais- 
sées de  C,  F sur  OA,  les  cosinus  sont  OG  et  OH  ; ainsi  les 
quatre  inconnues  sont 

sin  («4-ft)= CG,  sin  ( a — 6)=FH, 
cos  (a-t-6)=0G,  cos  (a — 6)=0H. 

Pour  les  déterminer,  on  remarquera  que  si  du  point  E, 
milieu  de  CF,  on  mène  El  perpendiculaire,  et  EK  parallèle 
à OA,  la  première  de  ces  lignes  est  la  demi-somme  des  bases 
CG,  FH  du  trapèze  CFHG;  de  plus , menant  aussi  FL  pa- 
rallèle à OA,  on  voit  que  CL  est  la  différence  des  mêmes 
bases,  et  par  suite  CK  en  est  la  demi-différente.  Donc,  pour 
déterminer  sin  (a-\-b)  et  sin  (a — 6),  il  suffit  de  calculer  El 
et  CK;  car  on  aura,  ce  que  d’ailleurs  la  figure  montre, 

sut  (o-f-ù)=CG=:EI-f-CK, 

sin  (a — &)=FH=El — CK. 

De  même  cos  (a4-6)=0G=01 — GI=üI — EK, 

cos  (a— &)=OH=OI+IH==OI+GI=Ol-)-EK. 

et  pour  avoir  les  cosinus,  il  suffît  de  calculer  leur  demi- 
somme  01,  et  leur  demi-différence  EK.  • 

De  ces  quatre  inconnues  auxiliaires  El,  01,  CK,  EK,  les 
deux  premières,  avec  la  quantité  connue  EO=co<  b , for- 
ment le  A EOI,  semblable  à BOD , où  les  trois  côtés  sont 
connus  ; les  deux  autres,  avec  CE=sm  6,  forment  le  A CKE, 
encore  semblable  à BOD.  Car  ces  deux  A ont  les  côtés  res- 
pectivement perpendiculaires.  Donc  on  trouvera  les  valeurs 
de  ces  inconnues  par  les  proportions 

El  OE  01  ...  . 

dedujtes  de  OEI,  OBD, 

BD  OB  OD 

CK  CE  EK  ,,,  . , 

et  — -=— = — déduites  de  CKE,  OBD. 

OD  OB  BD 
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De  là 


La  substitution  donnera  donc 

(1) 

tin  a cos  b- 1-  tin  b cos  a 
sm  (o+é) — f 

.(2) 

sina  cos  b — tin  b cos  a 
sin  (a — b)  — > 

(3) 

cos  a cos  b — s in  a s in  b 
cos[a-hb)  = 

(*) 

cos  a cos  b+sina  sin  b 
cos  (a — ■&)  = — r 

BD.OE 

sin  a.  cos  b 

OB 

— * 
r 

OD.OE_ 

cas  a. cash 

OB 

— % 
r 

OD.CE 

cos  a.  sin  b 

OB 

r 

BD. CE 

sin  a. sin  b 

.Ces  quatre  formules  constituent  le  second  des  systèmes 
dont  ou  a parlé  à la  remarque  générale  après  déf.  5.  Nous 
allons  donc  prouver  qu’en  suite  des  conventions  énoncées 
dans  cet  article,  les  formules  ci-dessus  s’appliquent  a tous 
les  arcs.  Pour  simplifier,  nous  ferons  »~1. 

1°  On  a supposé  a^>b;  or,  il  est  clair  que  si  I on  avait 
représenté  par  b le  plus  grand  des  der.  *.  arcs,  on  aurait  ob- 
tenu des  formules  qui  ne  différeraient  des  précédentes  qu  en 
ce  que  a serait  remplacé  par  b,  et  b par  a;  mais  si,  dans  les 
formules  (1),  (3),  (4),  on  fait  celte  permutation,  on  recon- 
naît qu’elles  ne  changent  pas  ; donc  on  aurait  retrouvé  ces 
mêmes  formules.  Quant  à (2),  elle  devient 

tin  ( b — o)=<in  b cot  a — fin  a cos  b. 
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Kl»  multipliant  celle-ci  par  — 1,  et  remarquant  que 
— sin  (b — a)=sin  ( a — b),  on  retrouve  la  formule  (2).  Donc 
les  4 formules  conviennent  au  cas  où  6>a.  Elles  sont  en- 
core vraies  si  b— a;  la  construction  relative  à sin  (a  +6), 
cos  (a+6)  ne  subit  point  de  modifications  essentielles  à ce 
cas.  Quant  à (1)  et  (3),  elles  donnent  sin  (a  — a).  = 0, 
' . cos  (a — u)=l , ce  qui  est  vrai. 

. D’après  ce  qui  vient  d’être  dit,  on  voit  que  a représente 

celui  des  deux  arcs  que  l’on  veut  ; il  s’ensuit  que  tout  rai- 
sonnement qu’on  aura  appliqué  à l’un  des  arcs  conviendra 
à l’autre. 

- 2.  Je  dis  que  les  4 formules  sont  encore  exactes  si  on 

donne  à b des  valeurs  comprises  entre  0 et  — 45".  En  elfet, 
soit — b'  une  pareille  valeur  : si  dans  (1)  et  (3)  je  donne  à 
a une  valeur  comprise  entre  0 et  45®,  et  à 6 la  valeur  b' , 
ces  formules  sont  exactes,  vu  que  b'  est  entre  0 et  +45°;  mais 
les  résultats  sont  absolument  les  mêmes  que  si  dans  (2)  et 
(4)  on  donne  à 6 la  valeur — b',  comme  la  substitution  le 
montre;  donc  (2)  et  (4)  subsistent  pour  les  valeurs  de  b 
depuis  0 à — 45.  En  remplaçant  dans  ce  raisonnement  (1) 
et  (3)  par  (2)  et  (4),  et  réciproquement,  on  conclura  la 
même  chose  pour  (1)  et  (3).  Ainsi  les  quatre  formules  sont 
vraies  pour  toutes  les  valeurs  de  a et  b,  de  +45  à — 45  ; 
et,  en  général,  si  elles  sont  vraies  pour  6=+wi,  quel  que 
soit  ni,  elles  le  sont  aussi  pour  b= — m. 

3°  Supposons  maintenant  que  les  formules  soient  vraies 
pour  toutes  les  valeurs  de  n,  depuis  une  valeur  /i — !)0“  jus- 
qu’à +«',  quel  que  soit  a,  je  dis  qu’elles  le  sont  encore  de 
. +«'  à 90+a’.  En  ellet,  si  dans  (1)  on  pose  a=90+a  . 

ou  a 

(6)*i«(90+x+6)=m«(90+j5).  cos  à+cos  (90 +x)  sin  b. 
Mais  sin  (90 -\-x-^b)=sin (90  -- x — l>)—cos  (&  + à) . 

De  même  sin  (90+®)=*m  (90 — x)—cosx, 

et  cos  (90+#)= — cos  (90 — x)= — sin  x. 
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Donc  (6)  se  réduit  à sin  (90+æ4-6)= 

cos  (x-+ -b)=cos  x cos  b — sin  x sin  b. 

Or,  si  l’on  donné  à x une  valeur  quelconque  comprise 
entre  à — 90°  et  a,  cette  formule,  qui  n’est  autre  chose 
que  (3),  est,  par  hypothèse,  vraie;  d’un  autre  côté,  donner 
à x une  valeur  entre  à — 90  et  a , c’est  donner  à 90 -Hr, 
c’est-à-dire  à a,  une  valeur  entre  90+a' — 90 et  90-f-a', 
c’est-à-dire  entre  a et  90  +a  . Donc  la  formule  (1)  donne 
des  résultats  exacts  depuis  a— à jusqu’à  «=90+a,  si  (3) 
est  exacte  depuis  a— a — 90  jusqu’à  a'.  Résultats  analogues 
pour  les  trois  autres.  Nous  concluons  de  là,  en  effet,  que 
si  les  quatre  formules  sont  démontrées  pour*  toute  valeur 
de  a prise  depuis  à — 90  jusqu’à  a',  elles  le  sont  par  cela 
même  depuis  a'  jusqu’à  a'+90,  c’est-à-dire  que  si  elles 
sont  vraies  quant  à l’arc  a,  pour  un  intervalle  de  90°  (de 
à — 90  à a),  on  peut  étendre  de  90°  (de  a'  à 90 +a)  la  li- 
mite supérieure  de  cet  intervalle,  sans  qu  elles  cessent  d’être 
exactes.  Or,  elles  sont  prouvées  depuis  — 45°  jusqu’à  -4- ; 
donc  elles  le  sont  depuis a=45°  jusqu’à  a— 45°-)-90o,  en- 
suite jusqu’à  45° -4-90°-|-90o,  et  ainsi  de  suite  jusqu’à  a=D. 
D’ailleurs  ce  qui  est  prouvé  pour  a l’est  pour  b.  Donc  elles 
s’étendent,  quant  aux  deux  arcs,  depuis  — *-45°  jusqu’à 
+ D. 

4°  Enfin  il  a été  prouvé  tout  à l’heure  que.sHes  formules 
sont  vraies  pour  certaines  valeurs  positives  de  a et  de  b, 
elles  le  sont  aussi  pour  les  mêmes  valeurs  prises  négative- 
ment. Donc  enfin  leur  généralité  est  absolue. 

On  peut  aussi  prouver  que  la  généralité  de  ces  formules 
nécessite  les  conventions  faites  sur  les  signes.  Prenons  la 
formule 

cos  (a+6)  = cos  a cos  b — sin  a sin  b. 

Faisons-y  b= 90°,  ce  qui  donne  cosb=i),  sinl>  = 1.  Soit 
d’ailleurs  a <C  180°,  il  vient 

cos  (a 9 0°) =• — sin  a. 

Donc,  dans  le  second  et  le  troisième  quadrant,  les  cosinus 
doivent  être  négatifs. 
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Prenons  encore 

st'n  (a  4-6)  = sin  a cos  b- 4-  sin  b cos  a. 

Soit  a<180°ct  6=180°,  on  aura 

cosb= — 1,  sin  6=0,  et  sin  (a +180°)= — sin  a. 

Par  suite,  dans  le  troisième  et  le  quatrième  quadrant,  les 
sinus  sont  nécessairement  négatifs. 

En  résumé  donc,  les  conventions  en  question  sont  suffi- 
santes et  nécessaires  pour  que  les  formules  fondamentales 
de  la  trigonométrie  soient  absolument  générales. 

PROPOSITION  XIII. 

Problème. 

Trouver  le  sinus  el  le  cosinus  d’un  multiple  quelconque 
d'un  arc  a en  fonction  du  sinus  et  du  cosinus  de  cet  arc. 

A cet  effet,  on  prend  les  formules 

(1)  sin  (a-hb)=sin  a cos  b -h  sin  b cos  a, 

(2)  cos  (a  4-6) =cos  a cos  b — sin  a sin  b . 

Pour  avoir  sin  2a,  cos  2a,  on  y fait  6=a,  ce  qui  donne  . 

(3)  sm  2a=sm  a cos  a+si»  a cos  a—2sin  a cos  a. 

(4)  cos  2a=cost  a — sin * a . 

Pour  avoir  sin  3a,  cos  3a,  dans  (1)  et  (2)  on  fait  b— 2a  ; 
il  vient 

sin  3 a=sin  a cos  2a + sin  2a.  cos  a, 
cos  3 a=cos  a cos  2 a — sin  a.  sin  2a. 

Remplaçant  sin  2 a et  cos  2 a par  leurs  valeurs  (3)  et  (4), 
on  trouve 

sin  3 a— sin  a X (cos2a — st'n  *a)+co.s  a X 2sin  a cos  a, 
=sina  cosV/ — s»n,a4-2sw»  a cos'a , 


Digitized  by  Google 


LIVRE  I. 


335 

on  (5)  sin  3 o=3  sin  a cos3a — «tn*a=3  stn  a(1 — *m4a) 
— sin3 a— 3 sin  a — 4 «n'a. 

De  même 

cos  3 a=cos  a(cossa — sin3a) — sin  a X 2 sin  a cos  a, 
=cos3a — cos  a sin3 a — 2 sin3  a cos  a, 
ou  (6)  cos  3a=cos3a — 3cos  a sin3a=cos3a — 3 cos  aX 
(1  — cos  *a) = 4 cox'a — 3 cos  a . 

Go  peut  pousser  ces  opérations  aussi  loin  qu’on  voudra. 
Pour  avoir  des  formules  générales,  on  aura  recours  aux 
imaginaires.  On  multiplie  entre  eux  les  deux  facteurs 

cosa- \-V — 1 .sin  a 
cos  b -+-v — l.sm  b 

cosa  cosb+V — 1 ,sina  cosb-\-V — 1 .sin b cosa—sina  sinb 
ou  cosa.  cosb — sin  a sin  b +f/ — 1 ( sin  a cos  b+sinb  cos  a). 

Ici  k partie  réelle  est  égale  à cos  (a+b),  et  le  coefficient 
de  V — 1 est  sin  (a 4- b). 

Donc 

(7)  (cosa-4-/— ï.  sina ) (cosh-\-V~\ . sin  b) 

— cos{a,-\-b)+V — 1.  sû»(a-f-5). 

Changeant  a en  a +6,  et  b en  c,  on  aura 
[cos  (a  4-  b)  -+-  » — 1 . stn  (a-f*è]  [cosc-t-^ — 1 . si » c] 
—cos  (a-hb-i-c)-f- 1 — 1 . sin  (a-t-5-4-c) , 
ou  , vu  l’égalité  (7) , 

(cosa- sin  a)  (cos  b-+-'/r^ï.  sinb)  (cos  c-h'-Y^Ï.  sine)— 
cos(a+6-i-c)  + 1/-— 1 . sin  (a+4-|-c). 

En  general,  si  I on  suppose  cette  propriété  vraie  pour  n 
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facteurs  de  cette  forme,  on  prouvera  facilement  qu'elle  est 
aussi  vraie  pour  n— I—  1 facteurs.  On  peut  donc  poser  en 
général 

(cos  a,  . si'na,)  (cos  ai  .sma*) 

(cosan-)~y — 1 . sinan)=cos  (a,  4-0*4- 4-«n)  + 

V — l.si'n  (a,  4-a*4- +a„). 

Faisant  ici  a{=aîz=...r=an—a,  on  a 

(cos  a 4-l/ — 1 • sina)n=cosna  4-r-H  . sin  na  (formule  de 
Moivkb),  ou  en  développant  le  premier  membre  d’après  le 
binôme  de  Newton , 

cos  na  4- 1 — -1  • sin  na= 


cos 


s°  a 4-  n '■  — 1 . cos"~ 1 fl ■ . sin  n — 


nin — 1)  „ . , 

.cos"~Ja.sma- 


i .2 


n(n — 1)(» — 2).  / — - 
— S — l.cosn  3a.  s 


1.2.3 


sin a-h... 


—cos  a- 


1.2 


nin—  1)  . , . , n(n— l)(n— 2)(n— 3)  „_4 

.cos  a.stn  a-h - --  — , cos  ax 

1 .2.3.4 

sin' a — etc. 

n(n — l)(n — 2)  , , . ) 

- cos  astn  a-i- > 


4 -V — 1 lu  cos*  'a.sma 


1.2.3  ) 

Égalant  les  parties  réelles,  puis  les  parties  imaginaires, 


on  a 


nin—  1)  „ . . n(n— l)(n— 2)(n— 3) 

(&)cosna=cos"a — ——  .cos  'a.sina-^-— — ■ n -, x 

v 1.2  1.2. 3. 4 

cos^'a  sin'a—  etc. 

, . nin — l)(n — 2)  . . , 

(9)  stnna=ncos  a.sma — — cos  asm  a -K-- 

K ’ - 1.2.3 

Ce  sont  -les  formules  demandées  : /i  l’on  y fait  succes- 
sivement n=2,3,on  retrouve  les  formules  (3),  (4),  (5),  (6). 

Remarque  1.  — Fig.  5.  Les  formules  (3),  (4),  (5),  (6) 
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peuvent  se  démontrer  géométriquement.  Pour  les  formules 
(3)  et  (4),  soit  AB  l’arc  a,  ABC  l'arc  ’2a  • menez  la  corde 
AC,  le  rayon  OB,  et  le  sinus  CF  ; cette  tigure,  qui  n’est  que 
lu  lig.  4 modifiée,  donne 

AD=DC  =sm  a , OD  =cos  a, 

CF=sm2a,  OF =cos  2a. 

Les  A semblables  O \D,  AFC  donnent 

cf:ca::od:oa, 

„ , CA.OD 

d ou  CF=  ou  sin2a='2$m  a cos  a; 

OA 

car  OA=r=l. 

Voilà  la  formule  (3). 

Enstiite,  du  point  D menez  DE  perpendiculaire  à OA; 
il  vient 

OF=OE— EF=:OE— E* . 

Mais  le  A rectangle  ODA  donne 

OD=OA.  OE,  AD=OA.  AE, 

—2  —1 
OD  , AD  „ 

d ou  OE= — =cos  a,  EA= — —»m  a 
OA  OA 

et  OF  ou  cos 2a  =cosâa — sm9a. 

C’est  (4). 

Fig.  6.  Pour  avoir  (5)  et  (6),  soit  AB=a,-  prenons  BC= 
CD=a,  de  sorte  que  ABD=3a. 

Soient  tirés  les  rayons  OA,  OB,  OD,  la  corde  BD,  et  les 
sinus  BF,  DE,  de  sorte  que 

BF=*m  a , OF =cos  a , 

DE=sw3a=DG+GE,  OE=co«3a. 

Il  y a donc  à calculer  les  lignes  DG,  GE,  OE. 

Or,  les  A DGB,  ODB  ont  un  angle  commun  en  B:  pro- 
longeant DE  jusqu’à  la  circonférence  en  H,  on  a l’arc  AH  = 

Jî 
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AD=3«y  par  suite,  l’arc  BAH=4a;  ainsi  l’angle  inscrit 
BDH , qui  intercepte  cet  arc,  a pour  mesure  2 a;  l’angle 
au  centre  1)0 B a aussi  pour  mesure  2o=DCB;  ces  deux 
angles  sont  donc  égaux  et  les  A I)OB,  DBG  sont  semblables. 
Mais  DOB  est  isocèle  ; donc  DGB  l’est  aussi  et  DG=DB= 
2BF=2*tna. 


De  plus,  on  aura 


bg:bd::bd:bo, 


d’où 


—2 

BD 


De  là 
Ensuite 


uu 

BG=— =4  sm2a  (BO=r=l). 
OG=OB — BG=1 — 4 sm*a. 

ge:bf::oe:of::og;ob, 


d’où 

est- 
De  là 


GE: 


BF.OG 


et  0E= 


OF.OG 


OB  OB 

c’est-à-dire  GE=^ptn  a(l — 4sm3a),OE=cosa(l — 4smaa). 
,iin  3 a =2sin  a-hsina — ksiri'a , 

=3sm  a — 4 s m3a, 
co*3a=cosa — 4sm'2a  c osa= 


=cos  a — Xcosa  (1 — cos*a)=4cos3a — 3 cos  a. 


Ces  démonstrations  géométriques  sont  loin  d’avoir  la 
généralité  des  démonstrations  analytiques  qui  les  précè- 
dent. 

Remarque  2.  Cos  na  peut  toujours  s’exprimer  en  fonc- 
tion rationnelle  de  « osa ; mais  sin  na  ne  peut  s’exprimer 
en  fonction  rationnelle  de  stn  a,  que  si  n est  impair  : c’est 
«e  que  prouvent  les  formules  (8)  et  (9) . Car  la  formule  (8) 
ne  contient  que  les  puissances  paires  de  sin  a : on  peut  donc 
y remplacer  smsa,  sm4a..„.  par  1 — eoi2a,  (1 — cos2®)*, 
etc.,  ce  qui  s’introduit  point  de  radicaux.  Quant  à la  for- 
mule^), elle  renferme 

cosn~' a,  cosn~3a,  cosn-5a,  etc...; 
or,  si  « est  pair,  les  exposants  seront  impairs,  sin  na  renfer- 
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mera  le  facteur  cosa  = Ÿ 1 — sin3a,  multiplié  par  un  fac- 
teur qui  ne  renferme  cos  a qu’à  des  puissances  paires,  les- 
quelles sont  des  puissances  entières  de  1 — sin'a;  par  con- 
séquent sinna  sera  une  fonction  irrationnelle  de  sin  a,  et 
aura  deux  valeurs  pour  chaque  valeur  de  sin  a.  Si  au  con- 
traire n est  impair,  les  exposants  » — 1,  « — 3,...  sont 
pairs,  et  cos  11-1  a,  cos"~Ja,...  seront  de^  fonctions  ration- 
nelles de  sin  a,  de  même  que  sin  na,'qui  par  suite  n’aura 
qu’une  seule  valeur. 

Ces  résultats  peuvent  s’établir  d’une  autre  manière.  En 
effet,  1°  chercher  cosna  en  fonction  de  cos  a,  c’est  chercher 
toutes  les  valeurs  de  cos  na  qui  répondent  à une  valeur 
donnée  de  cos  a,  c’est-à-dire  qui  répondent  à tous  les  arcs 
que  détermine  cos  a;  mais  ces  arcs  sont  compris  dans  les 
formules 

X = 2/i'"+a,  X—'lliT. — « (p.  7). 

Donc  on  doit  trouver  pour  cos  na  toutes  les  valeurs  de 

cosn(2kn+a),  co$n(2k* — a). 

Or  cos  n{2k-+x)=cos{2kn^-\-nx)=cos  nx  (p.  5) 

cos  n(2k « — a)  = cos(2kn * — nx)  ~ cos{ — nx) =cos  nx 

(p.  5 et  6). 

Donc  il  n’y  a qu’une  seule  valeur  pour  cos  na  en  fonction 
de  cos  a.  • 

De  même,  chercher  sin  na  en  fonction  de  sin  a,  c’est  cher- 
cher les  valeurs  de  sin  na  qui  répondent  à tous  les  arcs  que 
détermine  sin  a,  lesquels  sont 

x=2k*+x,  X — [2k-\-  1)k — x\  (p.  7) 

les  valeurs  trouvées  sont  donc  celles  de 

sm  [2kn~+nx),  «m[(2&n+n)  - — n«j. 

Mais  un  {2kn--\-nx)~sin  na  (p.  5) 

et  sin  [(2/in-t-n)- — na] = stn  (n~ — na). 

Si  n est  pair,  cette  dernière  valeur  se  réduit  à sin( — nx)= — 
sinnx;  tandis  que  si  n est  impair,  elle  devient  stn  (- — na) 
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=«n  «a.  Donc  dans  le  premier  cas  stn  na  a deux  valeurs, 
dans  le  second  il  n'eu  a qu'une. 

PROPOSITION  XIII. 

Problème. 

_ . 1 v 1 

Trouver  sm  - a,  cos  - a en  fonction  de  cos  a. 

M J 

A cet  effet,  dans  la  formule  (4),  prop.  12,  on  remplace  a 

1 ..  . 
p:r  - a,  il  vient 

,1  . *1 

cos  ' â a — stn  n a=cos  a , 

2»  2 


d’ailleurs 


cos*  - a -Mm  — a= 1 


(p.9,f.  (t)).* 

Ajoutant  et  retranchant  successivement  ces  deux  équa- 
tions, on  a 

2cos**a=l-f-cosa,  2*m9-a=l — cosa, 


d’où 


cos-a=±  |/L 


-F  cos  a 


sm- 


a~  — |y 


1 — cosa 


Remarque  1.  — Fig.  7.  Pour  démontrer  ces  formules  par 
la  géométrie,  soit  l'arc  ACB=a;  menez  le  diamètre  AD, 
tirez  AB,  DB,  menez  les  rayons  OC,  OC*  respectivement 
perpendiculaires  à ces  droites,  et  tirez  le  sinusUH  ; AC  sera 
1 1 

- ACB=-o,  et  l’on  aura  • 

a 2 

OH=cosa,  BE=AE=sm-a,  OE=cosia. 

2 2 
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De  plus,  à cause  des  parallèles,  on  a OE=FB. 
^lais  dans  le  A rectangle  ABD , on  a 


Or, 

puis 


AB=AD  X AH , BD==AD  X CH. 

1 1 

AB  = 2BE=2sm-a,  BD=2BF=2cos  o; 

2 2 

AD=2r=2,  AH=AO — OH=l — cosa , 

DH=OD  ■+■  OH=l-i-cosa; 


donc  les  relations  ci-dessus  donnent 

4«n*-o=2  (1 — cosa) , 4 cos * - a=2  (14-cos a), 
2 2 


, .1  . i/ï — cosa  1 . i/T- 

d ou  sm  a=±\/ — , cos  ~a=±  / — 

2 V 2 2 v 


■ cosa 


Remarque  2.  Ces  formules  montrent  que  sin-a,  cos-a, 

M - 

exprimés  en  fonction  de  cosa,  ont  chacun  deux  valeurs. 
Et,  en  effet,  chercher  une  inconnue  en  fonction  de  cosa, 
c’est  chercher  toutes  les  valeurs  de  cette  inconnue  qui  ré- 
pondent à tous  les  arcs  que  détermine  ce  cosinus.  Mais  x 
étant  le  plus  petit  arc  positif  déterminé  par  ce  cosinus, 
tous  les  autres  sont  donnés  par 


2 kz-t-a,  2 kit — x (p*  7). 

, , . 1 * 
Donc  les  valeurs  de  sm  - a seront 

A 


/'2kit x\ 

2 )■ 

sin  — ), 

\ 2 / 

. ( 1 \ 
sm|  kic+-  x I , 

. /.  1 \ 

sm  kit x ). 

\ 2 ) 

\ 2 / 

Si  k est  pair,  on  a (p.  4) 

■ /,  1 ' 

\ . 1 

sm  kn  + -x 

= sin-a 

\ 2 

/ 2 
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Sltl 


sinyk* — - « ^ = s m ^ ^ = — iin^a. 

Si  kc st  impair,  on  a (p.  12) 

. /.  1 \ * . 1 . / , 1 \ .1 

ml  «w-|--a  1= — sm-a,  5in|  « l=r«n-a. 

\ 2/  2 \ 2/  2 

Ainsi  stn^a  a deux  valeurs  : + — «n*«. 

2 2 2 

#On  reconnaît  de  môme  que  eos^a  admet  les  valeurs 

1 1 

-4- COS -a,  — COS— a. 

2 2 

Que  si  l’arc  a est  donné,  on  saura  dans  quel  quadrant 
tombe  la  fin  de  - a,  on  saura  donc  quels  sont  les  signes 

respectifs  de  sin-a,  cos-a , ce  qui  suffit  pour  choisir 
2 2 

parmi  les  valeurs  que  fournissent  les  formules. 

PROPOSITION  XIV. 

Problème. 

*.11 

Trouver  sin  - a , cos-a,  en  fonction  de  sina. 

1 

Dans  la  formule  (4),  prop.  12,  remplacer  a par  - a;  il 

2 


vient 


«1  1 < • ,1  ,1 
ima=2»m-a  cos-a,  1 =stn  -a+cos  -a, 
2 2 2 2 


posons 


1 1 
cos-a=x,  sm-a=y, 
2 


Digitized  by  Google 


LIVRE  i. 


m 


(a5-t-y= 

2m 

d’où  x= 

m-f-m' 'j 

{x—y= 

2 m' 

y= 

m — m J 

(æ+y= 

2m 

X— 

m — tri] 

[x—yz =* 

—2  m' 

y= 

m +m'  | 

\x+y=- 

— 2 m 

x=- 

— m+m) 

\x—y= 

2 m' 

y= — m — m j 

— 2 m 

X— 

— m — m ) 

(a?— y=. 

—2  m' 

y= — m-f-m  ! 

d’où  2 xy—sina,  x'i+y*=l . (b) 

Ajoutant  et  retrlbchant,  on  trouve 

(x+y)s=l+sma  , et  (a? — y)3=l — sina. 

Soit  pour  abréger  V 1 +sma=2m , V~\ — stn  a— 2 rri  ; 
il  vient 

x+ÿ=±!im  , x — t/=±2fri. 

Ce  qui  donne  les  quatre  systèmes  suivants  : 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) . 

Il  y a donc  quatre  solutions  pour  la  question  ; mais  si  l’arc 
a est  donné,  on  peut  toujours  reconnaître  quelle  est  celle  de 
ces  solutions  qui  convient.  A cet  effet,  posons  a=2k*+23, 

2d  étant  positif  et  <2*.  On  aura  ^a  = kn  +3. 

Supposons  d’abord  k pair  ; l’arc  ^ a et  l’arc  3 se  termi- 

m 

neront  au  même  point,  comme  cela  arrive  toujours  pour  a 
et  23.  Cela  posé,  il  y a quatre  cas  : 

1°  2d<90°,  d’où  smo> 0,  m>m' et  45. 

U s’ensuit  que  - a se  termine  entre  0 et  45°;  donc 
2 

sm  - a et  cos  - a sont  > 0,  et  comme  m>  m,  c’est  le  systè-* 
2 2 

me(l),  ou  le  système  (2)  qui  résout  la  question.  Mais  comme 
1 1 

3 est  < 45°,  sin  - a ou  sm  3 est  ■<  cos  - a ou  cos  3 ; donc 
2 2 

c’est  (1), 
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c’est-à-dire  cos  * a=-  V \ -f-s.na-t-  * 

1, 


f'- 


snia, 


(5) 


sm-o=  Y 1 -+-sina — -V  ï — s in  a. 

*•  ji 


2°  2J  < 180,  mais  >>  90°  ; encore  m > tri  ; sin  - a et 

2 

1 

cos  - a sont>0;  mais  comme  3 tombe  entre  45  et  90*. 

*m  3 est  > cos  3,  et  l'on  a le  système  (3). 

3°  23<270  et>  180°;  ici  sina<^  0 et  tn  <m,-  d’ail- 
leurs 3<  135  et>  90,  ce  qui  montre  que  sin  3>0  et  coso 
<0;  ce  sont  les  formules  (2)  ou  (4)  qui  conviennent.  Mais 
entre  90  et  135  le  sinus  est  >>  la  valeur  absolue  du  cosinus; 
donc  c’est  (2). 

4°23<360  et >>270;  sma< 0,  m<mV  sinà  est  >0 
etcos3<0;  mais  de  135  à 180,  le  sinus  < la  valeur  ab- 
solue du  cosinus;  donc  c'est (4). 

Supposons  maintenant  k imparr.  Dans  ce  cas  -a  se  1er- 

2 

mine  dans  le  quadrant  opposé  à celui  où  tombe  3;  ainsi  les 
valeurs  de  sin -a  et  cos - a sont  de  signes  contraires  à celles 

i 2 

de  sm3,  cosà,  respectivement.  Par  suite 

1°  Si  23<90°,  les  formules  à prendre  sont  (41 

2°  23<  180  et  >90°,  (2) 

3°  23<270  et  > 180°,  (3) 

4°  23<  360  et  > 270“,  (1). 

Si  donc  le  calcul  donne  quatre  solutions ,.  c’est  parce 
• que  la  môme  solution  ne  convient  pas  à toutes  Tes  valeurs 
de  l’arca. 

Remarque.  Soit  « le  plus  petit  arc  positif  qui  répond  à 
sina  ; tous  les  autres  arcs  qui  y répondent  sont  compris  dans 
les  expressions  (2&4-1)* — « (p.  7);  ainsi  les 

équations  ( b ) ne  changent  pas  si  l’on  remplace  a par  ces 


t 
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valeurs.  Il  s'ensuit  que  ij  représente  le  sinus  de  la  moitié,  et 
x le  cosinus  de  la  moitié  de  tous  ces  arcs;  donc  : 

. /<2kn-\-x\  . /,  1 V 

y==SmV 2 l=sm1  y 

»=*Mt  — 5 — )=*"Y'+5-i)' 

Si  k est  pair,  ces  formules  se  réduisent  (p.  4)  à 
. 1 


sm  ac, 
2 ’ 


. / r.  a\  a. 

sml l = cos  -, 

\ 2 2/  2 


Si  k est  impair,  elles  se  réduisent  (p.  3)  à — sin  a,  — cos  - «. 

Z Z 

a a 

Ce  q^^ait  les  quatre  valeurs  ± sin  ±cos  , . 

Z Z 

1 

De  môme,  pour  cos  — a on  trouve  les  quatre  valeurs 
a . « . 

±cos-,  ±sm  -,  ce  qui  est  d'accord  avec  les  systèmes  (1), 

Z Z 

(2),  (3),  (4),  en  ce  que  les  quatre  valeurs  de  cos  a sont 

Z 

les  mômes  que  celles  de  sin- a,  etc. 

O 


1 


PROPOSITION  XV.  ~ 

Problème. 

.1  1 

Exprimer  sin  - a et  cos  - a en  fonction  de  sina  et  cos  a. 

•J  O 

Dans  les  formules  (5),  (6),  prop.  12,  ou  remplace  a par 


-a , el  l’on  a 
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(2) 


, ,1  1 

cosa—bcos  -a — .J cos  — a. 


Posons  «il» - Q—x  ; la'première  équation  ordonnée  devient 


ou  (3) 


4®* — 3;e-t~sma=0; 

8 3 1 . 

x — ra;+Tsma=;0. 
4 4 


Cette  équation  a ses  trois  racines  réelles  et  inégales  ; pour 
le  prouver  on  la  compare  à l’équation 

(4)  xs-hpx+q=0. 

La  condition  pour  que  les  racines  de  celles-ci  soient 
réelles  et  inégales,  est 


(5) 


Ici 


3 p 1 

P=-4’  3=  4 ’ 


9=1 WBfl; 


donc  cette  inégalité  devient 

H) 


sinaa 


ou 


_64+“64"<0’ 


ou  — 1 -Mm'2a<0. 


Mais  si  a n’est  pas  un  multiple  impair  du  quadrant,  sm*a 
est  < 1 ; donc  la  condition  (5)  est  satisfaite. 

La  trigonométrie  conduit  au  même  résultat.  En  effet,  les 
coefficients  de  l’équation  (3)  ne  changent  pas  si  l’on  rem- 
place l’arc  a par  l’un  quelconque  de  ceux  qui  répondent  au 
même  sinus,  et  qui  sont  compris  dans  les  deux  expressions 

2/bi+a,  (2/î+l)7r— a (p.7). 

Donc  les  valeurs  de  x sont 


x=stn 


^ 24îT“|-a 


\ . (2&-t-l)7r — « 

I,  xszttn- ^ . 
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Pour  reconnaître  le  nombre  de  ces  valeurs,  il  faut  en  ex- 
clure celles  qui  sont  égales  entre  elles  ; à cet  effet,  on  ex- 
traira d’abord  des  arcs  les  circonférences  entières  qui  y sont 

k , ... 

contenues.  Le  premier  contient  2îr- ; la  partie  entière  de 

tJ 

k 

- donnera  des  circonférences  entières,  dont  on  pourra  faire 
S 

abstraction  ; le  reste  de  la  division  de  k par  3,  ne  pourra 

être  que  l’un  des  nombres  0,  1,  2;  ce  qui  réduira  l’arc 

, 2ir.0-+-a  2ir.l-t-«  27r.2-t-a  . . 

a , — , ; on  aura  ainsi  les  3 va- 

O ü O 

, .a  . 2î:-|-a  . kn-\-oc 

leurs  de  x : xt  = «m  -,  as3  = sm — - — , jc3==  sm — - — . 

O O ü 

Raisonnant  de  même  sur  le  second  arc,  on  sera  aussi 
conduit  à rcr^ftter  k par  0,  1,  2,  et  l’on  aura  3 autres 
valeurs  de  x. 


Xi—sxn- 


3 


-,  Xz—sm- 


3 n — a 


xu=stn- 


071 — a 


Parmi  ces  six  valeurs,  la  cinquième  est  égale  à la  pre- 

. , • a 37t— a , 3^ 

mière;  car  les  arcs  -,  — - — font  en  somme  — ou  rr  ; ils 

O *J  tJ 


sont  donc  supplémentaires  et  xs  — xt  (p.  2). 

De  même  xt=xt,  parce  que  la  somme  des  arcs 


27T-l-a 


n — a 


est  tt. 


Enfin  x6  «s  x„  ; car 


« . . / 7t+«\ 

x3=stn — — =— «ml  — j (p.  3) 

, /5r.—a\  . 2 â— a 

et  **=««!  )=— (tb). 
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....  , 7r-f-a  2rc — « 

Mais  la  somme  des  arcs  ----- , — - — est  aussi  u. 

On  a ainsi  pour  x trois  valeurs  : 

. « . 77 — a . 7r-f-a 

x,=stn-,  xi=stn — - — , xs= — sm-_— . 

Ces  valeurs  sont  différentes,  sauf  certains  cas  particuliers. 
Pour  le  montrer,  faisons  «=  0;  il  vient 

~ . 77  1 r-  77  i /— 

x{=0 , xi=sm-=  -y  3 , x-= — sin-  = — -k  3. 

o 2 -j  2 

Comme  dans  ce  cas  particulier  elles  sont  différentes,  il 
s’ensuit  qu’en  général  elles  ne  sont  pas  égales. 

1 

L’équation  relative  à cos  -a  donnedes  résultats  analogues. 

O 

Remarque.  Dans  le  cas  où  smsa=  1,  l’algèbre  prouve 
que  l’équation  (3)  a deux  racines  égales;  la  trigonométrie  le 
prouve  aussi.  Car  de  «m’a  = 1 on  tire  sina=±  1 ; donc  a, 

13  1 

qui  est  < 2ret  >0.  est  égal  ou  à - r.  ou  a - r..  Si  x = tt, 

2 2 2 

les  trois  valeurs  dp  x deviennent 
. a.  .1  . r. — x , 1 , tt— t— ac  . 1 

stn  =sm-~ , sm—-—  =stn-n , — «»«——= — sin-iz. 
o o «6  o 2 

.Les  deux  premières  sont  égales  entre  elles  et  à -. 

2 


Si  a.  = - tt,  les  valeurs  de  x deviennent 
2 

, x .1  . tt — x 1 

sin—v:=  stn-r. , stn = — sin-n, 

3 2 3 6 


. 7T+a 

-Stn — — : 


. 07C  .1 

-stn — = — stn  -jt, 
6 6 


et  les  deux  dernières  sont  égales  entre  elles. 

Ce  sont  les  seuls  cas  où  deux  des  trois  valeurs  de  x soient 
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égales  entre  elles.  En  effet,  l’arc  a étant  moindre  que  2tt, 
les  arcs  -,  T'  ^ , sont,  en  valeur  absolue,  moindres 

ü O ô 

que  it.  Soit  d’abord  tt — «>0.  Pour  que  sin  ^ = sin  r— , 

«j  <5 

•i  r a * * . ,1  . , 

il  faut  que  ret  — — - , qui  sont  tous  les  deux  moindres  queir, 
3 3 

soient  égaux  ou  supplémentaires,  c’est-à-dire  que 
et  tt  — a a z—a 

s =-r  ou  3+— ^ =*•• 

La  première  équation  donne  a=* w;  la  seconde  donne 

s* 

7t=37r,  ce  qui  est  absurde. 

. . ir — a.  . TT-f-oc  ..  „ 7r — a 

Pour  que  sm — — -= — sin  — —,  il  iaut  que  I arc  — — 

O O O 

TT  — f”  Ct 

ou  son  supplément,  ajouté  à — — -,  fasse  2*,  c’est-à-dire  que 

O 

w — a , m-+-a  „ 7r — a 7T-t-a 

— 1 'g  =2îr,  ou  que  n 1 — =ir. 

La  première  équation  donne  2tt=6t:,  ce  qui  est  absurde  ; 
3tt 

la  seconde  2«=37î  ou«= — . 

2 


..tt — a 


Soit,  en  second  lieu,  n — a<0;  pour  que  sin-  =sin-; — , 

3 3 


'ira.  a a . . . Ct— Tl 

il  Iaut  que  — ouït — ^ ajouté  a — — fasse  2tt,  ce  qui  con- 


D7T 


duit  à a—  — ou  à 2tt=67t;  I?  second  résultat  est  absurde, 
le  premier  est  en  contradiction  avec  l’hypothèse  a<2rr. 
Dans  le  même  cas  de  n — a<^0,  si  l’on  veut  que  s*Vï  — — - 
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_ ..  ■rr—i -tX  tr-4-a 

ou — sin  — — soit  égal  à — sm— — , il  faut  que  — — -=— ■ ■ 
**  ü o 

a 7T  7T  OC  . 

ou  que  7r — = — - — ; le  premier  cas  donne  — 7r= tt,  ce 


qui  est  absurde;  le  second  a=-n. 


Enfin  on  trouvera  que  jamais  sin  * n’est  — sin* 

3 3 • 

. , 1 3 

Donc  enfin  il  faut  que  a.  — — ir  ou  que  « = — n. 

2 2 

Remarque  2.  Les  formules  générales  (8)  et  (9)  établies 

a . o 

prop.  12,  peuvent  servir  à trouver  de  même  cos-,  sin- 

n n 

en  fonction  de  cos  a et  de  sin  a. 

PROPOSITION  XVI. 

Problème. 

Trouver  la  tangente  de  la  somme,  et  celle  de  la  différence 
de  deux  arcs  a,  b,  en  fonction  des  tangentes  de  ces  arcs. 

On  a en  général  (p.  9,  formule  (2))  tanga  = - ” en 

cos  a 

posant  r = 1 . 

Donc  aussi 

. sin(a-\-b) 

tg  (a+b)=—  ) rr  < 
cos  [a  4-0) 

développant  (p.  11)  , 

sinacosb-\-sinb  cosa 
cosa  cosb — sinasinb * 

Divisant  haut  et  bas  par  cosa  cos  b,  et  simplifiant,  il 
vient 


,4. 
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stnb 
cos  b 


t sma  sinb 
* , - ' 
cos  a cos  b 

tga  + tgb 


1 — tga.  tgb' 


On  trouvera  de  même 


tg(a-b)=Jl^b 
V J 1 + lga.tg 


tgb 

Fig.  8.  Pour  démontrer  par  la  géométrie  la  première 
de  ces  formules,  soit  l’arc  AB=a,  l’arc  AC=6,-  de  sorte 
que  BAC=a+6.  Menez  en  A une  tangente  indéfinie  termi- 
née aux  rayons  OB , OC , prolongés  ; menez  de  même  en  B 
une  tangente  terminée  à OC  prolongé  ; tirez  OA,  et  menez 
EG  perpendiculaire  à OB.  On  aura 

AD=<</  a,  \E=lgb,  BF=tg  (a+b). 

Or  les  A semblables  OBf,  OGE  donnent 

bf:ge::ob:og,  d’oùBF=— , 

OG 

vu  que  OB=r=l. 

D un  autre  cêté,  le*  A semblables  EGD,  OAD  donnent 

ge:oa::ed:od,  d’oùGE=— ...oa=i. 

OD 

La  substitution  de  cette  valeur  de  GE,  dans  celle  de  BF, 
donne 

BF  ou  tg  (a-+-6)=-^~. 

* y ’ OG.OD 

Considérant  le  A EOD  dont  l’angle  O est  supposé  aigu, 
on  en  tire 

qj>=EÔ-t-OD— 20D.  OG, 
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d’où  20D.0G=E0+0D—  ED?  . 

=sïc 3b+séc  'a — [Ig  a-\-tg  b )*, 

=séc 2 b — t j2b+ séc  *a — tg'a — 2 ig  a.lgb. 
Or  séc®a — lgia=t—sécib — tg'b  (p.  10,  f.  6). 

Donc  20D.  OG=2— 2 Ig  a Ig  b. 


Tirant  de  là  OD.OG,  substituant  dans  lg(a-t-b)  la  valeur 
trouvée,  ainsi  que  celle  de  E D=tga-\-tg  b,  on  retrouve 


tg(a+b)— 


tga+tgb 

l—tga.tgb' 


Remarque.  On  peut  de  même  trouver  col  (a-*-6)  en  fonc- 
tion de  cota , colb\  séc(a+b)  en  fonction  de  seca,  séc  b. 
Chacune  de  ces  dernières,  savoir  sec  (a+à),  séc  (a — b), 
présente  une  double  valeur.  Du  reste  stn  (a -1-6)  en  fonc- 
tion destna,  sinb,  a quatre  valeurs;  il  en  est  de  môme  de 
s in  (a — b),  etc. 


PROPOSITION  XVII. 


Problème. 


Trouver  tg  2a,  tg3a,  etc.,  en  fonction  de  tg  a. 

Pour  trouver  tg2a,  dans  la  valeur  de  tg  (a-f-6),  on  fera 
b— a,  ce  qui  donne 


(1) 


lg2a— 


2 tga_ 
1 — tg'a’ 


Pour  avoir  tg 3a,  dans  tg(a-+-b)  on  fait  b— 2a,  d'où 

(2) 

1 — tga  tg2a 

Remplaçant  ici  tg2a  par  sa  valeur  trouée,  il  vient 
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lgla=- 


1 — tg'a 


t 2tu'a  ’ 

1— tg'a 

Multipliant  haut  et  bas  par  1 — ig'a,  et  réduisant 

„ 3 ta  a — tg'a 

lg3a=^  - y-  . 

1 — 3 Ig a 

On  peut  de  même  trouver  tgba,  tgha... 

En  général,  les  formules  (8)  et  (9),  prop.  12,  donnent 
sinna 

—ta  na— 

cosna 

«•I-1  n5*-' 

ncosu  'a.sina—  -^.cos"  ,a.sin,a-f--pjr‘co®"  'ti.sin'a— ete. 

= «F1  3 “ «F*  TT  TT 

cosna — cos  a.sina-i — —cos  a.stna.... 

J*!1  Jt 

Divisant  les  deux  termes  par  eos"a , et  ayant  égard  à 
sïna 

taa= , on  trouve 

a cosa 


- ig  na—- 


11  , « 5 

« tg  a — pjr . tg'a Ig  a— 

: n’I-’  , n‘|_1  7” 

1 — jÿr-lV  a+"îïF'  ^ 


' Le  numérateur  s’arrête  dès  qu’il  s’y  présente  une  fac- 
torielle nulle;  il  en  est  de  même  du  dénominateur. 

PROPOSITION  XVIII. 

Problème. 


1 1 

Trouver  tg  - a,  tg-  a , etc.,  en  fonction  de  tg  a. 
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Pour  obtenir  tg  a,  dans  la  formule  (1),  pr.  17,  on 


remplace  a par  - a , et  il  vient 


tÿ«r= 


1S-*V 


Posant  tg  - a:=a? , on  a 


Ordonnant 


d’où 


(1 — xl)tgat=z2x. 

. x — 1 =0, 

tga 

— 1 ±/l+to*a 

t— — 

tga 


(1) 

(2) 


On  a donc  deux  valeurs  pour  tg- a.  En  effet,  les  coef- 

£t 

ficients  de  l’équation  en  x ne  changent  pas  si  l’on  remplace 
l’arc  a par  l’un  quelconque  des  arcs  qui  répondent  à tga, 
et  qui  sont  représentés  par  kit  + a.  (p.  7),  « étant  toujours 
le  plus  petit  arc  positif  qui  répond  à tga.  Donc  l’expression 
de  toutes  les  valeurs  de  * est 


x—lg 


kn+c 


kit 


Si  k est  pair,  — est  un  nombre  entier  de  demi-circon- 
férences, qu’on  peut  supprimer  (p.  3),  et  il  vient 

a 

x—  ta—. 

Si  k est  impair,  c’est-à-dire  de  la  forme  2k  4-1,  on  a 
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(2/c'  + l)jr+a  / , it+«\  /ît+a\ 

— f — =‘9(t'+“r):=‘9(—  )■ 

en  supprimant  les  demi-circonférences;  mais 

/n  x\  x 

On  a donc  en  effet  deux  racines 
•» 

— col-, 

dont  le  produit  est  d’ailleurs 

X cot  — — 1 . 

Ce  qui  est  d’accord  avec  l’équation  (1). 

a 

En  général,  pour  avoir  tg  -,  dans  la  formule  (3),  prop. 

a . • . 

17,  on  remplacera  na  par  a,  a par  - , et  il  viendra  une 

a 

équation  du  degré  n par  rapport  à l’inconnue  tg~. 

Remarque  1,  Si  l’arc  a est  donné,  et  qu’on  veuille  cal- 
culer lg  -a,  il  faut  savoir  quelle  est  celle  des  deux  valeurs 

de  x qui  est  à prendre  : mettons  l’arc  a sous  la  forme 
2&7r-+-2<î,  23  étant  >■  0 et  <2tt.  On  aura 

1 !'  , 

2 

Il  y a plusieurs  cas. 

1°  Si  23  < 90°,  tg  a sera  > 0 ; la  première  valeur  de  X 

1 

sera  >0,  la  seconde  <0,  Or  - a tombera  dans  le  premier 
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ou  le  troisième  quadrant  : donc  tg-a  est>0,  et  c’e9t  la 

2 


. — 1 — f— — f- -tgÿa  . 

# première  valeur — qui  convient. 

2°  2Æ>90°et<180°.<ÿaest<0,  la  première  valeur 

de  x est<0,  la  deuxième >0;  mais  -a=À-ir+<î  tombe 

encore  dans  le  premier  ou  le  troisième  quadrant  ; Ij-a 

ml 

est  donc  encore  positif,  et  par  suite 

1 —1—Vl  +7g*a 

l9-a= ; • 

2 tga 

1 

3°  2<?>180°  et  <270°;  tg  a est  >0;  - a tombe  dans  le 


deuxième  ou  le  quatrième  quadrant;  tg-a  est  < 0 et  égal 


— 1 — V\  4-<ÿsa 

tga 

^2<î  > 270°  et<360";  tga<C.0;-a  tombe  encore  dans 


1 


le  deuxième  ou  le  quatrième  quadrant;  tg-a  est  <0et 


égal  à 


— 1+V  l+tg*a 
tga 


Remarque  2.  L’expression  de* tg  - a peut  se  présenter  sous 

ml 

plusieurs  formes,  en  fonction  de  tin  a,  cos  a. 


On  a 


j «v 

‘Ha=—’ 

*os-a 

2 


w 
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multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  2 tin  -a,  on  a 

JL 


ta -a— — 

2 _ . 1 


2 tin1 -a 
o 


2 sin  -a  cos  a 
2 2 


Mais  (p.  13)  2st'n’-a=l — cota, 

2 


et  (p.  12) 
Donc 


1.  1 

2stn-à  cos-a—sma. 
2 2 

1 — cota 


tg  - a=- 
* 2 sma 


(2) 


Au  lieu  de  multiplier  par  2s»n -a,  multiplions  par  2co*-o; 

JL  • A 


il  vient 


tq-az 

*2 


„ . 1 1 
2 sin-acos-a 

2 2 sma 


2 cos’ -a 
2 


1-t-cosa 


(3) 


Ces  deux  expressions  de  tg  -a  s’accordent,  comme  on  peut 

2 


le  vérifier  en  les  égalant 

Dans  (1)  on  peut  enc( 
leurs  valeurs  tirées  de  la  prop.  13, -et  on  a 


1 1 

Dans  (1)  on  peut  encore  remplacer  sin-a  et cos-a  par 

2 2 


1 V 1 — cos  a ^ j j 1 — cosa 

2 ° V\-\-cosa  v i -h  cos  a . 
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En  multipliât  les  deux  termes  de  la  fraction  par  1—  cos  a, 
on  trouve 


V=,t 


1 — cos  a 
— cos'a 


(*) 


Si  on  remplaçait  ici  l/l-—  cos *ÔT,  par  sin  a,  on  trouve- 
1 . , 1 — cosa 

rait  encore  pour  tg-  a deux  valeurs,  ± — ; , ce  qui  ne 

•L  ^ SlTl  a 

s'accorde  pas  avec  la  formule  (2).  Mais  c’est  que  cette  sub- 
stitution est  une  erreur  : <3 -a  est  tantôt  positif,  tantôt  né- 

,4 

gatif  : dans  (4)  c’est  le  double  signe  qui  donne  la  faculté  de 
choisir  celle  des  deux  valeurs  qui  convient.  Ainsi  quand  :« 

/ A 

se  termine  dans  les  quadrants  impairs,  on  a 


1- — coi  a 


cos*a 


Or  dans  ce  cas  - a est  de  la  forme  gw+d,  d étant<90°; 

2 

par  suite  a est  de  la  forme  2yrr4-2d,  et  sinazziin2à , qui  est 
>0,  vu  que  2d<180". 


et 


De  làon conclut  que  dansce  mêmecas  stna=+l/^ 


— cos  a. 


V= 


1 — cosa 


sina 


Au  contraire,  si  _ a tombe  dans  les  quadrants  pairs,  d 


est  >90°  et  <180°;  tg-a  est><0,  et  ii'na  aussi  est<0: 
dans  ce  eus.. 
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1 1 — cos  a 

ta  - a~ . 

2 — ]/ 1 — cosîa 


et  st'na— — V 1 — 


cos  a, 


d’où  encore 


1 1 — cos  a 

l9ôa—~- • 

2 sma 


C est  donc  1 — * cos  2a  qu  il  faut  remplacer  par  tin  a 

dans  . v 


1 1 — cos  a 

2°  ±t/l— cosV 

La  formule  <ÿia=— -± 'ÿ*a 


(*) 


tga 

donne  lieu  à une  remarque  semblable.  On  sait  que 

+lg,a=séc  a. 

Or,  ici  .encore,  c’est  dans  le  cas  où  il  faut  prendre  devant 
le  radical  dans  (a)  le  signe  -f-  que  téc  a est  > 0 ; et  toutes 
les  fois  que  dans  (a)  il  faut  prendre  le  signe — , séca  est<[0. 
En  effet,  mettant  l’arc  a sous  la  forçne  2ki:+2â,  on  a re- 
connu tout  a 1 heure  que  si  qui  est]>0,  se  termine  dans 
le  premier  et  dans  le  quatrième  quadrant,  il  faut" prendre 

1 _ — 1 -t-  \/lT+tgïa  . 

l9  â a — - — ; mais  dans  ce  cas,  séca  = 

2 tga 

séc  (2Æîr-t-2d)=s&2<î  est  précisément  positif;  par  suite 

1 — 1 -f-  séc  a , 

l9~a  — — •' — • Aü  contraire,  si  2c î tombe  dans  le 

2 tga 

deuxième  ou  le  troisième  quadrant,  on  a dù  prendre  tg-a 

2 

— 1 — ^X  + lg^a  . 

= „ 1 — ; mais  dans  ce  cas  séc  a est  négatit  et 

tga 

égal  à — V 1 -Hç/’a;  d’où  encore 

1 — l -b séc a 

la- a= — — . 

° 2 tga 
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PROPOSITION  XIX. 


PROBLÈME. 


Établir  une  équation  entre  deux  lignes  trigommétriques , 
l'une  de  l'arc  na,  l’autre  de  l’arc  ia,  n et  i étant  entiers  po- 
sitifs. 

Soit  a:  la  ligne  de  l’arc  na,  y celle  de  l’arc  ia;  si  x est 
un' sinus  ou  un  cosinus,  on  a x = f(sinna)  ; s’il  n’est  ni 
l’un  ni  l’autre,  les  formules  de  la  prop.  9 permettront  de 
l'exprimer  en  fonction  de  sinna;  donc  dans  tous  les  cas 
on  peut  écrire  : 

x=f(sin  na). 

De  même  y='?($inia). 

Mais  la  formule  (9)  donne  sin  na  et  sin  ia  en  fonction  de 
sin  a ; donc 

on  aura  x=  K («n  a)  , y=F,(sma). 

Il  ne  reste  plus  qu’à  éliminer  tin  a entre  ces  équations, 
et  l’on  aura  la  relation  cherchée. 

Remarque  1 . Il  sera  souvent  possible  d’opérer  d’une 
manière  plus  simple. 

Par  exemple,  il  s'agit  de  x—cos-ia  et  y=tga. 

Ici  Æ=cos3a=4co*3a — 3 cos  a, 


et 


y=lga- 


sina 


l/ï- 


co$*a 


cosa 


cos  a 


posant  cosa— z,  on  a à éliminer  z entre  les  équations 


x—\z’ — 3 z , 


ou  *V=1 — z3. 


Remarque '2.  Supposons 
desin  a,  et  qu’à  cet  effet  on 


qu’on  cherche  tg-ae n fonction 

a 

parte  de  l’équation. 
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,1  2 1 

tg  \a~\ • t(lAa — 1=0, 

*2  tg  a z 


(p.  18) 


ou 


x‘H . x — 1=0. 

tg  a 


„ sm  a 

On  a tga= = 


stna 


(1) 


cos  a ±Vl — sûr  a 
x'± 


; donc  l'équation  devient 


2f/l — sm'a 


.x — 1=0. 


stna 


Cette  équation  est  double,  et  donne  pour  x quatre  va- 
leurs. Cependant  les  arcs  qui  répondent  à un  sinus  donné 
étant  de  la  forme 

2ftfr-|-a , (2fc-t-l)7r — «, 
les  valeurs  de  x doivent  être 
2 kit -t- a 


x=zlg- 


=lg{  kn+ 


1 \ 1 


(2kn-+-\)i: — « / tt  *\  1 

et  x=tg =ztg{kit+-—-\=col-a. 

Ce  qui  ne  fait  que  deux  valeurs. 

Mais  c’est  que  l’équation  (1)  donne  x,  non  pas  en  fonc- 
tion de  stna,  mais  bien  en  fonction  de  sin*a;  car  elle  ne 
change  pas  si  l’on  change  stna  en  — sina  ; il  s’ensuit  qu’elle 
convient  aussi  aux  arcs 

2kr. — a,  (2lr-t-l)ir-t-a, 

dont  le  sinus  est  — sina  ou  — sina;  on  a donc  encore 
x=lg(kn— =—  tg  ^a, 

1 

X — tg  | (2fc-f-l)jr  -+-a]  = — col— a, 

p ** 

ce  qui  complète  les  quatre  valeurs. 
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PROPOSITION  XX. 

PROBLÈME. 

Transformer  utie  somme  de  deux  sinus  ou  cosinus  en  un 
produit , et  réciproquement. 

On  prend  les  formules 

sin(a+b)=sïna  cosb+sinb  cos  a, 
sw(a — b)=sina  cos  b — sinb  cosa , 
cos(a-i-b)=cosa  cosb — sina  sinb, 
cos  (a — b)  =cos  a cosb- f- st'n  a sinb. 

Ajoutant  et  retranchant  les  deux  premières,  puis  lê» 
deux  dernières,  on  a 


(1) 

sui(a-hb)  -hstn  (a — é)~2sina  cos  b . 

(2) 

sm(a-t-ù) — sin(a — b)— 2 sinb  cosa , 

(3) 

cos(a+ô)4-cos(a- — b)=^2cosa  cosb, 

(4) 

cos(a — b) — cos(a-hb)=2sina  sinb. 

Ici  on 

posera  a+b—p , a — b =t=q , 

d’où 

a=^(P+?)>  ?)• 

et  (5) 

sinp-{-sinq=2sin-(p-{-q)  cos  ~ (p — q), 

a 2 

(6) 

1 1 - 
smp — smq—2sin  - (p — q)  cos  ■ {p-ï-q), 

(V 

1 1 

cosp-{-cosq=2cos - (p+q)  cos - (p — q), 
2 2 

(8) 

1 1 

cos q—~cosp= 2 sin-(p -f -q).sin  -(p — q) . 

2 2 

Ces  dernières  formules  transforment  une  somme  et  une 
différence  de  deux  sinus  ou  de  deux  cosinus  en  un  pro- 


* •* 
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«luit , ce  qui  est  utile  dans  les  calculs  de  logarithmes.  S’il 
s’agissait  de  sinp-i-cosq,  on  remplacerait  dans  (5),  (6), 
q par  90 — q. 

Pour  transformer,  au  contraire,  un  produit  en  une 
somme,  on  se  servira  des  formules  (l)-(4),  qui  donnent 

1 1 

sot  a cos  b— -sin  (a  -+■  b)  + -ait»  (a — b), 

A A 

etc. 


S’il  s’agit  d’un  produit  tel  que  sin  a eus  l>  sine,  on  aura 
d’abord 

(9)  sina  cas  b sinc=sinc  i^sin(a-i-b)-h^sin(a — b)\, 

1 . , . 1 . 

=-M»(a+o)  stn  c 4-  - sin  [a — b),  sine ; 

£ A 

mais  si  dans  (4)  on  remplace  a par  a-t-6,  et  b par  c,  on 
en  tire 

sin  (a + b)  sine—  * cos  (a -h  b — c) — *cos  (a+6+c). 


Changeant  b en  — b , 

1 1 

sm(a — b).sinc=  - cos  (o — b—e) — -cos(a — /t-f-c). 
- 2 

Substituant  dans  (9) , on  trouve 

1 1 

smocos6smc=7-cos  (a+ft — c) — - cos  (a-t-^+c) , 


-h^cos  (a — b — c) — - cos  (a — b+c). 

Quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs  du  produit , 
pourvu  qu’ils  ne  soient  affectés  que  d’exposants  entiers 
positifs,  ces  facteurs  étant  des  sinus  ou  cosinus,  on  pourra 
toujours  transformer  ce  produit  en  une  somme  de  termes 

du  premier  degré. 
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Corollaire.  Les  formules  (5)-(8)  donnent  encore  d’autres 
transformées.  En  divisant  chacune  d’elles , successivement 
par  chacune  des  suivantes,  on  trouve 


(10) 


sinp sinq 
sinp — sinq 


«»2 (P+?)  co*-(p— ?) 

cos^(p+q)  sin^(j>—q) 


=m  2(p+?)-cot2^""^! 


^ |(p — i) 


sinp+sinq 

cosp+cosq 


«n^(p+?) 

C08^{p+q) 


= <?2^p4’^' 


(12) 

(13) 

(14) 


(15) 


sinp-+-sinq 
cosq — cos  p 

sinp— sinq 
cosp+cosq 
sinp — siti  q 
cosq — cosp 

cos  p 4-  cosq 
cosq — cosp 


=cot-{p—q).  • 

= iÿ|(p— 1 ?)* 

=cot-(p+ç), 
=cot^(p4-g).co|^(p— 9). 


La  formule  (10)  montre  que  la  somme  des  sinus  de  deux 
arcs  p,  q,  est  à la  différence  de  ces  mêmes  sinus,  comme 
la  tangente  de  la  demi-somme  des  arcs  est  à la  tangente 
de  leur  demi-di/féretice. 

Fig.  9.  Pour  démontrer  cette  formule  géométrique- 
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ment,  soit  l’arc  AB=p,  l’arc  A C=q  \ on  aura  BC=p — q, 

et  si  D est  le  milieu  de  BC,  on  a L)C=-  (p— -5)  ; donc 

2 

AD=AC4-CD=g4--  [p=q)=z-(p+q). 

Soient  menées  les  droites  BK,  CF  perpendiculaires  à 
AO,  d’où 

BE=smp,  CF=smg. 

Tirons  BC,  OD,  et  du  point  1 menons  IK  perpendiculaire, 
et  IM  parallèle  à OA , on  aura , comme  prop.  1 1 , 

K=i(BC+CF)  = *^±^, 

bm=1(be-cf)=^~’“!>. 

2 ' ' 2 

Au  point  D menez  à l’arc  une  tangente  terminée  aux 
prolongements  des  rayons  OB,  OA  en  G et  H ; 

I)H  sera  —tg  AD=  Ig  | (p+ç) , 


DG  —tg  DB=  Ig  ^ {p — q). 

Mais  si  l’on  prolonge  la  corde  BC'jusqu’à  OH,  les  A sem- 
blables IKL , BMI  donneront 

ik:bm:  il:ib, 

OU  y.  DH  : DG, 

à cause  des  parallèles. 

Mettant  pour  ces  lignes  leurs  expressions , on  a 
sinp-\-sinq  smp — sinq  1 , „ 1 

2 ! 2 '■l9^V+q^l9ï{jP~q^ 

On  peut  supprimer  dans  le  premier  rapport  les  déno- 
minateurs, et  l’on  a (10)  ; 
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Remarque.  Les  formules  fonda  monta  les  de  la  trigono- 
métrie donnent  lieu  à une  infinité  de  formules  dérivées,  qui 
peuvent  toujours  se  vérifier.  A cet  effet,  si  la  formule  ne 
renferme  qu’un  arc,  on  cherchera  à réduire  à une  seule 
toutes  les  lignes  trigonométriques  qui  y entrent.  Par  exem- 
ple, soit 

1 

cosa= — . 

i + tga,  ig-a 

On  exprimera  d’abord  tg  a et  fg-a  en  fonction  de  tin  a 

éL 

et  de  cos  a-,  puis,  si  cela  ne  suffit  pas,  on  éliminera  le  sinus 
ou  le  cosinus  au  moyen  de  la  relation  sm*a-4-cos*a=l. 


sw  a 1 1 — cos  a ' . ... 

Ici  lga= , tg -a= — : (p.  18, r.,  f.(3)). 

cos  a 2 sma 

1 i — cos  a 

d’où  tga.tg  - a=- — . 

2 cos  a 


Cette  valeur  substituée  dans  la  formule  donnée , il  vient 


cos  a— 


1 + 


1 cos  a 

1 — cos  a^cosa  4-  1 — cos  a 


cos  a 


identité. 


Si  la  formule  à vérifier  renferme  plusieurs  arcs  a,  6,  etc., 
indépendants  l’un  de  l’autre,  on  réduira  à une  seule  les 
lignes  trigonométriques  de  l’arc  a,  de  même  que  celles  de 
l’arc  b , et  la  formule  devra  devenir  identique.  Telle  est 


sw  (a  4-6)  sm(a — 6)=stVi*a-> — sin*b. 


On  remplacera  ici 

sw(a-4-f>)  par  sina  cos  b-\-sinbcosa , 
et  sin  (a — b)  par  SH»o  cos  6— si»  b cos  a, 

d’où  sm  (a  4-6)  sin  (a — b)  =st'n*a  cos*6 — s in' b cos' a , 


i 
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éliminant  les  cosinus  =«n*a(l—  sm’6)— sin'6(l  — stn'a), 

=sm*a — sùfb, 

ce  qui  rend  la  formule  identique. 

Si  les  arcs  qui  entrent  dans  la  formule  ne  sont  pas  in- 
dépendants les  uns  des  autres,  on  les  réduira  au  moindre 
nombre  possible  au  moyen  des  relation*  qui  les  lient,  et  on 
se  trouvera  ramené  au  cas  précédent.  Soit 

ig  a-\-lgb-\-lgc—lga  tgb  igc  avec  a+6-+-c=180o. 
Delà  c=180 — \a+b). 

d'„ù  ,ac=_,9(0+t)==^r?'‘, 

d’où  tg^i — tga  lgb)= — Igatgb. 

Ce  qui  rentre  dans  la  formule  donnée. 
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RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES  RECTILIGNES 
ET  SPHÉRIQUES. 


' 1 $ \.  Construction  des  tables. 

S 2.  Résolution  des  s rectilignes. 

S 3.  Résolution  des  . 

» 

S t.  CALCUL  DES  TABLES. 

! 

Pour  rendre  les  considérations  exposées  jusqu’ici  ap- 
plicables à la  résolution  des  A,  il  faut  calculer  au  moins 
une  des  deux  séries  de  A dont  il  a été  question  à la  déf.  1 
du  liv.  1.  L’hypolhénuse  de  ces  A est  le  rayon,  les  côtés  de 
l’angle  droit  sont  les  sinus  et  cosinus  des  angles  aigus  de- 
puis 0°  jusqu’à  90“.  On  supposera  provisoirement  encore 
le  rayon  =1,  de  sorte  que  la  question  est  de  calculer  les 
sinus  et  cosinus  en  supposant  que  les  arcs  croissent  d’après 
une  certaine  loi  : nous  admettrons,  comme’ dans  les  tables 
de  Callet,  que  les  arcs  suivent  une  progression  arithmé- 
tique, dont  la  raison  sera  10”.  Ce  calcul  est  fondé  sur  les 
principes  suivants. 

PROPOSITION  I. 

Théorème.  — Fig.  10. 

Tout  arc  moindre  qu'un  quadrant  est  plus  grand  que  son 
sinus  et  plus  petit  que  sa  tangente. 
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Soit  I arc  AB  <90°;  tirez  OA,  OB,  puis  la  tangente  AE 
de  l’arc,  et  son  sinus  AD.  Faites  tourner  la  figure  OAE 
autour  de  OE,  afin  de  construire  sa  symétrique  OEC  par 
rapport  à OE.  La  corde  AC  est  < l’arc  ABC,  qui  est  lui- 
même  < AEC.  Prenant  les  moitiés,  on  a 

AD  <AB<  AE, 
ou  st'na  < a <.tga. 

PROPOSITION  h. 

Théorème. 


Soit  i un  arc  infiniment  petit  : le  rapport  du  sinus  à l’arc 
différera  infiniment  peu  de  l’unité. 

n ■ ...  sin  i 

Car  puisque  smi<i,  on  a <1. 

* 

' D’un  autre  côté  tg  i > * ou  > », 

cos  i 


d’où 


sin  * 

; > rosi. 

t 


sim 


nui  i 

Le  rapport  — t-  est  donc  compris  entre  1 et  cosi;  mais 


si  l’arc  est  infiniment  petit,  1 — cosi  l’est  aussi  ; donc 
diffère  infiniment  peu  de  1 , de  sorte  qu’on  peut  poser 


sin  > 


— =1 — infiniment  petit. 


Quant  à ce  que  1 — cosi  est  infiniment  petit  si  i l’est, 
on  remarquera  que  cela  signifie  qu’on  peut  prendre  l’arc 
assez  petit  pour  que  le  cosinus  s’approche  du  rayon  d’aussi 
près  qu’on  veut,  ce  qui  est  évident,  puisqu’à  tout  cosinus, 
de  quelque  peu  qu’il  soit  inférieur  au  rayon,  il  répond 
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PROPOSITION  III. 

Théorème. 

Si  un  arc  fini  absolu  x reçoit  un  accroissement  infini- 

. , ...  sinfx-f-i) — sinx 

ment  petit,  1,  le  rapport  des  variations  . 

i , • i 

se  décompose  en  deux  parties,  dont  l'une  est  cos  x,  et  l’autre 

...  , cos  (x 4-1) — cosx 

un  infiniment  petit ; le  rapport  ; se  décom- 

i 

pose  également  en  deux  parties,  dont  l’une  est — sinx,  el 
l'autre  un  infiniment  petit. 

1°  Prenons  la  formule  6,  I.  1,  p.  20,  pour  y faire  p= 

1 111 

X-H\  q=x , d’ou  ~{p+q)=X+-i,  ~(p — g)=— t , et  il 


vient 


sin  (x-f-i) 


a . 1 . / 1 A 

2 sin-i  cos(  x-+--t 
— sinx  2 \ 2 J 


1 

stn  - 1 
2 


1 . 
2 


. cos 


H*)- 


Or,  d’après  pr.  2, 


. 1 . 
.s»n  - 1 

2 

~T~' 

2* 


:1 — infiniment  petit  ; d’ailleurs 


cos  (*+î‘)  = cos  x + infin1  p*.  Donc  notre  rapport  des 

différences  se  transforme  en  (1 — infin1  pl)  {cos  x+infin1  p‘) 
= cos  x+infin'  p ';c.q.f.d. 
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2°  Remplaçons  x par  -7t+x  ; il  vient 
2 


. fi  A .,1 

ml -7r+iC-(-i  1 — «ni -71+® 


sm 


ou 


/ 1 


Y 


cos  (x+i) — cos  x 


—cos  -t;+x  ) +infin‘pl, 

V2  / 

—sin  x+ infin'  p‘. 


Déf.  1 . La  partie  finie  du  rapport  des  différences  se  nomme 
la  'première  dérivée.  Ainsi  In  première  dérivée  de  sms;  est 

cosx  ou  sin^—n+x  ),  celle  de  cosx  est  —sinx=cos( -tt+x^, 


/ 


de  sorte  que  pour  avoir  la  première  dérivée  du  sinus  ou 

1 

du  cosinus,  il  suffit  d’ajouter  -tt  à l’arc.  La  seconde  dérivée 

£ 

est  la  dérivée  de  la  première,  etc.  (Voyez  V algèbre). 
PROPOSITION  IV. 


PROBLÈME. 

Développer  le  sinus  et  le  cosinus  suivant  les  puissances  de  , 
l’arc. 

On  démontre  en  algèbre  que  si  fx,  fx.f'x,  etc.,  sont 
finies  et  réelles  entre  x et  x+/t,  on  a 

0 étant  un  nombre  inconnu,  mais  compris  entre  o et  +1. 
Faisant  x—o , puis  remplaçant  h par  X,  on  a 

Jx=fo+xf  o+^-/'o+ . . . +~,f  "0x  , (1) 

Ici  on  posera Jx=sinx , d’où  fo—o. 

* Dans  quelques  cours  d’algèbre  on  ne  démontre  peul-élrc  pas  cette  for- 
mule avec  la  généralité  nécessaire  ici;  c’est  pourquoi  nous  avons  donné  à 
' la  Bn  de  l’ouvrage  une  démonstration  des  formules  (2)  et  (3)  ci-après. 
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de  là 


(p.  3)  fx  =«'n ( /'o=«hÿt=l, 

\2t  J £ 

2 

f"x=sin  ^ y f 0 —sinn—o, 

J’"x=zsin  /-  7r-f-  x Y /’"o=«»^ir= — 1 , 

' • • 
etc. 

J^x  —sin  ^ît+xj,  y,0*=im^-it+0a5y 


Donc  (1)  devient 

*»»aî=«— piî+^i7— pp- + — +~|î«M,^«+0*j.  (2) 


x . / n 


\ 


En  second  lieu,  faisons 


f'x—cosx 

/A  \ 

d’où  j o =1 , 

f X=COS\\ 

r+*) 

V 

g V 

fo  =0, 

f'x=cos[ 

(2  \ 

f+x) 

fo  =1 , 

J"'x=cos\ 

(,!*+*) 

| f"o=0. 

etc. 

px  =cos\ 

1 2 J 

| f°0n—cosi^ 

Par  suite  (1)  donne 

, x 

1 

x * x" 

, I - I - ___  /»/v  C 

CO  S OC  — 1 __ 

1«|.  + ”’  + 1„|iC0S 

/ » 


/ 


V2,.  . -y  vv 

PROPOSITION  V. 

Problème. 

Calculer  sin  10"  et  cos  10",  le  rayon  étant  pris  pour  unité. 
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On  a 71=3,14-159.26535.89793.23846.26434.  + ... 
Le  nombre  des  arcs  de  10',  contenus  dans  la  demi-cir- 
conférence est  180X60X6=64800;  donc  l’arc  de  10", 
rapporté  au  rayon,  est 

arc  10"=g^^=0, 00004-8481 3. 681 10.95347.5902+.. . 

Dans  la  formule  (2),  pr.  4,  faisons  n= 5;  elle  donne 
x’  x5  /5  ' 

•m»=4^-^+pji«m^2ir+e*j. 

x3  , x’ 

Si  donc  on  prend  stnx=x — p,,  l’erreur  sera  <+pîï- 


Oar  sin  ^~ir+  0x^<  1 . 


Prenons  x= 


: 0,00004  etc. 


'64800' 

On  trouve  sin  10 "=0,00004.  84813.  68091. 96134  + 
une  fraction  moindre  que  1 1 1 0Ï0,  en  ayant  égard  aux  cr- 

, , x5  X5 

reurs  de  x,  de  pjj-,  et  a p^. 

Pour  calculer  le  cos  10",  on  a 


X1  x*  x*  /6  \ 

cos  x=  1 --+ 1 »ii  ■ —pii  cos  n + ex  J . 


t X*  1 

Et  en  faisant  cosx=l— ' * +pj, , on  commet  une  erreur 
X 

< rô. 


x’  xk 


Jü  JU 

Ayant  aussi  égard  aux  erreurs  de  - , p(l,  on  trouve 

cos  10=0, 99999. 99988. 24778. 47327— etc., 
erreur  <1:10”. 
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Tous  ces  nombres  ont  été  calculés  avec  trois  chiffres  de 
plus,  alin  que  l’erreur  ait  pu  être  calculée  avec  d’autant 
plus  de  précision. 


PROPOSITION  VI. 

PROBLÈME. 

Calculer  tes  sinus  et  cosinus  de  10"  en  10",  pour  le  premier 
quadrant,  en  supposant  connus  sin  10"  et  cos  10". 

Il  suffira  de  se  borner  a la  moitié  du  quadrant;  car  deux 
arcs  tels  que  45°  + m et  45° — m,  étant  complémentaires, 
on  a 

sm(45°+m)  = cos  (45° — m) 
cos  (45° -l-m)  = sin  (45° — m). 

Ce  qui  montre  que,  les  sinus  et  cosinus  étant  calculés 
jusqu’à  45°,  pour  avoir  le  sinus  d’un  arc  45° +m  plus  grand 
que  45°,  il  suffit  de  prendre  le  cosinus  de  son  complément 
45° — mqui  est  <45°.  De  même  le  cosinus. 

Cela  posé,  les  formules  (1),  (3),  p.  20,  1.  1,  donnent 

sin  [a-\-b)  = sin  a X 2 cos  b — sin  ( a — b) 
cos  (a+b)  = cos  a X 2 cos  b — cos  (a — b). 

Les  arcs  a — b,  a,  a+b  forment  une  progression  arith- 
métique dont  la  raison  est  b;  posons  a — b=t,  a=<4,  a-f-6 
=L  ; nous  supposerons  d’ailleurs  ê = 10";  cos  10"  est  un 
nombre  connu  que  nous  nommerons  (3;  il  vient 

sin  <a=2(3.  sin  1,  — sin  t (l) 

cos  <2=2(3.  cos  <, — cos  t. 

Si  l’on  fait  ici  < = 0,  on  aura  <,=10",  <a  = 20";  ces 
formules  donnent  donc  le  sinus  et  le  cosinus  de  20"';  po- 
sant ensuite  < = 10",  t,  = 20",  on  aura  <a=30",  dont 
ces  mêmes  formules  donneront  le  sinus  et  le  cosinus.  En 
général,  connaissant  les  sinus  et  cosinus  de  deux  termes 
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consécutifs  de  la  progression  0,  10',  20",  30",  etc.,  on 
trouvera  le  sinus  du  terme  suivant  en  multipliant  celui  du 
précédent  par  2(5,  et  retranchant  celui  du  terme  antépré- 
cédent.  De  même  pour  le  cosinus. 

Mais  comme  2(3  est  un  nombre  qui  diffère  très-peu  de  2, 
on  peut  simplifier  l’opération;  nommant  k la  différence 
2 — 2(5,  qui  est  égale  à 0,00000  00023  50444 — etc.,  on 
a 2/3=2 — k,  et  les  formules  (1)  deviennent 

tin  l.i  =2 sint,  — sin  t — k sin  t, 
cos  / j =2  cos  t, — cost — k cos  t,. 

Delà  sin  t2 — sin  t,=sin  I, — sint  — k sint,  (2) 

cos  1.2 — cosl,=cos  t, — cos  t — k cos  t, . (3) 

Lorsqu’on  connaîtra  la  différence  sint, — sinl,  il  suffira 
d’en  retrancher  k sin  t,  pour  obtenir  la  différence  sin  L — 
sint,;  à celle-ci  on  ajoutera  sin  l , et  l’on  aura  siu  t., . Même 
série  d’opérations  pour  avoir  cos  l.,.  Les  produits  k sint,, 
k cos  l{,  etc.,  sont  plus  simples  à faire  que  2/3  sint,, 
2(3  cos  t , ; du  reste,  en  prenant  le  facteur  constant  k pour 
multiplicande,  on  n’a  qu’à  faire  une  fois  pour  toutes  les 

produits  partiels  li,  2k,  3 k, 9 A*  ; ce  sont  les  seuls 

qui  puissent  entrer  dans  les  différents  nombres  k sin  t,, 
k cosl,,  etc. 

Le  tableau  suivant  indique  le  progrès  de  l’opération  pour 


le  sinus,  en  nommant  a le  sinus  10”. 

Arc«. 

Différences  des  sinus. 

Sinus. 

0”  j 

o 

0 

10" 

a =d 

a 

20" 

a — ka  —d, 

et 

+d,—act 

30" 

d , *—  k 7 , ■ d2 

«. 

-i-di—xi 

40" 

i 

d i — fc«4=ds 

*4 

etc. 

Ainsi  dans  (2)  posant  t=ü,  on  a sint,=z-,  d’où 
sm  L — sin  t,  =« — kx—sin  20” — sin  1 0". 
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Cette  différence  a été  nomméed,  ; en  l’ajoutantâ  sin  10" 
ou  a,  on  a le  sin  20",  qui  a été  nommé  a, . 

De  la  différence  dt=sm  20 — sin  10",  on  retranche  kxt 
ou  k stn  20  ; le  reste  d, — Icx,  a été  nommé  : c’est  la  va- 
leur de  sm  30" — stn  20"  ; en  y ajoutant  a,  ou  sin  20",  on 
trouve  sin  30"  représenté  par  ai,  etc. 

Les  sinus  et  cosinus  étant  calculés,  on  en  calcule  les  lo- 
garithmes. 

I.  Pour  vérification,  on  peut  calculer  directement  les  si- 
nus et  cosinus  de  9 en  9°,  même  de  3 en  3°. 

En  effet,  le  côté  du  décagone  régulier  inscrit  soustend  un 
arc  de  36°:  il  est  donc  double  de  sin  18°:  représentons  ce 
sinus  para;;  le  côté  du  décagone  sera  2a:;  mais  ce  côté  est 
le  plus  grand  segment  du  rayon  divisé  en  moyenne  et  ex- 
trême raison  ; le  rayon  étant  1 , l’un  des  segments  2x,  l’au- 
tre sera  1 — 2x,  et  on  aura  la  proportion 

i:2x;:2x:i— 2x, 

d’où  4x-=l— 2x,  4ar-t-2a: -1=0 


et 


X—- 


—i±V 


La  racine  positive  est  le  sinus  de  18”;  donc 
sin  18°— cos72°=~--^V'b.- 


De  là  cos  1 8”=Pl— Mn*Ï8=f  / 1—'  — -1— 

V \ * / 

= . 1 10-f-2Po=sm72°. 

4 

Au  moyen  des  formules  (3j,  (4).  p.  12,  1.  1,  où  l’on 
fera  a=18°,  on  trouvera 
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sin  36"— cos  5b°=\  ^ 1 0 — 2 l/5 , 
4 

cos  36°=sin  54° (1  -t-^5). 


On  peut  trouver  maintenant  sin  9U,  cos  9°,  sin  27°,  cos 
27°.  A cet  effet,  dans  les  formules  (5),  p.  14,  1.  1,  on  fera 
successivement  a=18,  a=54,  ce  qui  donne 

sin9°=cos  8 1°=-!^  3 +1/5— î- 17  b-V5, 

4 4 

cos9°=sin  81°=4|/ 3+^+^ 5-/5, 

4 4 

sm  27°=cos  63°=  y ^5+1/5— i^3— 1/5, 

4 4 

eos  27° =sm  63°=  -J-  ^5+71  + ? 17  3-/5 . 

' 4 4 


On  a aussi  sm45°==cos45u==-l/2. 

Z 

Ensuite  sin  30°=cos  60°=^, 

Z* 

sin  60°— cos  30u=— 1/3. 

2 


Pour  avoir  sin3°,  dans  la  formule  qui  donne  sin  (a — fr  i 
on  fait  a=30ü,  6=27°;  on  trouve 


sin  3°=si»30°  cos  27° — sin 27"  cos  30 
=il/i^75+  15 +3 1/^ +5^9—81/5 

8 8 8 o 

=cos  87». 


■ » 
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De  même  cos  3°=cos  30°  cos  27 + sïn  30"  sin  27° 

=Jy  15+3 1^5 +— ^ 9 — 3 V 5 — - ^ 5+^5— ^ 3— ^5 
8 8 8 8 

Les  sinus  et  cosinus  de  6"  se  déduiront  de  ce  que  6°= 
36° — 30”,  etc. 

Du  reste,  cette  méthode  peut  être  employée  à calculer 
les  sinus  de  10''  en  10",  jusqu’à  90°. 

II.  Pour  le  prouver,  reprenons  la  formule 

sintt  =2 cos  10"  sint, — sinl.  (1) 

Soit,  comme  plus  haut,  (3  la  valeur  approchée  de  cos  10", 
que  j’appelle  cos  a,  i l’erreur,  on  a 

cos  a={3-hi.  (2) 

Soit  a„  la  valeur  approchée  de  stn t„ , e„  l’erreur,  de 
façon  que 

sml0—aB- t-e0,  . (3) 

Sltl  - i “("Cn+i- 

La  formule  (1)  donne 

sin  tn+, = 2 cos  a sin  <„ — sin  t„  , (4) 

' ou  «n+i-l-en+i=2cos«(^+en) — «u-i — e„_,, 

=2cosa.«n4-2en  cosa — an_, — en_, , 
ou,  d’après  (2),  =2|3a„ — an_,+2e„  cos  a — en_,4-2tan. 

Dans  2(3an — «n_,  on  ne  conserve  pas  tous  les  chiffres; 
soit  y„  la  partie  qu’on  néglige;  il  vient 

en+1=2e„cosa— «n_l4-2t«n+yn.  (5) 

Je  pose  pour  abréger,  2««11+yn=^n.  (6) 

et  j’ai  eu+,=2eDcosa — (7) 

* Équation  aux  différences  finies.  V.  la  note  de  la  page  104. 


m 
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faisant  n=l,  2,  3, et  observant  que  e0  est  nul,  comme 

étant  l’erreur  de  sino,  on  a 

e3=2e,  cosa-\-ât,  (8) 

e3=2  e^cosa — e{+S3,  (9) 

e4=2e3cosa — ^-4-^3.  (10) 

r étant  entier  et  < n,  on  a 

«n— r=2en— r—  1 cos  a — en-r-2+^n— r— 1 • 

®n— r-+-i  =2en_r.cos  a — en_r_,-Hî 

n— n 

— r-Hi = ^ 1 -cos  a ®n— r“f-^n— r-t-t  i 


e„_H=2en  cos  a— «„_,-t-dn. 

On  peut  éliminer  entre  ces  équations  en,  etc.  e a ; 
à cet  effet  il  suffit  d’avoir  égard  à la  formule  (1),  et  d’a- 
jouter les  équations  précédentes  depuis  (8),  après  les  avoir 
multipliées  respectivement,  et  à partir  de  (8)  par  sinna, 
sïn  (n — l)o,  sin  (n — 2)  a,  etc.,  sm(r-4-2)a,  sm(r4-l)a, 
sinra , etc.,  sin  a.  On  transposera  dans  le  second  membre 
tous  les  termes,  hors  e„+t.sina , et  il  vient,  en  ordonnant 
convenablement 

eIH_, .sût  a=e , (2  cos  a sin  na — sin  (n — 1)  a) 

-4-  e*  [2  cos  a sin  (n — 1 ) a — sm  (n — 2)  a — sin  na  j 

*4- 

-4-  en_r  [2  cos  a sin  (r-4-1  ) a —sin  ra — sin  (r-h  2)  a] 

+ 

-4-  en  (2  cos  a sin  a — sin  2 a) 

-l-o,  sm  na+sm  (n — l)a+...-4-d„sma. 

Or  la  formule  (1),  si  l'on  y fait  t=ra , par  suite  t,=(r-4-l)o, 
montre  que  le  coefficient  de  en_r  est  zéro;  celui  de  «,  se 
réduit  de  même  à sm(n-4-l)a.  De  là 

e„+l=[e,  SiWn+1  }a+^ ,sin na-\-$tsin  (n — 1 )a-r-..  .+dBsin  a]  : sin  a 
- Supposons  que  les  calculs  se  fassent  avec  17  chiffres  dé- 
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...  1 4 

cimaux;  il  s’ensuit  que  yn<(j^îï  et 1 d’après  la  va" 

leur  de  cos  10". 

1 18 

Donc  ^=y„4-2t«n<— 174-2i<-^,,  et 

6 18 

«n-H  < t" — I- TTHï r «»« ncH-sin (n — 1 ) a-4- ...sma  \ : sina. 
sina  10,,L 

Posons 

sma4-stn  2a-K . .+«n(n — 2)  a+itn  (n — 1 ) a4-s»n  na  —X . 

Multipliant  cette  égalité  par  2 sina  et  transformant  chaque 
terme  par  la  forme,  jpr.  20,  I.  1 , qui  donne 

2 sina  sinma=cos[tn — 1)  a — cos  (m4-l)  a, 

on  a 

2 Xi  in  a = 1 — cos  2 a -{-cos  a — cos  3 a-+-cos  2 a — cos  4 a 4- . . . 
4-  cos  (n  — 2)  a — cos  (na)  -t-cos  (n — i ) a — cos  (n-f-l  ) a ; 

1 4-  cos  a — cos  na — cos  (n  4- 1 ) a 


donc 


X=- 


2 sina 


e,  18  14-cosa — cosna — cos(n4-l)a  . . 

Ct  ea+i<ïî^~iO'>  2sina  “ ' ( ' 

Les  erreurs  s’accumulant,  comme  on  voit,  la  plus  forte 
répond  au  cas  où  l’on  pousserait  les  calculs  jusqu'à  90°. 
Posons  donc  (n4-l)a=90°,  d’où  cos  («4-1)  o=o,  cosna— 
cos  (90 — a)=sina , et  (11)  devient 

9 14-cosa — sina 


<-T 


sina  10’*  s/n*  a 

2 


(12) 


e, , erreur  de  stn  10"  est  < sina  ou  sm  10”  > 

48  2304 

0,000048=— s et  sm*a> 

Ayant  égard  aux  valeurs  de  cos  a,  sina,  on  a cosa — sina 
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< 0,9999999989  — 0,00004841 36  = 0,999951 5853  ; 
par  suite 


2 9 1,99996  4ft1I 1 , 1,99996 

en+,<48.t0“  1 10'*'  2304  ' “24.10“  256.1 06 

1 7813^.7820  ^,8 

24.10“+‘TÔ7r<lÔT7<10,‘ 


Donc  la  formule  (1)  peut  servir  à calculer  les  sinus  des 
arcs  de  10"  en  10",  de  0 à 90°,  et  la  plus  forte  erreur  sera 

<;  —,  ce  qui  est  plus  que  suffisant  pour  qu’on  puisse  cal- 
culer les  logarithmes  sinus  à moins  de  5;108.  D’ailleurs  les 
sinus  seront  exprimées  par  17  chiffres  décimaux,  et  l’er- 
reur est  > 0 . 

Supposons  que  les  erreurs  de  sin  10",  cos  10"  soient 

<^_L,  aue  tous  les  calculs  soient  faits  avec  c chiffres  : on 
^10°  M 

aura  ou  v„4-2t’an<3: 10° , e,<l:10c.  Donc  l’erreur 
1 3.1,99996 

sur  sin  90°  sera  <C-j 


'48.10e-6  2.2304.10°-“' 


< 


1 


3 


1000128  1302 


48.10e-6  2304.10e-’*  768.10 


=< 


10 


iC— 6* 


1 

Si  donc  on  veut  que  la  plus  forte  erreur  soit  < on' 
1 302  1 

n’a  qu’à  poser  d’où  10e-6>1302.10\  et  il 

suffit  que  c — 6=4+4,  ou  c=A+ 10.  On  n’a  donc  qu’à 
conserver  dans  les  calculs  10  décimales  au  delà  de  celles 
qu’011  veut  obtenir  exactement. 

Que  s’il  s’agit  de  calculer  le  sinus  ou  le  cosinus  d’un  arc 
donné,  par  exemple  sm(56°+17'+25  "),  on  prendra  parmi 
• les  multiples  de  9°  celui  qui  se  rapproche  le  plus  de  notre 
arc  ; ici  c’est  l’arc  de  54°.  Le  sinus  et  le  cosinus  de  54° 
sont  connus  et  peuvent  être  calculés  avec  autant  de  déci- 
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males  qu’on  veut.  La  différence  entre  56u  17’  25"  et  54“ 
est  2°  17'  25",  qu’on  représentera  par  x,  et  l’on  aura 

sin(56°-H  7'+25")=sm(54°+*)=Mn  54°  cosx+co*  54°  sinx. 

8245 

Or  x— 8245’'—  — par  rapport  au  rayon. 


Cette  fraction  étant  fort  petite,  les  séries  (2)  et  (3),  p.  4, 
seront  très-convergentes.  On  en  déduira  donc  les  valeurs 
de  sinx  et  cosx;  par  suite  on  aura  le  sinus  cherché. 

IV.  L’usage  de  supposer  le  rayon=l  n’a  pas  prévaludans 
la  construction  des  tables,  et  ce  par  une  raison  assez  insigni- 
fiante : on  y a supposé  le  rayonzzrlO10;  or,  si  dans  l’hypo- 
thèse de  r=l , on  a par  exemple 

sina=m, 

en  rétablissant  le  rayon,  on  aura(l.  1,  p.  8) 

s in  a=rm  et  log  sin  a=log  r+Iog  m. 

Dans  le  cas  où  r=10’#,  on  a logr= 10;  il  faudra  donc 
ajouter  dix  unités  entières  à chaque  log  sin  ou  log  cos  déjà 
calculé. 

Les  logarithmes  des  tangentes  se  déduisent  facilement  de 
ceux  des  sinus  et  cosinus.  Car  on  a 

rsina 

iga= ■ , 

cos  a 

d’où  log  tg  a =log  sin  a — log  cos  a 4- 1 0 . 

r* 

Quant  à la  cotangente,  puisque  cola— — , on  a 
/ J ® 

log  col  a— 20 — log  tg  a. 

V.  Les  tables  ainsi  calculées  fournissent  les  moyens  de 
trouver  par  approximation  les  logarithmes  des  lignes  tri— 
gonométriques  relatives  aux  arcs  autres  que  ceux  qui  sont, 
compris  dans  les  tables  mêmes,  et  réciproquement. 

A cet  effet,  les  tables  donnent  les  différences  entre  les 
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logarithmes  successifs  des  sinus,  cosinus,  etc.  S’il  s’agit, 
par  exemple,  d’avoir  le  log  sin  10°  32',  28",  on  cherche 
dans  les  tables  celui  desin  l6°-32  20",  qui  est  9,454  3357; 
la  différence  est  709.  Cela  posé,  on  fait  la  proportion 
10": 8"::  709 ix,  la  valeur  de  x,  ajoutée  au  log.  sin.  tabu- 
laire, on  trouve  log  sin  10°  32'  28"=9, 4543924. 

De  même,  supposons  qu’on  donne  logsina=9, 0567650, 
et  qu’on  demande  l’arca. 

On  cherche  dans  la  table  le  log.  sin.  le  plus  approchant 
en  moins  de  celui  qui  est  donné  : c’est  9,0560218  qui  ré- 
pond à 6°  32'  30",  et  dont  la  différence  avec  le  logarithme 
donné  est  1432;  la  différence  tabulaire  est  1836  et  corres- 
pond à 10";  on  fera  la  proportion 

1836: 1432: 10":*,  d’oùx=7",8 
et  a=6°32'  37",  8. 

On  voit  donc  que  l’on  regarde  les  différences  des  arcs 
comme  étant  proportionnelles  à celles  des  logarithmes  des 
lignes  trigonométriques.  De  là  des  erreurs  que  nous  allons 
mesurer. 


PROPOSITION  VII. 

Théorème. 

Le  rapport  d’un  arc  a-f-b  à un  autre  plus  petit,  a,  sur- 
passe le  rapport  des  sinus,  pourvu  que  ces  arcs  soient  tpoin- 

1 

dres  que  -n. 

En  effet,  la  formule  (a),  pr.  4,  donne 

f(x •+-  h)  —fx  4-  bf  {x  4-  6 h) . 

Posant  fx=sinx,  il  vient,  substitution  faite  de  a pour  xet 
de  b pour  h, 

sin  (a -1-6)  = sina+b  cos  (a -t- 96)  ; 
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sina 


sin(a-+-b) ^ b. cos  (a 4- 6 6) 

sin  a 

n ■ ,.  cos(a-f-âi).  ■ 1 
Or,  je  dis  que ^ < - ; 


(1) 


sina 


car 


. sina  ,,  .cos a 1 

a<_tga  — ; d’ou-r—  <-; 

cos  a sina  a 

mais  c.os(a-{-Qb)  <^cosa;  donc,  à fortiori,  — (a~H^) ^ 

sin  a a 

t /i\  i • . ««(«+&)  „ b a-hb 

et  (1  ) devient  — ^ >-  < 1 +-= , c.q.f.d. 

sina  a a ' 

PROPOSITION  VIII. 

Théorème. 

Soient  trois  arcs  croissants  n,  n+d , n+h;  si  l'on  pose  la 
proportion  li  ;d ! *. sin  (n+h)  — sinn.’x,  le  4*  terme  sera 

1 

<sin(n+d) — sin  n;  mais  la  différence  sera  <; — h* , les  arcs 

2 

, 1 

étant  <-tt. 

Jt 


Car 


. 1,  . 1IV 

. , , ,,  . sm-h.  cos[n-\ — h) 

sin(n+n) — sinn  2 2 

sin(n+d) — sinn  ,1  1 ' 

sin-d.cos(n-i — d) 


(1) 


• h K 

stn2h  2k  h 
Mais  il  est  prouvé  (p.  5)  que < — =-• 

. 1 , 1 , d’ 

sin-d  -d 
2 2 

de  plus  cos{n+~h)<^cos[n  + —d),  vu  que  h^>d. 
— «2 
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Donc 

sih(n+ft)— sinn  h . . • . 

— <-,  et  sin  (n+d)— st»  »>r(sm(«+/i)-smn) 

si'n(n+d) — sinn  d n 

c’est-à-dire  >#. 

1 1 

D’un  autre  côté  $m(n+d) — sinn—2sin-d  cos(n+^d) 
<dcosn,  et  à cause  de  (a),  pr.  7, 

. , h1 

sin  (n+A) — sin n=h cos n — — cos  (n+  Oh)>hcosn — — ; 


de  ià 


sin  (n+d) — sin  n ^ d 
h^h' 


sin  (n 4-  h) — sin  n+- 


d . dit 

puis  sm(n+d) — sm n <i~(sin(n-hh) — sm«)+—  , 


et  à fortiori 
d<à,  ou 


d v à* 

<-(sm(n+Ji'! — *mn)+— , vu  que 
h & 

h ' 

<x+~. 


PROPOSITION  IX. 

• Théorème. 

Avec  les  mimes  arcs , si  l’on  fait  la  proportion 
sin(n-f-h) — sinn; sin  (n+d) — sin  n : log  sin(n+h)- — 
logsin  n;y, 

y sera < log  sin  (n+d) — log  sin  n , mais  la  différence  sera 
Jfcol'n 
< 16  * 

Car  il  est  prouvé  (Alg) que  la  différence  entre Jo g sm(n+d) 
— log  sin  n et  y est  moindre  que  le  carré  d une  fraction 

25 
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qui  a pour  numérateur  la  différence  des  termes  extrêmes 
lin  (n+h)  et  sin  »,  et  pour  dénominateur  4 fois  le  plus  petit 
terme  sinn,  c’est-à-dire  moindre  que 


(m(n-f-à) 


1 6 sm'n 


1 1 7 

. 2sm-Acos(n4-rA) 

— *inn)7_ L 2 2 j ^h'cos'n 

rv  4 O . • 1_  ^ 4 O _ * 


1 6 sin'rt 
h'cot'n 
~ 16 


16  sm’n 


PROPOSITION  X. 

Théorème. 

Avec  les  mêmes  arcs,  si  l’on  pose 

h:d::l  sin  (n-f-b) — ! sin  nTz, 
i sera  < 1 siu  (n  -f-  d)  — 1 siirn  , el  la  différence  sera 
^ AV  1 coltn' 

<t[~ — 1 — r 

4 \sinn  4 

A* 

En  vertu  de  pr.  8,  nommant  « une  quantité  , «n 


peut  écrire 


£ 

sin  (n+d) — sin  n=-[ sin  (n  -(-  A) — sin  n | + a . 


B'tm  autre  eê4é,  nommant  (3  une  quantité 

on  n (p.  ft),  L.  sin  (n -fc-d) — /.  sin  »— 

n -CTT  VjlV  ? • t s*'«(n-f-d) — si'nn 
/.  ïin(n-t-A) — l.smn  . — J ' (-S* 

•vm  (n  H-/i)  — srn  m r’ 


h'coCn 


16 


» 
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d’où  l.  lin  (n4*d)— /.  n'nn 

..  |f.*m(n-|-A) — Lsinn}  (d.  . . , 'j 

=0+-- — 7 — -Tv V ~(sm  n+/i — Sin»  +a 

sm(n+A) — Sinn  U • ' ) 

d,  . 7,  . , Î.stn(n-+-A) — l.sinn  , 

=2  £•{/.«»(«  4-A) — /.jmn  +«• — 7-7 . 4-0. 

A «m  (n+A) — sinn 

Ainsi,  en  prenant  z , on  commet  une  erreur  >0,  et 

nomme  0. 

»tn(«4-A) 

* Il  J — I . »|?l  T*  — » . 

sin  (n-4 -h.)— sinn 


. l.sin(n-\~h) — /.s»'nn  , 

=04-a.  — tt jT : . Je  la 

sm(»4-n) — sinn 


l. 


Le  facteur  /.  sin  (n-l -h)  — /.  st'nn  = l. 

sm  n 

sin  (n+/t) — sin  n 


sinn 


(Alg.) 


i~ 


ce  qui  est  <[- 


2 sin  n 


Donc  0<04- 


h\ot'n  h li  / 1 cot*n 
16  4 si» « 4 \sinn  ' 4 


2 sin  n 

Voici  les  valeurs  de  0,  calculées  en  plus. 


TABLEAU  A. 
Limites  de  0. 


1°  Depuis  10"  jusqu’à  ti°  (A=l"), 


10" 

0,0006248 

6' 

0,0000005 

15" 

2781 

7' 

4 

20" 

1 565 

8' 

3 

30" 

696 

9' 

22 

40" 

392 

10’ 

• 

0 

50" 

251 

20’ 

05 

1' 

174 

30' 

* 

03 

2' 

45 

1” 

0052 

3' 

20 

1° 

30' 

0024 

4' 

11 

2° 

0014 

».  r ' „ 

D 4 


î 
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2”  Depuis  3°  jusqu’à  90°  (A=10"). 


5° 

0,00000003 

45°  0,000000001 

9° 

1 

54° 

009 

18° 

04 

63° 

008 

27° 

02 

72° 

007 

36° 

013 

81°  à 90° 

006 

Ainsi,  de  10'  à 15",  0,0006248. 

de  15"  à 20",  0<  0,0002781. 

Dans  ce  tableau  donc  et  les  suivants,  le  nombre  de  la 
seconde  colonne  répond  à celui  de  la  première  et  à tous 
ceux  qui  le  suivent,  jusqu’à  la  ligne  inférieure;  de  sorte 
que  pour  tous  les  arcs,  depuis  10'  jusqu’à  15",  la  limite 
de  & est  0.000G248. 


Limite  de  l’erreur  qui  affecte  le  log.  sinus  d’un  arc  donné. 


1°  Si  l’arc  est  dans  les  tables,  la  limite  de  l’erreur  est 
5;  10*.  Pour  avoir  le  I.  sinus  en  plus,  il  faut  augmenter 
celui  des  tables  de  5;  10*,  etc. 

2°  Si  l’arc  n’est  pas  dans  les  tables,  soient  n,  n-4-10" 
les  deux  arcs  tabulaires  qui  le  comprennent,  n+d  cet  arc 
lui-même,  / le  l.sinn  pris  dans  les  tables,  A la  différence 
tabulaire. 


Soit  encore  l-\-e  la  valeur  rigoureuse  de  l.  sinn,  1-+- A-f-e' 
celle  de  l.sin  (n-4- 1 0")  ; la  différence  exacte  est  A+e — e. 
Faisons  la  proportion 

A-f-c  — c 

1 0" ; «i  ; ; A+e — e.\x=zd. — — . 

Nous  aurons  en  toute  rigueur 


l.sin  (n-l-d)=t-he-hd. 


AH-e — e 
10 


4-0. 


(1) 


. d\  „ 

Soit  — , a étant  la  partie  qu’on  ajoute  à l;  on  a 


! . 
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L$in[n+d)—l-\-a-\-e-\-d.—^ — (-6, 

. , e(10 — d ; de  „ 

+a+  1Ô~ +ÏÔ+9+'  . 

Un  prend  l-\-a  pour  - l.sin  (n+d)  ; donc,  nommant  E 

,,  „ 10 — d e'd 

I erreur,  on  a E=e 1 1-6+e  . 

10  10 


Mettant  pour  e,  e leur  maximum  —,  nommant  e,  le  mo- 
dule de  e";  on  a,  vu  que  d<10, 


Le  maximum  de  e , est  aussi  — j;  du  reste  e,  est  connu 


dans  chaque  cas,  mais  le  signe  de  E ou  le  sens  de  l’ap- 
proximation ne  l’est  pas.  De  plus,  toutes  les  fois  que  9, 
ajouté  au  module  de  e",  donne  une  somme  <5*  10",  l’er- 
reur est  < 1 : 1 07. 

Même  résultat  pour  la  partie  de  la  table  où  les  arcs 
croissent  par  secondes.  • 


Limite  de  l’erreur  qui  affecte  l’are  dont  le  log. sinus  est  donné. 

Soit  /+&  le  l.sin  donné;  /,  Z+A  les  l.sin  tabulaires  qui 
le  comprennent;  n,  n+10”  les  arcs  correspondants;  Z+e, 
Z-f-A  + e'  les  valeurs  rigoureuses  de  l.sinn , l.sin  (n-\- 10’), 
n+d  l’arc  qui  répond  à Z+6.  On  a trouvé  (1) 

A+e' — e 

/.s?'«(«+d)  ou  Z+ft=Z+e+d. — — M, 


d'où 


i *^+e — e , 

6=e+d. — — (-6  ; 


> 
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puis 

d 

6 — *e — b 

ïo 

A+  e — p 

(2) 


d d 

Mais  y^<l  ; donc  In  fraction,  valeur  de  —,  augmente 

si  à chacun  de  ses  termes  on  ajoute  un  même  nombre  ; 
mettant  donc  pour  — e son  maximum  5 J 10*,  on  a 


d / + io“~’e  J+Jÿ—9 

* ^ Ç.  l » 


10 


A-t-e  + 


10“ 


vu  que 


e-^  10“’ 


Ou  encore 


'-+w+i 

d< .10. 


La  valeur  (2)  donne  de  môme 


b .-f-0 

10“ 


-.10; 


b 

10“ 


.10. 


106 


,(3) 


(4) 


Or,  soit  ——=q -f-i , i étant  la  partie  négligée-;  d’après 

iA  • 

la  règle  connue,  on  prend  d=q\  donc  la  limite  de  l’erreur, 
en  plus  et  en  moins,  est 


10* 


; + 9 


-.10+:,,  t,  étant  le  module  de  s. 


Pour  la  partie  de  la  table  où  les  arcs  croissent  par  se- 
condes, c’est /y^+9  j;A. 
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Limites  de  f 

.H- 

10" 

0",024 

3' 

0",0012 

15 

14 

4' 

8 

20" 

11 

1°,  30' 

9 

30” 

6 

2° 

13 

40" 

5 

3° 

18 

2' 

2 

4° 

22. 

I i m i f/ia  # / /»  f - 

5 \ 

i_ n li  a»  a 

Vio*  7 ' ‘ 

5° 

0",006 

63” 

0",08 

9° 

10 

72° 

0 ,15 

21“ 

14 

81” 

32 

27° 

18 

86° 

34 

36“ 

25 

87“ 

73 

45” 

34 

88°  à 88°  30' 

1,02 

54° 

50 

Deux  observations  sont  ù faire  ici  : 

1°  Dans  la  première  partie  île  ce  tableau,  on  remarque 
un  décroissement  rapide  qui  s’arrête  à 1"  30’,  où  il  sc 
change  en  accroissement.  C’est  qu’à  partir  de  10’,  le  nu- 
mérateur de  la  formule  change  peu,  tandis  que  \ diminue 
toujours. 

2°  A partir  de  88",  les  secondes  deviennent  incertaines, 
et  au  delà  de  88°  59',  les  dizaines  de  secondes  le  sont. 
Ainsi,  pour  les  angles  à calculer  par  leurs  sinus,  il  faut 
éviter  de  s’approcher  de  90°,  tandis  que  d’après  le  tableau 
A,  pour  les  sinus  à calculer  par  les  angles,  il  faut  s’éloi- 
gner de  0". 

Enfin,  on  n’oubliera  pas  d’ajouter  à ces  limites  le  mo- 
dule de  t. 

I*our  les  tangentes,  on  a 


» 
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l.tg  a— 10  4-  l.sin  a — l.cosa, 

= iO-\-l.sin  a — / . sin  (90 — a) . 

Soit  0 l’erreur  de  l.sina,  0'  celle  de  Lsw(90 — a),  y celle 
de  l.tga;  on  a rj=0 — 0' 

Le  module  de  r,  sera  moindre  que  la  plus  grande  des 
deux  quantités  0,  0'.  D’après  cela,  de  0°  à 45°  on  prendra 
pour  limites  dey,,  celles  de  0 dans  le  tableau  A.  Au  delà 
de  45°,  il  faudra  rebrousser  chemin  ; ainsi  on  a le 

TABLEAU  C. 

Limites  de  y. 


Depuis  0°  jusqu’à  43°,  celles  du  tableau  (a). 
De  43°  à 90°,  les  suivantes. 


45° 

0,000.0000.013 

89°50' 

0,0000700 

54° 

.02 

. . 55' 

1100 

63° 

.04 

. . 50’ 

2000 

72° 

.1 

. . 57' 

4500 

81° 

.3 

. 58' 

17400 

85° 

1.4 

. . 59' 

25100 

88° 

2.4 

....  10'' 

39200 

88° 

30' 

5.2 

....  20” 

69600 

89° 

30. 

....  30” 

156500 

89° 

30' 

200. 

. . . . 40"  à 50”. 

0,0624800 

On  voit  que  le  I.  tg  est  d’autant  moins  exact,  que  l’angle 
est  plus  près  de  90u. 


Limites  de  l’erreur  du  l.tg  d’un  arc  donné. 
Prenez  celles  du  l.sin,  en  remplaçant  0 par  r,. 

Limites  de  l'erreur  de  l’arc  dont  le  l.tg.  est  donné. 
L’expression  est 
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et 


10* 


-, f—  2,  de  0°  à 5', 


Ï5i+ls 

r—  .10-h,  de  5°  à 90°. 

A 


A'  est  la  différence  tabulaire  ,V,  comme  plus  haut.  Or, 
de  0 à 5°,  A'  est  égal,  ou  de  peu  supérieur  à A.  Ainsi  pour  le 

TABF.EAU  D, 


De  0°  à 5°  on  peut  prendre  la  partie  correspondante  du  ' 
tableau  6. 


Limites  de  (~ 

\.  io:a'. 

\io  / 

5° 

0",006 

89°  50' 

0",2 

9° 

10 

. . 55' 

15 

25° 

36' 

13 

. . 56' 

25 

81° 

14 

. . 59' 

80 

85° 

12 

. . 59'  10” 

l”, 

88° 

10 

....  20” 

2”, 

88° 

30' 

40 

....  30” 

6\ 

89° 

180 

• 

89° 

30’ 

300 

Au  delà  les  dizaines  de  secondes  deviennent  incertaines. 

Remarquez  que  si , dans  ce  tableau  , l’intervalle  des  arcs 
était  partout  de  10',  il  y aurait  plus  de  régularité.  Nous 
voyons  encore  ici  que  l’arc  est  d’autant  plus  incertain  qu’il 
est.plus  près  de  90°,  et  que  le  l.tg  l’est  d’autant  plus  que 
l’arc  est  plus  près  de  0.  On  a le  plus  de  chances  d’exactitude 
vers  60°,  ici  comme  pour  les  sinus. 


* 


i 
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S i.  H ÉSOM  TION  IIKS  A. 

PROPOSITION  XI. 


Théorème.  — Km.  1 1 . 


Dam  tout  A rectangle,  chaque  côté  < le  1’  /\  droit  est  égal  à 
l’hypothinuse  multipliée  par  le  sinus  de  l’angle  opposé  à 
ce  côté. 


Sait  ABC  le  A,  À l’angle  droit.  Du  point  B comme  centre, 
avec  le  rayon  arbitraire  BC’,  décrivez  l’arc  C D,  mesure  de 
l’angle  B : menez  C’A',  sinus  de  l’arc  C D ; il  vient  : 


A'C'  sin  B AC 

— T ou — — , 

BC  r BC 


d’où  AC=BC.  sin  B, 


r étant  pris  pour  unité. 

Nous  indiquerons  dorénavant  les  côtés  par  les  lettres  pla- 
cées aux  /\  opposés,  mais  en  prenant  pour  les  côtés  de  pe- 
tites lettres.  Ici  donc  BC=a,  AC =6,  AB=c. 


Par  suite  smB.  (1) 

Corollaire.  On  a de  môme 

c=a  sin  C;  . 


comme  B=90u — C,.et  queC=90° — B,  il  s’ensuit  qu’on  a 
aussi  b— a sm(90 — C)=a  cos  C,  (2) 

c—a  $in(90° — R)=u  cos  B, 


c'est-à-dire  (|ue  dans  tout  A rectangle  chaque  côté  dei’ /\ 
droit  est  égal  à l'hypothénuse  multipliée  par  le  cosinus  de  i /\ 
adjacent  à ce  côté,  ce  qu’on  peut  déduire  de  la  ligure. 

Si  l’on  divise  la  formule  (1)  par  (2),  il  vient 


d’où 


6 sin  B 

-== — *ffH' 
c cos  B 

6— c Ig  B. 

.>■ 


».  « 
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Ainsi  dans  loul  A rectangle  chaque  côté  de  /’ A droit  est 
égal  à l'autre,  multiplié  par  la  tangente  de  ï /\  opposé  au 
premier  côté,  ce  que  la  figure  prouve  aussi. 

Remarque.  Nous  avons  ainsi  les  formules. 

b=a  sin  H,  c=a  sinC,  bz=acos  C,\ 
c=a  cos  B,  b=zc  tg  B,  c=b  Ig  C,  > (a) 

et  enfin  a*=6â-l-ca.  ! 


Ces  formules  suffisent  pour  résoudre  tous  les  cas  du  A 
rectangle. 

En  effet,  ce  A renferme  les  cinq  éléments  a,  b,  c,  B,  C. 
Connaissant  deux  de  ces  éléments,  pourvu  que  l’un  nu 
moins  des  éléments  connus  soit  un  côté,  on  doit  pouvoir  dé- 
terminer les  trois  autres.  Ainsi,  il  faut  connaître  des  rela- 
tions entre  ces  éléments  pris  trois  à trois  : le  nombre  de 


ces  relations  est 


5.1.3 

1.2.3 


= 10;  mais  il  faut  eu  excluro  celles 


qui  renfermeraient  les/\B,  C avec  l’un  des  trois  côtés  a, b, c. 
Car  de  pareilles  relations  seraient  propres,  soit  à détermi- 
ner un  côté  en  fonction  des  deux  A Ë,  C,  ce  qui  est  impos- 
sible, ou  à déterminer  l’un  des  /\B,  C en  fonction  d’un 
côté  et  de  l’autre  angle,  ce  qui  n'a  pas  lieu,  puisque  la  re- 
lation 90°=B+C  détermine  l’un  des  A lorsque  l’autre  est 
connu,  Des  dix  relations  il  n'y  en  a donc  que  sept  qui  exis- 
tent, et  nous  les  avons  dans'  les  formules  {a). 


PROPOSITION  XII. 


Théorème.  — Fig  , 12. 

Dans  tout  A les  sinus  des  A entre  eux  comme  les  côtés 

opposés. 

Soit  ABC  le  A : de  l’un  des  sommets.  A,  menez  AD  per- 
pendiculaire sur  le  côté  opposé  BC.  Si  AD  tombe  dans  le  A 
à cause  du  A rectangle  ABD,  on  aura  (p.  11), 


«i 
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• , ad 

un  B= — 
AB 


De  même  dans  le  A AUC 


d’où,  divisant. 


c 

o»  encore  — — 
sm  C 


sin  C=- 


AD 


AO 
stn  B b 


AD 

T’ 


sin  C c ’ 
b 

, et  de  même 

smB 


a 

sin  A 


Fig.  13.  Si  la  perpendiculaire  AD  tombe  hors  du  A,  le  A 
rectangle  ACD  donne 

AD=AC.  smACD  ; 

mais  l’A  ACD  est  le  supplément  de  ACB  ou  C:  donc 
smACD  — «mC,  et  AD=6stnC;  d’ailleurs  AI)=csmB, 
encore,  etc. 


PROPOSITION  XIII. 

Théorème. — Fig.  12. 

Dans  lotit  A le  carré  d’un  côté  est  égal  à la  somme  des  car- 
rés des  deux  autres,  moins  le  double  produit  de  ces  derniers 
côtés,  multiplié  par  le  cosinus  de  l’/\  compris,  c’est-à-dire  que 

aî=bi-\-c a — 2 bccos  A. 

Kn  ellet,  soit  ABC  le  A;  d’un  sommet  A menez  AD  per- 
pendiculaire sur  le  côté  opposé  BC  ; si  AD  tombe  dans  le  A, 
on  a 

a ou  BC— BD+DC. 

Mais  les  A rectangles  donnent  (p.  11,  c.) 

BD=c  cos  B,  PC=6  cos  C, 
donc  (1)  a— c cos  fi +b  cos  C.' 


» 


:* 
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Fig.  13.  Si  la  perpendiculaire  Al»  tombe  hors  du  A,  on  a 
tt=BD— r>c. 

Ici  encore  BD=ccosB,  maisDC=i>cos  ACD;  or,  l’/^ACD, 
supplément  de  ACBou  C,  donne  cos  ACD  = — ccosC;  donc 
DC  = — beos  C,  et  l'on  a encore  a = ccos  B + 6 cos  C. 
Changeant  b en  a,  B en  A,  et  réciproquement,  (1)  donne 

(2)  b=c  cos  \+a  cos  C. 

Changeant  ici  C en  B,  c en  6,  et  réciproquement,  on  a 

(3)  c—b  cos  A +a  cos  B. 

Actuellement,  si,  après  avoir  multiplié  (1)  par  a,  (2)  par 
b,  [3)  par  c,  on  retranche  delà  première  la  somme  des  deux 
dernières,  il  vient 

a1 — b3 — c:—  — 26e  cos  A, 


d’où  (4)  a3=b2+c* — 26c  cos  A. 

Ce  qu’il  fallait  prouver. 

Remarque.  Cette  formule  (4),  par  des  permutations  de 
lettres,  donne  immédiatement 

(5)  ft9=a*+c9 — 2flc  cos  B , * . 

(G)  c9=69+a3 — 2 abcosC. 

Ces  trois  formules,  fournissant  trois  relations  entre  les 
six  éléments  a,  b t c,  A,  B,  C,  doivent  à elles  seules  suffire 
pour  résoudre  tous  les  cas  du  A,  puisque  trois  de  ces  élé- 
ments étant  donnés,  on  aura  trois  équations  pour  trouver  les 
trois  autres.  Ces  mêmes  formules  doivent  donc  renfermer  les 
relations  démontrées  pr.  12. 

En  effet.  (4)  donne  cos  A , 

2 br 


d’où 

sm*A=l— ro$*A=l 


(é’-t-c1 — a’)1 46  V — — a*)* 

" 46V  ~ — 46V 


Le  numérateur  étant  la  différence  de  deux  carrés,  se  dé- 
compose en  facteurs:  ainsi 


JT 
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. (26c-— 6’— c’+o’) 

sm  A_  ïfci?  • 

Le  premier  fadeur  2êc-|-6,+r* — a ' est  égal  à (6+c)2 
—a*  ; le  second  à a*—  (6 — c)*  ; chacun  de  ces  facteurs  se 
décompose  d’après  le  même  principe,  de  sorte  que 

i*\  • «*  ( l>+c-\-a)(b-\-c~a)[a — 6-t-c)  (a+6— c)' 

(7)  sm  A • 4ftv* 

Actuellement,  on  reconnaît  que  le  numérateur  ne  change 
pas  si  l’on  change  a en  b et  réciproquement,  ou  a en  c et 
réciproquement  ; mais  si  l’on  divise  de  part  et  d’autre  par 
a*,  le  dénominateur  devient  aussi  une  fonction  symétrique 

, , , s*nlA  . sm  A 

de  a,  b , c;  donc  — — et  par  suite , est  également  une 

fonction  symétrique  de  a,  b,  c,  c’est-à-dire  que  la  valeur 

de  — — ne  change  pas  si  l’on  y change  les  a en  b , ou  en  c ; 


donc 


sin  A sin  B sm  C - 

a b r 


Remarque  2.  Les  formules  (4),  (5),  (6),  ou  bien(l),  (2), 
(3),  laissent  a,  6,  c indéterminés  si  l’on  se  donne  les  trois 
/\  A,  B,  C.  Eliminons  centre  (3)  et  (2),  et  pour  cela  mul- 
tiplions (3)  par  co*  A et  ajoutons  à (2)  ; il  vient 

b— b cos'  A -ha  ( cos  C-f-  cos  A cos  B); 

transposant  b cas' A,  et,  remarquant  que  b — beos' As: 
6(1 — cos'A)—b  sin'  A,  on  a 

a (cos  C-h  cos  A cos  B)  — bsin9A=u>.  (8) 

Cette  équation  (8)  remplace  (2). 

Pour  éliminer  c entre  (3)  et  (1),  il  ne  s’agit  que  de  per- 
muter a et  h dans  (8),  ce  qui  donne 

a sin'  B — b (cas  C 4-  cos  A cos  B) = o , (9) 

équation  qui  remplace  (1). 
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Enfin  entre  (8)  et  (9)  éliminons  b;  il  vièftt 

a [ ( cos  C~\-cos  A cos B)! — sm’  A sm’B] =o , (10) 

Or,  je  disque  lecoefficient  de  a est  nul,  car  A+B4-C=l  80°, 
d’oA 

co$C— — - cos(\ -f-B)~  — - cos  À cos  B -f-  s in  A sm  B , 

puis  cosC+cos  A cos  B = s m A s in  B ; 

et  1 équation  ^10)  devient  0X0=0.  Il  y a donc  indétermi- 
nation. ( V.Valg .) 

PROPOSITION  XIV. 

Problème. 

Résoudre  un  A rectangle,  connaissant  l’hypothénme  a et 
un  côté  de  l'angle  droit  h. 

Le  second  côté  de  l’angle  droit  c est  donné  par  la  rela- 
tion, 

c*=a1 — ô*=(a — b)  (a -h  b), 

1 

en  logarithmes  log  c=-\log  (a~b)+log  {a 4-6)]. 

L’angle  B se  trouve  par  a s in  B —b  ; 
rétablissant  le  rayon  (1. 1,  pr.  8)  a sinB=br, 
d ou  log  sin  B=10-f- log  b — log  a ; 

cardans  les  tables »■=  10'“.  D’ailleurs  0=90“ — B. 

PROPOSITION  XV. 

Problème. 

Résoudre  un  A rectangle,  connaissant  b,  c. 

On  a tgb—-;  rétablissant  le  rayon 
c 
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lyB=— , d’où  loglyB=zU)-\-!agb — loge. 

C=90" — B. 

Pour  avoir  l’hypothénuse,  on  pourrait  se  servir  de  la  re- 
lation a=I'/6:4-+-ci.  Mais  il  est  plus  commode  d’employer  la 
formule  a rtnü=br,  d’où 

log  a — 1 0-f-  loy  I, — log  s in  B . 

PROPOSITION  XVI. 


Problème. 


Résoudre  un  A rectangle , connaissant  l'hypothénuse  a,  et 
un  angle  aigu  B. 


On  a 

C=90°— B. 

La  formule 

• i i l a sin  B 

asm  B =t»r  donne  />—  ’ 

r 

d’où 

log  li=loy  a-\-loy  sin  B — 10; 

de  mémo 

log  r—  log  a-\~  log  s in  C — 1 0 , 

ou 

—log  a-ulog  cos  B — 1 0. 

PROPOSITION  XVII. 
Problème. 


y. 


Résoudre  un  A rectangle,  connaissant  un  côté  de  l’angle 
droit  b,  et  nu  angle  aigu  B. 

On  a C=90° — B. 


f br 

L’hvpothénuse  est  donnée  par  a= , 

sin  B 

d’où  loga=i(H~logb — loy  sin  B, 

le  côté  c par  b=.ctg Bou  br=clg B, 
d'où  log  c=iO-+-logb — logtg  B. 


* 
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Remarqué.  Les  quatre  problèmes  précédents  renferment 
tous  les  cas  que  présente  le  A rectangle.  En  elfet,  puisque 
parmi  les  données  il  faut  qu'il  y ait  au  moins  un  côté, 
on  peut  se  donner  ou  deux  côtés,  ou  un  côté  et  un  /\. 
Si  I on  se  donne  deux  côtés,  il  y a deux  cas,  selon  qu’on 
se  donne  soit  l’hypothénuse  avec  un  côté  de  l’A  droit, 
soit  les  deux  côtés  de  l’/\  droit.  Que  si  l’on  se  donne  un 
côté  et  un  /\ , comme  cet  A fait  connaître  l’autre,  il  n’y 
a encore  que  deux  cas,  selon  que  le  côté  donné  est  l’hy- 
pothénuse  ou  non.  Ce  son!  les  quatre  cas  traités. 

,..^«MTTTf>OSITIOIV  XVIII. 

Problème. 


Doua  un  A quelconque  on  connaît  un  colé  a et  deux  / \ , trou~ 
ver  les  autres  éléments. 

Quels  que  soient  les  /\  donnés,  on  trouvera  le  troisième 
par  la  relation  A-f-B+C=180°. 

Quant  aux  côtés  b , c.  on  a (p.  12) 

a b c 

s in  A s/n  B s/n  C 

.,  , , asm  B asm  C 

don  b-~ , c— 

s/n  A s/n  A 

Le  rétablissement  du  rayon  ne  modifie  pas  ces  formules. 
Elles  donnent 

logb—log  a + log  s/n  B — log  sin  A= 
log  a-\-log  sin  B+comp.  log  sin  A — 10, 
log  e~ log  a -+-log  sin  C — log  sin  \—,  etc. 


?u 


* 
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PROPOSITION*  XÏX . 

PnOBLEM E . 

Connaissait!  deux  côtés  a,  1»,  cl  l’angle  A opposé  à I uh 
d’eux,  trouver  le  côté  c et  les  deux  mitres  f\. 

On  mira  !'/\  B par  la  formule 

, . bsinA 

a’.sinA  ".  « ou  smlî= , 

a 

et  log  sin  B=  log  b -t-  log  sin  A — log  a , 

L’/\  Cestégalà  180° — (A-t-B)r  - 

ast'nC 

Quant  au  côte  c,  on  a smA;,«nC  : : a\c— , 

stn  A 

ou  log  c=loga+ log  sin  C — log  sin  A . 

Comme  l’ A B est  donné  par  son  sinus,  le  problème  n’est 
possible  qu’ontant  que  ce  sinus  n’est  pas  plus  grand  que  le 
rayon.  1^  faut  donc  que 
b sin  A 

<.1,  d ou  A. 

n T — 

Or,  si  a est  J>6,  il  est  aussi  >6  sin  A,  et  le  A est  pos- 
sible , ce  qu’on  sait  par  la  géométrie  (Géom.,  I.  2). 

Fig.  14.  Mais  si  a<Cb,  il  peut  se  faire  que  a soit  nussi<C 
b sin  A , et  le  A est  impossible  ■:  si  du  sommet  C on  abaisse 
CD  perpendiculaire  sur  AB,  on  trouve  CJ)=AC.  sin  A 
= b sin  A : il  faut  donc  que  a.>CD,  c'est-à-dire  que  le 
côté  BC  ne  soit  pas  moindre  que  la  perpendiculaire  CD. 
Tous  ces  résultats  sont  connus. 

A un  sinus  donné  répondent  toujours  deux  A supplé- 
mentaires l’un  de  l’autre  : ainsi  l’ A B,  s’il  n’est  pas  droit,  a 
deux  valeurs,  l’une  <90°,  l’autre  >90°.  Dans  le  casoùa^>6, 
l’A  A doit  aussi  être  >B;  donc  B ne  saurait  être  obtus, 
et  c’est  la  première  valeur  qui  convient.  Mais  si  l’AB 
peut  être  obtus,  et  le  A,  supposé  possible,  admet  deux  solu- 
tions, excepté  toujours  le  cas  où  B est  droit. 
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Çgpsjdérant  Je  ça§  où  le  A admet  deux  solutions,  nofg- 
mons  m l’une  def  valeurs  de  B,  l'autre  sera  180-r-n»;  pn  a 
donc  aussi  (jeux  valeurs  pour  Ç,  savojr  : 

C=180— (A+m), 

C= 1 80— (A + 1 80— m) =m— A . 

On  aura  aussi  deux  valeurs  pour  c,  savoir  : , 

r « ««  [180 — (A+m)] asm  (»!-+- A) 

sin  A sin  A 

a sin  (m — A) 

r— i , 

. sin  A 

asin(m±A } 

ou  c— 7 . 

sii)A 

La  formule  (4),  pr.  13,  peut  aussi  servir  à calculer  c;  elle 
donne 

(«)  e* — 2 beeosk+b* — as=o, 

d'où  c=bco$A±:V~bico$*A — ft’+a*; 

mais  b*  cos*  A — b'— — b*(\ — cos’A)=: — b*  sin*  A, 

donc  e=bcosA±Vcf—bisin*A. 

Pour  que  ces  valeurs  de  c soient  réelles , il  faut  que 
af>6i«miA,  comme  ci-dessus;  pour  qu’elles  fournissent 
deux  solutions,  il  faut  de  plus  qu’elles  soient  positives:  l’é- 
quation (a)  montre  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  cela  est  b 9 — a3>o,  ou  a<6,  ce  qui  est  d'accord  avec 
la  discussion  développée  plus  haut. 

La  valeur  de  c,  qu’on  vient  de  trouver,  est  peu  coninjode 
pour  le  calcul  logarithmique  : en  effet,  pour  la  mettre  en  % 
nombres,  il  faut  chercher  les  log  de  a,  b,  sin  A;  doubler  loga, 
et  chercher  le  nombre  correspondant,  qui  sera  a*;  ajouter 
logbe t logsin  A,  doubler  la  somme,  ce  qui  donne  log  tfsit i*A, 
et  chercher  le  nombre  correspondant,  qui  sera  6'sm’A;  re- 
trancher b* s*n*  A de  as,  prendre  le  logarithme  du  reste , je 
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sous-doubler  à cause  de  lu  racine,  chercher  le  nombre 
correspondant,  et  l’on  aura  la  valeur  du  radical.  Reste  en- 
core à prendre  le  log  cos  A,  pour  l’ajouter  à log  b,  chercher 
le  nombre  correspondant,  qui  est  beos  A.  Dans  tout  cela  il 
y a,  do  compte  fait,  9 opérations  logarithmiques,  et  8 ad- 

1 

ditions,  soustractions,  multiplications  par  2 et  par  -,  si  l’on 

compte  les  opérations  indiquées  parrfc.  On  peut  réduire  le 
premier  de  ces  deux  systèmes  d’opérations  à 8,  le  second  h 
7,  en  décomposant  a% — 6Vn*Aen  {a-\-bsin  A)  l'a — b s in  A}. 
Mais  au  moyen  d’un  angle  auxiliaire,  et  des  transformations 
trigonométriques,  on  peut  d’abord  réduire  les  deux  termes 
a’ — 6*sin!A  à un  seul.  On  a 


4.  , b'sin'A 
-0"sin'A=ra*|  1 r 


l * 


'P) 


b sin  A 

Or  — - — est  = sni  B.  Nommons  encore  m la  plus  pe- 
tite valeur  de  B ; 
il  vient 

n‘ — b'siWA—a'H — sin'nt; —a'cos'm . 

Donc  c~bcosA±a  l'osm. 


La  relation  (â  donne  b= 


asmm 


stnA 


; substituant  dans  l’ex- 


pression de  c,  on  a 
asinmcosA 


:n  cos  m—a- 


sin  m cos  A±  cos  m sin  A 


sm  A 

a sin  (»i  ± A) 
sin  A 


sin  A 

, comme  plus  haut. 


Pour  calculer  c par  cette  formule,  il  faut  d’abord  calculer 
m,  ce  qui  exige  quatre  opérations  logarithmiques  et  une 
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addition.  Les  deux  valeurs  de  c exigent  trois  nouvelles  opé- 
rations logarithmiques  et  trois  additions  ou  soustractions. 
Il  y a donc  avantage. 

N’oublions  pas  que  toutes  les  fois  qu’on  diminue  le  nom- 
bre des  opérations  logarithmiques,  non-seulement  on  abrège 
les  calculs,  mais  encore  on  diminue  les  chances  d’erreurs, 
vu  que  chaque  logarithme  comporte  une  erreur. 

■ 

PROPOSITION  XX.  • 

Problème. 

Dans  un  Aon  connaît  deux  côtes  a.  h,  et  ï/\  compris  C: 
trouver  c.  À,  B. 

On  a,  entre  ces  inconnues  A et  B,  les  relations 
A-f-B-t-C=180.  et  sinS’.smb'.  ’.a'.b. 

D’après  la  première'on  connaît 

A+B=180— C. 

Si  l’on  connaissait  A- — B,  les  ,A  A et  B serDieflt  faciles  à 
trouver. 

Posons  donc  A — B-=2æ. 

1 1 

Delà  A=90 C-t-x.  B— 90 — -C — x 

2 2 

Si  dans  s in  A ; s in  H'. '.a 'J> 

on  substitue  les  valeurs  de  A et  B,  et  qu’on  fasse  pour  un  in- 
stant C=2C'.  on  a l’équation  à.  une  inconnue 

cos  (C — x e os  C'  -4- J»)  : . « ! b; 
développant  (cos  (î’cosx-t-sm  0 sinx).b= 
cosVj  cos  x — -s in  sinx  u, 
d’où  a-r-ir  sinx , sin  0 = cos  V.'  cosx  a — 5), 
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a— !) 

puis  ' tg  x— — -,  col.  G . (1) 

(l  — I-  b 

Geltb  formule  peut  se  trouver  d’une  autre  manière*  On  a 


, sm  AisiVt  B;  \a\b, 

d’où  smA+smBl$mA — smA;  \a+b\a — b. 

Mais  la  formule  (10)  pr.  20, 1.  1,  si  l'on  y remplace  p par 
A et  q pür  B,  donné 

1 1 

smA+smB;  sin  A — sin  B : : tg  - (A+B)  : tg  - (A — B). 

Ces  deux  dernières  proportions  ont  un  rapport  commun  : 
on  en  déduit  donc 


D’où 


ti+b  : a--6  : : tg  i (a +b)  : $ ~ (A-~B)  . 

4{A-s]=,^y^+,s)- 


(2) 


Or,  y (A — B)  n est  autre  chose  que  x,  et  comme 

A -1-  B = 180  — G , on  a 1 (A  + B)  = 90— - C,  et 

2 ' 2 

11 

l9  ^(A+B)  = cot^C=  cot  C'.  La  formule  (2)  est  donc  la 
même  que  (1). 

Reste  à trouver  c,  ce  qui  peut  se  faire  par  la  formule 
asin  C . 

c= — : ; mais  comme  elle  exige  trois  nouveaux  loga- 

sm  A 

rithincs,  on  en  donnera  une  autre. 

Des  proportions smA;si‘«B*«t»C:  \a\b\c 
smA+smBlsmC:  '.a-hb'lc, 

(fl+i)«flC, 
stnA+*»nB 


on  tire 
d’où 
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Or,  d’après  la  formule  (5),  pr.  20,  I.  1,  oua 

1,  . 

*inA+*inB=2«‘n- (A+B)  cos  -(A — B}, 

= 2 cos  - C.  cos  — (A — B . 

2 2 

i i , 

puisque  - (A-t-B)=90 — -C. 

D’ailleurs  *inC  = 2sih  ^Ccos-C  ; la  valeur  de  c devient 

JL  J. 

donc 

a+b)  sin-i. 

(3)  1 e=_ _ 

cvs  - (A — B' 

A 

et  comme  on  a déjà  dû  calculer  lotj  (o+i),  il  ne  reste  plus 
que  deux  nouveaux  logarithmes  à chercher. 

La  formule  (6),  pr.  13,  donne  aussi  c en  fonction  de»,  4,0; 
mais  pour  l’approprier  au  calcul  logarithmique,  il  faudra 
y introduire  un  f\  auxiliaire  ; elle  ne  sera  donc  pas  plus 
directe  que  (3). 

PROPOSITION  XXI. 

PROBLÈME. 

Connaissant  les  trois  côtés  d un  A , trouver  tes 
Les  formules  (4),  (5),  '6),  pr.  13,  donnent  les  /\  ; . 

car  (4)  donne 

à1+ci—  «* 


Pour  mettre  cette  formule  en  logarithmes,  il  faudrait 
chercher  les  logarithmes  de  a , b , ry  les  doubler,  chercher 
les  nombres  correspondants,  qui  seront  les  valeurs  de  Ir . 


!#- 


9 * 


* 
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c\  a';  faire  l’opération  6!-+-r — a‘ , chercher  le  logarithme 
de  ce  résultat,  en  retrancher  lqg2-\-logb+lotjc,  et  l’on 
aurait  log  cos  A : enfin  chercher  l’arc  correspondant  A : 
total  8 opérations  de  logarithmes,  7 additions,  soustrac- 
tions ou  multiplications  par  2.  Si  l'on  voulait  calculer  les 
trois  /\  , on  aurait  encore  4 nouvelles  opérations  de  lo- 
garithmes, et  6 additions  ou  soustractions. 

Pour  réduire  le  nombre  de  ces  opérations,  on  va  clier- 


1. 


cher  cos- A,  sin-  A,  d’où  l’on  conclura  Iq  - A. 
o o **  o 


On  a (I.  1 , p.  13) 


sin * - A= 


1 — co  s A 


26c 


26c — 6’ — c’+a’ a* — (6 — c)*  (a-f-6 — c)  [a — 6-t-c) 


46c 


46c 


46c 


Posons  a-t-6-4-c=2p,- 

retranchant  2c...  a 4-6 — c=2p — 2c=z2\p — c). 
De  même  a — 6+c=2(p — 6). 


Donc 


1 4 2fp — c)  2(p — 6)  (p— c)(p— 6) 

""  -A- -a7- _ fc 


et 


sm- 


1A_  | /(^ — 6)  (P— c) 


6c 


Pour  avoir  cos  A,  on  prend  la  formule  (I.  1,  p.  13' 


, 1 1 -t-cos  A 

cos‘-A= — 

2 o 


1 


6’4-c*— a‘ 


26c  (6-+-c)* — «r 

2 4 6c 

_ (6  -t-c  -Ht)  (6  4-  e — il  _ p ( p — o 
46c  6c 
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Donc 


C0SiA=|  /£E3. 

2 *i  oc 


De  là 


sin  ~ A 
o 


tg~ \— 
y 2 


1 

cos  A 
2 


/(p—b)  (p—c) 

i p(p— a) 


Avec  cette  formule  il  y a à chercher  les  logarithmes  de 
p , p — a,  p — 6.  p— 'C,  à ajouter  aux  deux  derniers  les  com- 
pléments arithmétiques  des  deux  autres,  pour  doubler, 
prendre  l’arc  et  le  doubler  : ainsi  5 opérations  logarith- 
miques et  3 autres;  il  est  vrai  qu’il  faut  calculer  2p,  p, 
p — a,  p — b,  p — c,  ce  qui  fait  encore  5 additions  ou  sous- 
tractions. Pour  avoir  B et  C , il  n’y  a plus  que  deux  opé- 
1 1 

rations  : car  l.tg-  B,  l.lg-C  renferment  les  mêmes  loga- 
2 2 

rithmes  que  l-lg\ A.  Mais  il  v a encore  6 nddilions  ou 
2 

divisions  par  2.  Donc  7 opérations  de  logarithmes,  et  là 
additions, .soustractions  ou  divisions  par  2.  Le  calcul  des 
f\  par  le  moyen  de  cos  A,  cos  B,  cosC,  exigeait  12  opé- 
rations de  logarithmes  et  13  autres. 

La  transformation  de  a-t-à-l-c  en  2p  simplifie  aussi  : 

1 / . 

car  pour  ig~  A,  par  exemple,  il  aurait  fallu  calculer  a-f- 
2 

6-f-c,  — c,  a+c — 6,  b- 4-c — a,  ce  qui  fait  4 additions 

et  3 soustractions,  c’est-à-dire  7 opérations  au  lieu  des 
5 qu’on  a indiquées  plus  haut.  • 

Oii  reconnaîtra  semblablement  que  l’emploi  de  sin-  A 

, , 1 . . 1 

est  le  plus  avantageux  après  tg~  A;  ensuite  vient  cos— A. 

enfin  cos  A. 

' >>  - 
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Pour  appliquer  les  tables  au  calcul  de  tanq  - A,  il  faut 

• 17  2 

rétablir  le  rayon,  ce  qui  donne 


tang  A = r j 
2 


/ \ (p—c) 


P lp—a 


d'où 


lo9  l(J  x A 


*— 104-^[%  [p — b)+log(p — c) — ‘{oy p-~-log  \p — o] 
— 4[%  [p—b)+ l°fl  IP—*')  + 10 —logj,  + 1 0 — log  j>—a)  ] 


=rtl  % [p~l>}-+-l°!l  (p—e)  +tomp.l(Mjp-+cvmp.log  j 


Remarque  1.  Toutes  les  formules  qui  viennent  d’être 
trouvées  deviennent  impossibles  si  le  A l’est,  et  récipro- 
quement. 


Prenons  d’abord  cosAü 


&*+«*-- 
26  c 


Pour  que  l’A  A soit  réel,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
cosinus  soit  compris  entre  -t-1  et  — -1 , c'est-à-dire  que 


fr’+c*— 

26c 


-<1  et  >— J. 


De  là  lr-j-c' — «ï<26c  et  ô3-+-c* — a4> — 26c. 
Transposant 

. 6*-+-c* — 26c<tt8  et  tf+c'+ûbt^a' 

ou  (6 — c)*<  aa  et  :64-c)s>aa. 

La  première  de  ces  inégalités  exige  que  le  côté  a soit 
la  valeur  absolue  de  la  différence  des  deux  autres:  de 
‘sorte  que  si  6 n’est  pas  moindre  que  e,  on  doit  avoir 

a > 6 — c , d ’o.à  aA- c.  > b. 
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La  seconde  exige  que  6+c> a. 

Ces  conditions  sont  connues. 

Réciproquement,  si  le  est  impossible,  À est  imaginaire. 

Efi  effet*  supposons  n> 

Delà  (64-é)*<aî 

ou  • 2èft. 

/Z+c’-^-à* 

Donc  — — ou  cos  A sera  <£—l . 

2 bc 

Donc  cos  A tombant  entre  — 1 et  — oo  , A est  imagi- 
naire. 

Si  l’on  suppose  6>a-4-c, 

on  en  tire  (b — c)>a 

è’-i-c1 — a’5>26c 


et  cos  A sera>  1 . 

On  voit  que  les  côtés  qui  comprennent  l'/\  A fie  jrtilent 
pas  le  même  rôle  que  le  côté  opposé. 

. i ! (p — c) 

Discutons  encore  la  - A=S / — -. 

J 2 V p (p — a) 


Pour  que  l’arc  - A soit  réel,  il  faut  et  il  suffit  que  la  taii- 
2 

- , . . 4v.  [P — b)(p—c)  . 

gentelesoit  : ainsi  il  laul  et  il  sulut  que  - — — - — soit 

p{p-~a) 

>0,  et  comme  p êSt  positif*  ceci  exige  que  les  binômes 
p — a,  p — b,p—c,  soient  positifs  en  nombre  impair,  et 
négatifs  en  nombre  pair.  Or,  il  est  impossible  qu’il  y en 
ait  plus  d’un  qui  soit  négatif,  quels  que  soient  les  côtés 
a,  6,  c. 


Car  si  l’on  avait  p — a<0 
avec  p — 6<0, 

on  en  déduirait  par  addition 


41-2 
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2p — a — 6<0  , 

ou,  vu  que  2p=a+b+c,  , 

c< 0,  ce  qui  est  absurde. 

Ainsi  il  faut  et  il  suffit  que  p — a,  p — b,  p — c,  soient 
positifs  tous  les  trois,  c’est-à-dire  que 


P>a,  p>b , p>c, 

ou  2p>  2o,  2p>2&,  2p>2c, 

ou  encore  a+64-c>2a,  a-f-à-l-c>2è,  a-fà-+-c>  2 c, 

ou  enfin  6-t-c>>a,  a-f-c>/>,  a-(-6>r. 

Conditions  connues. 

Si  l’on  avait,  par  exemple, 

a>6-(-c, 

d’où  " — a. 

c’est-à-dire  0>-p — o. 

Comme  les  deux  autres  binômes  p — 6,  p — c seront  né- 
cessairement positifs  ( puisqu'il  est  impossible,  qu'il  y en 

ait  plus  d’un  qui  soit  négatif  ) , tang  - A serait  imaginaire. 

25 


Remarque  2.  On  reconnaîtra,  comme  p.  16,  que  les 
quatre  propositions  précédentes  renferment  tous  les  cas  du 
Â obliquangle. 


Remarque  3 . Les 

. 1 1 

stn  A=2  stn  ~ A eus  - 
2 2 


valeurs  de  stn  - A,  cos  — A donnent 
2 2 


t_2,/P(p— a)  (P—1 *)  (p— 0 „ 
a — , ce 

hc 


qui  rentre  dans  la  form.  (7),  p.  13. 


PROPOSITION  XXII. 

Problème  — Pic.  là. 

Trouver  l'expression  de  la  surface  4 un  A rp  fonction 
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de  3 des  6 éléments,  pourvu  que  parmi  les  données  il  y ait 
un  côté. 

1 1 

1°  On  a surf.  ACB=  --  AB  X DC=  - c X BC. 

2 2 

Le  A rectangle  ACD  donnant  DC.:=ô sin  A;  on  aura  . 

1 

• surf.  ACB  = - Ijc.  sw  A.. 

Voilfl  I aire  exprimée  en  fonction  de  deux  côtés  et  de 
l'/\  compris. 

2”  Substituant  pour  sin  A la  valeur  donnée  p 21 , r.  3 . 

il  vient  surf.  ACB =fyp(p— o)(p — b)  (p — c) 
en  fonction  des  trois  côtés. 

3°  La  relation  a'— b*- t-ci — 2 bc,  cns  A 
u déjà  donné  (p.  19) 

c=bcos  A±|/rt" — b * sin* A, 

donc  surf.  ACB  = V(ô1smAco* A±ô*inAl  a'i — b* sin* A) 

en  fonction  des  deux  côtés  et  de  l’/\  opposé  à l’un  de  . 
ces  côtés. 

, csmB 

4°  On  a sin  B ; sin  l'.’.’.  b \ c,  d ou  b = — r— — , 

sin  C 

et  comme  C=  I HO — (B -H A)  ou  sin  C— sin  (B-t-A), 

c*sinA.sinb 

il  vient  suri.  ABC=--  . 

2 sm 

en  fonction  d’un  côté  et  des /\ adjacents. 

KXFAIPI.ES  DR. LA  HÉSOMJTION  DES  TRIANC.LKS  RECTILIGNES. 

Ex . 1 . Dans  un  A on  connaît  les  côtés 
<1=5643“,  34.  //=4928“.56.  c=4264“,29 , . 

trouver  les  /\ . 

On  calcule  d’abord 
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2p=a -+-(»+?= sU$3M9, 

d’où  p= 7418,095, 

puis  p — «=1774, 755,  p — 6=2489, 535,  p — c=3153,805. 

Pour  vérification,  il  faut  que  (p — o)4 -{p — 6)-f-(p — c) 
soit  égal  à p. 

î’our  les/\,  on  a. à chercher  les  logarithmes  de  p,  p — a, 
p — 6,  p — c,  et  leurs  compléments  arithmétiques.  Vojci 
le  tableau  des  Calculs  : 


S 

« 

C» 

a 

« 

l 

'o* 


o o 
? 


o S 3 


« 

l 

o 

I 

A 

©J 


s a ss 

•x  « i 

!i  il 


ï 

A 


M 

«- 


U 

-J  \ 

U 


P 3 


n os 

O <H 
*£■ 

*p  «a 


Il  II  N 


n 


•5*1 
•§  si 


X 

o 

-- 

N 

«T 

fi 


es 

- I <* 


8 S 


S 8 


« ï©  O 


•o 

I 

p. 

*5. 


C 

I 

c. 


a 

$ 


Pour  - A,  la  |^b]e  donne 

ï 2 

le  loy  lg...  9,8877248 , arc 
correspondant  37'  4(V  30", 
différant  du  nôtre  de  363, 
différence  tabulaire  435  ; on 
fera  donc  la  proportion 

435*363 10";®, 

d'où  ®=8",35, 

puis  ^ A=37°  40'  20"  35 

et  A=75°  21'  16”, 70 
puis  B=57°  40'  5",6Ç 
C=4ü°  58'  37", 64 

d ou  A4-34Ç 
= 180“  0'  0 ". 
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-Un 


Sur  chacun  des  logarithmes  et  coin  p.  logarithmes,  l'erreur 

1 2 
est  donc  sur  chaque  log.  tg.  l’erreur  est 

Cherohons  d’abord  l’arc  correspondant  à 9,8877009,  li- 
mite inférieure  de  log  tg- A. 

D’après  la  table/.  Ig  37°  40'  30"=9, 8877248,  différant 
du  nôtre  de  361  ; différence  tabulaire  435;  la  proportion 

des  différences  donne -T-—,  et  comme  l’arc  tombe  entre 
435 

25°  et  81°,  si  l’on  calcule  cette  fraction  à 0,001 , le  tableau 
I),  page  393,  montre  qu’on  aura  l’arc  à moins  de  0",014. 

3610  1 

Or  -——=8,299  retranchant  0,014,  on  a-A>  37n  40' 
435  2 

38",  285. 

1 

La  seconde  limite  de  log  tg-  A est  9,8877613  ; diffé- 
rence 365:  à calculer  =8.390,  ajoutant  0,014, on  a 
435 


I 


A<37°  40'  38", 404. 


Donc  A>75021'  16',57  et  A<75°2l'  16”, 808 

On  trouve  de  même  B>57°  40’  5", 556  <57°  40’  5".770 

C>46°  58'  37", 542  <46°  58'  37",  73  8 

Delà  A-t-Ii  + O' >479#59'59' ".668  et  <1  80”  0’  0.31 6 

Résultats  satisfaisants. 

Ex.  2.  Trouver  (lig.  25  In  hauteur  A R d'un  édifie  placé 
sur  tin  terrain  horizontal. 

Dans  ces  sortes  de  questions  on  est  conduit  à mesurer 
des  /\  déterminés  par  certains  points  du  terrain.  A cet 
effet,  on  emploie  des  instruments  composés  essentiellement 
d’un  arc  de  cercle  divisé  en  degrés  et  parties  de  degrés. 


# 


c 
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Le  plan  de  cet  arc  peut  premlre  par  rapport  à l’horizon 
telle  position  qu’on  veut  : autour  du  centre  se  meuvent 
certaines  pièces  au  moyeu  desquelles  on  peut  diriger  des 
rayons  visuels  vers  tels  points  qu’on  veut,  situés- dans  le 
plan  de  l’arc  de  cercle;  cet  arc  fait  connaître  la  mesure  de 
l’A  que  ces  rayons  interceptent. 

Le  plus  exact  de  ces  instruments  est  le  cercle  répétiteur 
qui  donne  les  angles  avec  une  précision  presque  mathéma- 
tique : le  graphomèlre  se  compose  d'un  demi-cercle,  etc. 

Pour  résoudre  la  question  actuelle,  on  mesurera,  à par- 
tir du  pied  H de  l’édifice,  une  hase  UC  qui  ne  soit  ni  très- 
petite,  ni  très-grande  par  rapport  à AB,  afin  que  les  f\  aigus 
du  A qu’on  va  former  ne  s’éloignent  pas  beaucoup  de  45°. 
On  place  le  pied  du  grnphomèlre  en  C;  soit  I)  le  centre  du 
demi-cercle;  on  dirige  un  ravon  visuel  suivant  DE,  paral- 
lèle à I4C,  et  l’autre  sur  le  point  A,  suivant  DA  : on  obtient 
ainsi  la  mesure  de  l' A ADE.  Cela  posé  dans  le  A rectangle 
AED,  on  connaît  le  côté  DE— RC,  et  l’ A «'g1*  ADE  ; on 
pourra  donc  calculer  AE  : ajoutant  BE=DC,  qui  est  In  hau- 
teur de  l'instrument,  on  à AB.  • 

Soit  CD=1'\2,  BC=98”  ,57  angle  D=47°  28’  37". 

On  a (p.  16i  !oy  AE.— log  BE-I -log  ty  D — 10 
L.  DE=  1. 9937448 
log  Ig  47°  28  30"=  1 0,0375671 

dijf.  ta  h.  X ~=  296 

log  AE=  2,0313415 

En  se  bornant. à 7 décimales,  on  trouve  dans  Ja  table 
le  nombre  10718;  différence  avec  notre  logarithme.  138; 

1 38 

différence  tabulaire,  404;  d'où  , — -=0,34,  et  la  valeur 

404 

de  AE  est  107.4834- 


* 
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L’erreur  sur  log  DE  est<^-;  comme  la  partie  négligée 
dans  le  calcul  des  différences  este=j^,  que  d’après  le  ta- 
bleau C,  page  392,  » < ^-9,  il  en  résulte  que  l’erreur 


5 

sur  tg  47°  28'37"  est  <— 8 ; donc  log  AE  est  en  erreur 


de  moins  que  il  est  donc  compris  entre 


2,0313416  et  2,0313414  (a) 

Le  nombre  donné  par  la  table  est  107,48. 

Prenant  les  différences  entre  nos  logarithmes  et  celui  de 
107,48,  lesquelles  sont  respectivement 

139,  137  (unités  décimales  du  8°  ordre)  ; • 

on  les  divise  par  la  différence  tabulaire  404  ; d après  la  théo- 
rie des  logarithmes,  en  calculant  les  quotients  à - centième 

près,  ce  qui  donne  0,345  et  0,335,  on  aura  deux  limites  du 
nombre  cherché,  lesquelles  sont  107,48345  et  107,48335. 

Ex.  3. — Fig.  16.  Calculer  la  dislance  d'un  point  accessible 
A,  à un  autre  qui  ne  l'est  pas,  mais  qui  est  visible  du  point  A . 

Après  avoir  mesuré  une  base  AC  qui  soit  égale  à AB  es- 
timé par  aperçu,  et  de  l’extrémité  C de  laquelle  on  puisse 
. voir  les  points  A et  B,  on  mesure  les  /\  A et  C;  dans  A ABC 
on  connaîtra  donc  le  côté  AC  et  les  /\  A,  C,  ce  qui  suffit 
pour  trouver  AB.  A cet  effet  on  a la  proportion 

sin  B I sin  C \‘.b',c. 

Soit  AC=368ra,50,  A=56°  49’  52",  C=48°  32'  6", 
d’qp  B=180— (A+C)=74°  38'  2" 
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logst'nC 


=r 


logb  = 2,5664375 
C.  logsinB=  0,0158063 
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8746795  loysin  B=9, 9841895 
112  4-12 

=9,9841907 


loge  = 2,4569375  d’oùc=286,37 

Chacun  des  log.  sin.  qui  entre  dans  loge  est  en  erreur 

1 5 

d’une  quantité  moindre  que  — , ; l’erreur  sur  logb  est< 


107 

25 


celle  de  log  c est  donc  et  Ies  deux  limites  de  log  c 

sont 

2,45693725  2,45693775. 

Les  nombres  correspondants  sont 

le  1er  en  moins  286*37,  le  2'  en  plus  286,38. 

Ex.  4.  Fig.  17.  Calculer  la  dislance  de  deux  points 
A,  B,  inaccessibles,  mais  visibles  des  environs  du  point  C. 

Au  moyen  de  l’exemple  3,  on  calculera  les  logarithmes 
de  AC  et  do  CB  ; on  mesurera  l’ A C : cela  fait?  sans  cher-’ 
cher  les  valeurs  de  AC  et  de  CB  même,  on  a tout  ce  qu’il 
faut  pour  déterminer  AB.  En  effet,  on  a (p.  20) 

1 , , a — b 1 

tg-( A — B)= — —col  - C. 


Posons 


<ï4t4 
b 


<p  est  /\  auxiliaire  ; d’où 

log  tg  g = log  b--log  a . 
Comme  tg  45"  = 1,  on  a 

a tg  15° — tg  çp 


a — b 
a+b 


1-Mgr  45". <7  o 
a 


— <ff(45°— ?)(p,16, 1. 1). 
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Donc  tg  ^ (A — B)  = tg  (45° — <p)  .cot-  C. 

2 2 

Cette  transformation  épargne  la  recherche  de  deux  loga- 
rithmes. 

1 

Ayant  - (A — B),  on  trouve  AB  ou  c par  la  formule 
2 

a sin  C 

c— — ; . 

sm  A 


Ex.  5.  — Fig.  18.  Trois  points  A,  B,  C,  étant  donnés,  on 
demande  de  placer  par  rapport  à ces  points,  le  point  D,  con- 
naissant les  angles  ADB,  CDB,  et  sachant  que  la  figure  ABCD 
est  plane. 

On  obtient  une  solution  graphique  en  décrivant  sur  AB, 
BC  des  segments  respectivement  capables  des  angles  donnés 
ADB,  CDB?  Le?  arcs  obtenus  se  couperont  en  B;  mais  ils 
auront  en  outre  de  commun  le  point  cherché  D. 

Pour  résoudre  la  question  par  le  calcul,  soit 
BC=a,  AC=4,  AB  = c , 


A ABC=B,  ADB=a , BDC=|3. 

Prenons  pour  inconnues  l’angle  BAD=x,  et  BCD=y. 
On  a,  dans  le  quadrilatère  ABCD, 

ic H — î/  — t — — t — B=^  360, 

d’où  x-f-y=360 — (a+/3+B).  (1) 

Reste  à chercher  une  seconde  équation  entre  ces  incon- 
nues ; h cet  effet  on  prend  les  A ABD  ,BCD. 

. c. sin  x 

Le  premier  donne  BD= 


le  second 
d’où 


Bl>= 


smx 
a.  sin  y 


.sm|3 
c sin  x a sin  y 
sin  « sin  (3 


(p.  11) 


(2) 
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Les  équations  (1)  et  (2)  sufGsentpour  trouver  x et  y,  en 
ayant,  bien  entendu,  égard  aux  propriétés  des  lignes  tri- 
gonométriques.  Mais  comme  (1)  donne  la  somme  x+y,  il 
sera  bon  de  chercher  à tirera: — y de  (2).  On  mettra  (2) 
sous  la  forme 


smx  asmtx 


d’où 


siny  c sin  fi' 

sinx — siny  a sin» — csin(i 
sin  x+sin  y a sin  a + c s in  (3* 
Le  premier  membre  est  égal  à 


* l9  2 (x  y) 


(1. 1,  p.  20,  f.  10). 


1.  . 1.  . a sin» — c sin  fi 

Donc  ta  - [x — y)  = tg-  (x-hy) . — : r-!- . 

»2\  yj  atmà  + csm^ 

Pour  mettre  cette  formule  en  logarithmes,  on  donne 
à la  fraction  la  forme 


a- 

— 

sin» 

a -1 

c sin  {3 

stn » 

c sin  (3  , , 

-=c  , et  1 on  a 

sin » 

1 , , , 1 , , a — c 

tg  2^— y)  = l9^(x+y)  • 


Cette  transformation  épargne  la  recherche  de  deux  lo- 
garithmes. 

Ayant  a:  et  y,  on  peut  calculer  BD,  AD,  CD.  . 
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§3 Résolution  des  <?* . 

PROPOSITION  XXIII. 
Théorème.  — Fig.  19. 


Dans  loul  -0  . le  cosinus  d'un  côté  est  égal  au  produit  des 
cosinus  des  deux  autres,  plus  le  produit  des  sinus  de  ces  côtés 
multiplié  par  le  cosinus  de  l’angle  compris. 

Soit  ABC  le  -Q  ; supposons  d’abord  les  côtés  AB,  AC, 
moindres  qu’un  quadrant;  menons  leurs  tangentes  AE,  AD, 
tirons  DE.  Nommons  encore  a,  b,  c les  trois  côtés  du  ■{)  , 
A,  B,  C,  les  A opposés. 

Dans  le  A DAE  on  a (p.  6) 


DE=AD4-AE — 2AD . AE  cos  DAE  ; 
or  DAE  mesure  /\  A du<0  , et  si  l’on  prend  le  rayon  AO 
• pour  unité,  on  a 


DE=DO  4-EO — 2DO . EO.cos . DOE 
•= zséc'b+séc'c — 2 sécb.  séc  c cos  a. 

Égalant  ces  deux  valeurs  de  DE,  remplaçant  séc’ô  par 
1 +U/b,  séc’c  par  l-Mg’c,  on  en  tire 


Fin.  20.  En  second  lieu,  supposons  AC  ou  90°,  et 


—a  —a  —a 


AD=/<jf  6,  AE=lgc; 


donc  DE zzzlg'b+tcfc — 2tgb.  tgc.cosX. 

Le  A DOE  donne  aussi 


sécb.  sécc  cosa=t-htgb  Igc.cosA. 


s in  b 

Mais  <«6  = — -, 
cos  b 

substituant,  on  obtient 


1 


cos  c 


cos  a sin  b.  sine,  cos  A 


d’où 
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• 

AB  ou  c<90°.  Prolonge*  les  arcs  AC,  BC  jusqu’à  ce  qu’ils 
se  rencontrent  de  nouveau  en  C'  ; AC' , BC',  que  je  nomme 
b',  a , sont  les  suppléments  respectifs  de  b,  a;  l’/\  CAB, 
que  je  nomme  A',  est  le  supplément  de  A.  Puisque  dans 
C'AB  les  côtés  qui  comprennent  l’ A A sont  tous  les  deux 
moindres  que  90°,  on  a 

cosd—cosb'cosc-\-sinU  sine  cos  A'. 

Remplaçant  a par  180 — a,  b'  par  180 — b,  A' par  180 — A, 
changeant  les  signes,  on  a 

co«a=cos&  cos  c-f-sin  b sine  cos  A. 

C’est  (1). 

Si  AB  et  AC  (fig.  21),  c’est-à-dire  b et  c,  sont  tous  les 
deux  plus  grands  que  90°,  on  les  prolonge  jusqu’à  leur  se- 
conde rencontre  en  A';  les  arcs  A'B=ô\  A'C=c'  seront 
moindres  que  90°,  et  le  triangle  A'BC,  où  A'=A,  BC==a 
donne 

cosa=cosb'  cosc'+sinb'  sine  cos  A. 

Comme  &'  = 180—  6,  c = 180— c,  cette  formule  se 
change  encore  en  (1). 

Reste  le  cas  où  à et  c seraient  des  quadrants,  soit  en- 
semble, soit  séparément.  Si  b est  un  quadrant,  prenons  au 
lieu  de  b un  côté  6-+*f3,  j3  étant  infiniment  petit;  dans  le 
V le  côté  a aura  changé  infiniment  peu,  l’angle  A et 
le  côté  c ne  changeant  pas.  Supposons  que  a soit  devenu 
a+a,  on  aura 

cos  ( a+a)  = cos  (ft+|3)  cos  c-f-sm  (6-f-j3)  cm  c cos  A ; 

supprimant  les  infiniment  petits,  on  retrouve  (1),  et, 
comme  6=90°,  la  formule  se  réduit  à 
cos  a=sin  c cos  A ; 

sic  est  aussi  un  quadrant,  la  formule  (1)  devient  cosa  = 
cos  A,  ce  qui  est  évident  a priori. 

Remarque.  Changeant  dans  (1)  a en  b,  puis  a en  c,  et  ré- 
ciproquement, on  a 
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(1) 

(2) 

(3) 


cosa=cosbcosc+sinbsinc  cos  A, 
cosb=cosacosc-\-sinasinc  cos  B, 
cos c=:cosa  cos b-\-sina sin beos C . 
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Au  moyen  de  ces  (rois  relations  entre  les  fi  éléments  du  , 
on  peut  trouver  trois  quelconques  de' ces  éléments,  connais* 
sont  les  3 autres  ; elles  sont  donc  pour  la  trigonométrie  sphé- 
rique ce  que  les  formules  (4),  (5),  (6),  pr.  13,  sont  pour  la 
trigonométrie  rectiligne.  Il  ne  s’agit  que  d’en  déduire  des 
transformées  commodes  pour  les  différents  cas.  A cet  effet  il 
faut  chercher  des  équations  dont  chacune  renferme  4 des  6 

6 5^3 

éléments  : le  nombre  de  ces  équations  est  — - — ’ --——15. 

H 1 . 2 . 3 . 4 

Les  combinaisons  qui  répondent  à ces  équations  sont  les 
suivantes  : 


abc  A , 
abBA, 
ab  AC, 
ABCa, 


abc  B,  abc  G. 
ac AC,  bc BC. 

«6BC,  acAB,  ac  CB,  6c  AB,  6cAC. 
ABC6,  ABCc. 

Les  équations  relatives  aux  combinaisons  de  la  première 
ligne  sont  trouvées  : ce  sont  les  formules  (1),  (2),  (3). 

Celles  qui  se  rapportent  à la  seconde,  se  trouvent  ainsi 
qu’il  suit.  Üe(l)  on  tire  ai 

cosa — cos  b vos  c 


cos  Aï 


sin  b sine 

...  . , . , sin*  b sin*  c — ( cosa — cos  b cos  c)* 

d ou  si»  A=1 — cos  A— jij L 

sin*  b sin*  c 

(sin  b sm  c-hcos  a — cos  b cos  c)  (sin  l>  sin  c — cosa-hcos  b cos  c ) 


sin*  b sin*  c 

_[cosa — cos  (6-t-c)]  [cox(6 — c) — cosa] 

sin*  b sin*c 


4, 
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* D’aPrès  la  formule  (8),  pr.  20,  I.  1,  chaque  facteur  du 
numératdhr  se  transforme  en  un  produit;  on  trouve 

sin*A— 

4 stn-(a+b+c)  sin  - (a— 6+c)  «ni  (a+b—c)  (H-c— a) 

sin1  b sin* c 

, f^v*sant  de  part  et  d autre -par  sm1  a , on  trouve  que 
sin  A • 

est  une  fonction  symétrique  de  a,  b,  c,  donc 
(4) 


sin  A «mB  sin  C 


sin  a sin  b sine 

Ces  relations  qui  répondent  aux  combinaisons  en  ques- 
tion, montrent  que  : 

Dans  tout  <0  les  sinus  des  f\  sont  entre  eux  comme  les 
sinus  des  côtés  opposés. 

Pour  avoir  une  relation  entre  a,  b.  A,  C,  on  éliminera 
c entre  les  formules  (1)  et  (3),  et  d’abord  cos  c,  ce  qui 
donne  ^ 

cos  a=sin  b sin  c cos  A+cos  a cos'  b+cos  b sin  a sin  b cos  C; 

transposant  cos  a cos 8 b,  on  aura  dans  le  premier  membre 
cosa  cos  a cos 2 b ou  cos  a sin*  b ; divisant  par  sin  b il 

vient 

(5)  cos  asm  b=sin  c cos  A-f-cos  b sin  acosC. 

Mais  d après  (4),  smc= — -r— — ; substituant,  on  a 

Sl1%  A. 

• cos  A 

cos  a sm  b — sin  C sin  a.  — — -- f-  cos  b.  sin  a cos  C. 

sin  A 

Ici  on  divisera  par  sin  a,  et  se  rappelant  la  relation 
cos  a 

— = col  a,  on  a 
sin  a 

(6)  cota  sinb—sm  C.  cot  A-f-cos  b cos  C. 
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C’est  la  relation  cherchée.  La  permutation  de  a et  6 
donne 

(7)  col  b sin  a=sinC  colB+cos  a cos  C ; 

ici  a en  c (8)  col  b sin  c =sinA  col  B+cos  c cos  A, 
b en  a (9)  col  a sin  c = sin  B col  A-t-cos  c cos  B, 
c en  a (10)  col  c sin  a = sin  B col  C +cos  c cos  B, 
b en  a (ll)cotc  sin  b = sinAcosC-hcos  b cos  A, 

(6)-(ll)  sont  les  six  relations  relative»  à la  troisième  ligne 
de  (a). 

Pour  avoir  les  trois  autres  relations  restantes,  on  appli- 
que la  formule  (1)  au  -{).  supplémentaire.  Ainsi  posant 

a'  = 180° — A,  £>'=180°  — B,  c'  = 180“ — C, 

A'=  180° — a,  B'  = 180° — 6,  C'=  180°— c, 
on  a d’après  (1) 

cosa'  ==  cosb'  cosc  -\-sin  b'  sine'  cos  A'. 

Remplaçant  a,  b',  c.  A' par  leurs  valeurs,  il  vient 

(12)  cos  A = — cos  B cos  C-t-sm  B sin  C cosa ; 
permutant  (13)  cos  B = — cos  A cos  C -+-  sin  A sin  C cos  b , 
(14)  cos  C = — cos  A cos  B + sin  A sin  B cos  c. 

Toutes  ces  formules  s’appliquent  aussi  au  ^ rectangle  : 
supposons  l’angle  A droit,  et  introduisons  cette  hypothèse 
dans  les  formules  qui  renferment  A. 

La  formule  (1)  devient 

(1)  cos  a=  cos  b cosc. 

Donc  : le  cosinus  de  V liypolliénusc  est  égal  au  produit  des 
cosinus  des  deux  autres  côtés. 

De  (4)  on  déduit 

(2')  sinb=sina  sinü , sinc=sinasin  C, 

ou , le  sinus  d'un  côté  de  f /\  droit  est  égal  au  sinus  de 
l’A  opposé,  multiplié  par  le  sinus  de  l'hypoihénusc. 
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(6)  donne  cotasinb=cos  b cos  C; 
d’où  (3')  tgb=lg  a cos  C et  tgc=lgacosB, 

c’cst-h-dirc  In  tangente  d’un  râlé  de  l'/\  droit  est  égale  à la 
tangente  de  l’hypothénuse , multipliée  par  le  cosinus  de  l'/\ 
compris  entre  ces  côtés. 

La  formule  (13). 

(4')  cos  B=s»nC  cos  b , et  cos  Ci=sin  B cos  c. 

Le  cosinus  d’un  ff  oblique  est  égal  au  cosinus  du  côté  op- 
posé, multiplié  par  le  sinus  de  l’autre  A oblique. 

La  formule  (8)  donne 
. cotb  sin  c=colB, 

ou  (5')  tg lj=sin c.lgBot  lgc=sinblgC, 

c’est-à-dire  la  tangente  d’un  rôti  de  t’/\  droit  est  égale  à la 
tangente  de  l’/\  opposé,  multipliée  par  le  sinus  de  l’autre  côté. 
Enfin  (12)  donnera 

co«B  cos  G— sin  B smC  cos  a, 
d’où  (6')  cos a=icotB.  cote, 

ce  qui  prouve  que  le  cosinus  île  l’hypothénuse  est  égal  au 
produit  des  colangentes  des  A obliques.  ' 

Pour  résoudre  commodément  le  -0  rectangle,  il  est  bon 
d’avoir  des  relations  entre  les  5 éléments  a , b,  c,  B,  C, 
pris  3 à 3.  Le  nombre  de  ces  relations  est  10,  et  les  com- 
binaisons, auxquelles  elles  répondent  sont 


abc  , 

formule  (1') 

al,B  , 

acC  (2') 

abC  , 

acB  (3') 

bBC  , 

cBC  (4'j 

bcB  , 

bc  C (5') 

aBC  , 

(6'). 

Nous  avons  donc 

tout  ce  qu’il  faut. 
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Du  reste,  (4r),  (5')t  (0')  peuvent  se  déduire  très-simple* 
ment  de  (i'j,  (2'),  (3'). 

_ , . sin  b 

En  effet  (2)  donne  smB=- — t 

sina 


(3') 

d*où 


D’après  (1') 
cos  C 


donc 

et 

De  (2') 
et  (3’) 
on  tire 


smB 


r l9 6 

cos  C 

iga  . 

0 

cos  G ig  b.  sin  a cos  a 

smB  tgasinb  cos  b' 
cos  a 

■ -XZCOSCi 

co  s b 

•s 

=zzcosc,  ou  cosC=coscsinB, 


cosB=cos  b smC. 
sin  b 


sinBssz 

sin  a 

_ lac 
cosB  = — , 
tga 


sin  B sin  b tg  a sin  b cos  c 

cos  B sm  a-igc  cos  a sine' 

Remplaçant  cos  a par  cos  b cosc  (1') , il  vient 

lg  fa 

la  B=-r- 1 d’où  la  b=sin  c.  tg  B. 
sine 


Ceci  donne  aussi 


,nC—  l9c  . 

tg  C - , 
sin  6 


delà  ,gB.lgc=M^  *' 


c’est  (4') 


c’est  (5') 


(1') 


sin  b sin  c cos  b cos  c cos  a' 
puis  cos azscotB. colC.  c’est  (6') 

Quelques-unes  de  ces  formules  peuvent  se  démontrer 


i 
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géométriquement , mais  les  démonstrations  manquent  de 
généralité. 

Remarque.  1°  D’après  (1'),  si  cos  a est  > o,  cos  b et  cos  c 

sont  de  même  signe,  et  si  cos  a est  < o,  cos  b et  cos  c sont 

de  signes  contraires.  Ainsi,  parmi  les  trois  côtés  a , b,  c , il 

y en  a un  nombre  impair  qui  sont  < $0°,  et  un  nombre 

pair,  qui  sont  > 90°.. 

• 

2°  D’après  (5')  Ig  b et  Ig  B sont  de  même  signe  : donc 
l’angle  oblique  et  le  côté  opposé  sont  tous  les  deux  > 90", 
ou  tous  les  deux  < 90°.  Bien  entendu  que  ces  deux  remar- 
ques ne  s’appliquent  qu’au  -Q  rectangle. 


PROPOSITION  XXIV. 

THÉORÈME. 


La  tangente  de  la  demi-somme  de  deux  /\  d’un  ■{)  quel- 
conque est  égale  au  cosinus  de  la  demi-différence  des  côtés 
opposés,  divisé  par  le  cosinus  de  leur  demi-somme,  cl  multi- 
plié par  la  colangenle  de  la  moitié  du  troisième  /\ . 

Pour  avoir  la  tangente  de  la  demi-différence,  il  suffi  de 
remplacer  les  cosinus  par  les  sinus. 


C’est-à-dire  que 


cos  - (a  ô)  t 
l9  2(A+B)  = — l .cot-C, 

cos-(a+b ) 

JL 


sin-la — b) 

1 , , 2 ' ' 1 
fy  2 (^-r'P) — j 'col2  G' 

~ sin—  (a-\-b) 

si 
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Pour  démontrer  ces  formules,  reprenons  l’équation  5, 
pr.  23, 

cos  a sin  b = sin  c cos  A -l-fcin  a cos  b cos  C, 
permutant  a et  b, 

cos  b sin  a = sine  cos  B 4-  sin  b cos  a cos  G. 

Ajoutant  ces  équations  et  ayant  égard  à la  valeur  de 
sin  ( a+b ),  il  vient 

sin  (a +6)  —sin  c (cos  A 4 cos  B)4-sm  (a-t-b)cos  C, 
d’où  (a)  sin  c ( cos  A+cos  B)  = sin(a+b).  (1 — cos  C). 

Ma  is  de  sin  A : sin  B : sin  C:\sina : sin  b [sine 
on  tire  sin  A+sm  B sin  G ; sin  a +s/n  b * sin  c 
sin  A — sin  B : sin  C : : sin  a — sin  b : sin  c 
ou  (sin  A -MÛ»  B)  sin  c—(sin  a+smb)  smG 

(sin  A — sin  B)  sin  c=(sm  a — sin  b)  sin  C. 

Divisant  chacune  de  ces  égalités  par  (a),  on  a 
sinA+sinB_sma+stn(i  sin  G 
^ cosA-4-cosB  sin(a+b)  1 — cosC 

sin  A — sin  B sina — sinb  stnC 

^ cosA+cosB  sm(a4-&)  1 — cosG 

Or,  en  vertu  des  formules  (11)  et  (13),  p.  20,  1.  1,  les 
premiers  membres  de  ces  relations  se  réduisent  respective- 

1 1 

ment  à tg  -(A  4-  B)  et  tg  - (A — B).  # 

2 - 

En  second  lieu, 

1 1 

si'na+stnù=:2sin—  (a+b). cos  — (a — b),  p.  20, 1.1,  f.  (5) 
1 1 

sin  a — sin  b =2 sin  — (a — b),  cos  - (a-\-b) , i b.  f.  (0) 

M « 
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1 1 

ii'n(a  + 6)  = 2strn-(a-f&).cos-(a+&),  p.  12,  1.1,  f.  (3 

A 2 


1 * 1 
sinC=2sm-Ccos-, 
2 2 

1 

1 — cosC=2  jm‘  - C. 

2 


tJ. 


p.  13,  I.  i. 


Substituant  dans  ( b ) et  (c),  supprimant  les  facteurs 

• * r 

“*2C  . • 

communs  et  remarquant  que  - — — -=co(- C,  on  trouve 

stn-Q 

1 , 

1 cos-{a-b)  t 

^ (A-+-B)  = •rft2C' 

c os -{a — b) 

(1)  ■ 

j i)  j 

<ÿ-(A— B)= col- C. 

sin-(a+b) 

4 

Corollaire.  Appliquons  ces  formules  au  -0  supplémen- 
taire, en  écrivant 

cos~(a  — l>') 

tgI(A'+B')=— i .colle', 

cos  - (a -h- 1>)  ‘ 

2 • 


<9  g (A'~ B')  = 1 . co4  C'. 

»m -(«'+*') 
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Mais  A' =180° — -a,  B'=i80V- b,  C'=180°— e, 

o'— 180— A,  &'=i80°— B, 

4’où  ig  i (A'  4-B')  « H)  [1 80— i («  4-  &)]?=?—  Ig  ~ (<»4-  b) , 

*9  \ (A' — B')î=—  tg  i {a— b) , 

cos  i (a  4- b')  =—  cos  i (A  -(-B) , 
a 4 


sin 


^ (&' + b^j = ®,n  g { A 4-  B) , 

cos  i (a'—V)  — sin  ~ (A — B) , 

- 52  <. 

sin  - (a— b')  =z-r—sin  - (A — B) , 

2 2 

î ii 

col  - C'=co«(904--c)=—  ty-c. 

Substituant  ces  valeurs , on  trouve 

1 

j cos- (A— B) 

<ÿ-(o-f-6)= — j 


1 

^ôc- 


(2) 


1 , 

lg-{a—b)  = r—r^ ig-c. 


cos- (A-f- B) 

«ni  (A— B)  t 
2* 


1 

sin-  (A4-  B) 


Les  relations  (1)  et  (2)  s’appellent  formules  de  Néper. 
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PROPOSITION  XXV. 

PHOBLÈMB. 

Résoudre  le  -{)  rectangle , connaissant  l’hypolhénuse a,  et 
un  côté  b. 

Pour  trouver  c,  on  a la  fortmile  (1'),  qui  donne 

cos  b 

COS  C— •. 

cos  a 

Quant  à B et  C,  on  les  tire  de  (2')  et  (3'). 

. sin  b _ tg  b 
*mB=- — , cosC  = — . 
sma  tga 

Les  éléments  c,  C sont  déterminés  sans  ambiguité,  parce 
qu’ils  sont  connus  par  leurs  cosinus.  Quant  à B,  qui  est 
donné  par  son  sinus,  il  doitétrc  de  même  espèce  quefc,  c’est- 
à-dire  <90°  si  b l’est,  et  >90°  èi  b est>90u. 

PROPOSITION  XXVI. 

PROBLÈME. 

Etant  donnés  b,  c,  trouver  a,  B,  C. 

Les  formules  (1’),  (5')  donnent  cos  a = cos  b cos  c, 
ta  b tqc 

tg  B = 4-,  tgC=J~. 
sine  sinb 

Point  d’ambiguité. 

PROPOSITION  XXVII. 


PROBLÈME. 

On  connaît  a et  B,  trouver  b,  c,  C. 

Les  relations  (2')  (3’)  (6')  donnent 

sin  b— sin  a sin  B,  tg  c—lg  a cos  B,  col  C =cos  atg  B. 

Le  côté  b étant  de  même  espèce  que  B,  il  n’y  a pas 
d’ambiguité. 
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PROPOSITION  XXVIII. 
Problème. 


Etant  donnés  b,  B,  trouver  a,  c,  C. 

On  prendra  (2’),  (5'),  (4’),  qui  donnent 


s in  a— 


sinb 
sin  B ’ 


sin 


sm  C= 


cos  B 
cos  b 


ici  les  trois  inconnues  sont  données  par  leurs  sinus,  ce 
qui  indique  plusieurs  solutions.  En  effet,  il  y en  a deux 
si  sin  b < sin  B.  Car  dans  ce  cas  il  y a deux  valeurs  pour 
a;  il  y en  a aussi  2 pour  c,  et  2 pour  C.  Mais  à chaque  va- 
leur de  et  il  ne  répond  qu’une  valeur  de  c , car  l’espèce  de 
a et  de  & détermine  celle  de  c (p.  23,  r.);  enfin  C devant 
être  de  même  espèce  que  c,  il  s’ensuit  qu’à  chaque  sys- 
tème de  voleurs  de  a et  c,  il  ne  répond  qu’une  valeur  de  C. 
Soit  ABC  (fig.  22)  un  J)  rectangle  en  A et  satisfaisant  à la 
question.  Prolongez  les  arcs  BC,  BA  jusqu’à  leur  seconde 
rencontre  en  B';  le  ACB'  renfermera  le  côté  donné 
AC =b,  et  h’angle  opposé  B'=B;  il  satisfait  donc  aussi. 

Il  n’y  a plus  qu’une  solution  quand  6=B;  alors  a=90°, 
c=90°,  C=90°,  et  le  «D  estbirectangle. 

Il  y a impossibilité  quand  sin  6]>sm  B. 

PROPOSITION  XXIX. 


Problème. 

Etant  donnés  b et  l’angle  adjacente,  trouver  a,  c,  B. 
Des  formules  (3'),  (5r),  (4'),  on  tire 

tg a = , tg c=sin  b.  (g  C , cos B=co*  b sinC. 

cos  C 

Sans  ambiguité. 

in 
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PROPOSITION  XXX. 
Problème. 


Connaissant  B,  C,  trouver  a,  b,  0. 
(6')  donne  cos  a=col  B col  C 


de  (4')  on  lire  cosr= 


cos  C 
sin  B’ 


COS  bas 


cos  B 
sin  C 


Remariftie  1 . Les  six  problèmes  précédents  contiennent 
tous  les  eus  du  -£)  rectangle.  En  effet,  on  peut  se  donner  : 
1"  les  deux  /\  obliques;  2uun  de  ces /\ et  un  côté;  3°  deux 
côtés.  Le  second  cas  se  subdivise  en  trois;  car  le  côté  donné 
peut  être  l’hypotliénuse,  ou  bien  un  côté  de  l’angle  droit, 
lequel  côté  peut  être  adjacent  ou  opposé  à l’angle  donné.  Le 
troisième  cas  se  subdivise  en  deux,  selon  que  parmi  les  côtés 
donnés  on  a l’hypothénuse  ou  non.  Ce  sont  les  six  pro- 
blèmes traités. 

Rêtttarque  2.  Ail  -0  rectangle  se  ramènent  les  cas  sui- 
vants : 

1°  Le  triangle  dans  lequel  un  côté  connu  aeSde  90°.  Car 
dans  le  -i)  supplémentaire  l’angle  A'  sera  droit  ; on  résou- 
dra donc  ce  dernier  «O  , et  ses  éléments  trouvés  feront  con- 
naître ceux  du  -Q  proposé. 

2^Le  «0  isocèle.  L’arc  de  grand  cercle  mené  du  som- 
met au  milieu  de  la  base,  est  perpendiculaire  à cette  base 
et  divise  par  suite  le  «{)  en  deux  -{)  rectangles  égaux.  Or, 
quels  que  soient  les  trois  éléments  distincts  connus  dans 
le  -{)  proposé,  on  connaîtra  deux  éléments  du  -Q  rectangle. 
Donc,  etc. 

3°  Fig.  23.  Le  ■{)  où  a+6=180°.  Car  en  prolongeant  AC 
et  AB  jusqu’à  leur  seconde  rencontre  en  A',  on  aAC-|-A'C 
=180°  ; mais  par  hypothèse  AC-t-BC=180ü  ; donc  A'C 
=BC.  Donc  le  A'CB  est  isocèle,  ce  qui  ramène  au  cas 
précédent.  • 

Fig.  23.  4°  Le  -0  où  A-t-B=180°;  car  on  aura  l’angle 
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CBA'=A=A';  donc  CA'=CB;  par  suite  CB+AC  ou  a+b 
=180“. 

Remarque  3.  Dans  les  six  propositions  suivantes,  on  va 
traiter  le  obliquangle. 

PROPOSITION  XXXI. 

PrORLÉKK. 


Connaissant  daiis  un  *0  <tom  côtés  a,  b,  c,  trouver 
les  /\ 

La  formule  fondamentale  (p.  23)  donne 

cos  a — cos  b cosc 

COS  A = — ; . 

stnosmc 

On  transforme  cette  formule  comme  son  analogue  (p.  21) 
et  par  des  raisons  semblables.  * 

. _ . ,1  sinbsinc — cos  a -j-  cos  b cos  c 

Ainsi  2«n  — A=1 — cos  A= — — ; 

2 sm  b sine 

coj  (6 — c)  — cos  a 

• sin  b sin  c 

Opérant  comme  p.  21,  r.,  il  vient 

. 1 . . 1 , 
sm-[a-hl> — ci  sin -la — o-|-c) 

1 2 2 

sm  -A= —, — : . 

2 sinbsinc 

Posons a+&-K=2p,  d’oùa+& — c=2  (p — r), 
a — ê-|-c=2  (p — b)  \ nous  aurons 


o • sin  b sut  c 


, * 1 . I /smp.smlp — a) 

De  même  cos  - A = J / — 1 . , . , 

2 1 sinbsinc 


m * 
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ensuite  Ig  - A=  l/f "{P-*)  *»”  fe»). 

2 1 sinpsm(p — a) 

Cette  dernière  est  encore  la  plus  simple  pour  calculer 

les  3 /V 

Remarque.  On  peut  discuter  ces  formules  comme  leurs 
analogues  (p.  21). 

1 

Far  exemple,  pour  que  l’arc  - A soit  réel,  il  faut  et  il 

suffit  que  tg  - A le  soit,  c'est-à-dire  que  l’expression  sous 

le  radical  soit>0.  Or,  le  périmètre  2p  est  <360°;  donc 
.«np> 0.  Ainsi  il  faut  et  il  suflit  que  sin(p — c),  sïn(p — b), 
sin  (p — a)  soient  positifs  en  nombre  impair  et  négatifs  en 
nombre  pair.  Mais  les  arcsp,  a,  b , c,  étant  tous  moindres 
que  180°,  si  l’un  de  ces  sinus  est  négatif,  l’arc  l’est  aussi  ; 
et  nous  savons  (p.  21,  r.)  qu'il  est  impossible  que  2 des 
trois  binômes  p — a,p — b,  p — c,  soient  négatifs. 

Donc  il  faut  et  il  suflit  qu’ils  soient  positifs,  ce  qui  donne 
a<64-c,  ô<a-f-c,  c<«-î-6,  etc. 


PKOFOSITION  XXXII. 

Problème.  * 

Etant  donnés  les  3 angles  A,  B,  C,  trouver  les  3 côtés 
a,  b,  c. 

La  formule  (12),  p.  23,  donne 

cosA-t-cosBcosC 


cosa- 


sinh  sin  C 


De  là 


. ,1  cos  A -t- cos  ( B +C} 

sm  - a== - 

2 2 sin  B sinf. 

1 1 
— cos-(A-t-B-t-Cj.cos-(B — A+C) 


sin  R sin  C 


« 


« 
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Soit  2P  l’excès  de  la  somme  des  3 angles  A,  B,  C,  sur 
180°,  de  sorte  que 

A+B4-C=180°+2P; 


De  là 


- (A— B4-C)  = 90°  + P— B ; 


_ (A4- B — C)  = 90°4-P— G. 

O ' ' 


et 


- (B — A4-C)  = 90°+P — A. 


1 | /smP.sm  P — A) 

sin  - a = I / ; ; . 

2 smBsmC 


De  même  cos 


|“=|/ 


sm  (B — P)  sm(C — P) 
sin  B sin  G 


ensuite 


1 i J sinP.sin  (P — A) 
^2  j / sin  (B — P)sm(C — P) 


Remarque.  Pour  que  tg  - a soit  réel,  il  faut  que  les 

sinus  qui  sont  sous  le  radical  soient  négatifs  en  nombre 
pair.  Or, je  dis  que  parmi  Ies4  angles  P,  A — P, B — P,C — P, 
il  ne  saurait  y en  avoir  plus  d’un  qui  soit  négatif;  car  d’a- 
bord P n’est  pas  <0,  et  si  l’on  avait  A — P<0  et  B — P 
<0,  on  aurait  t 

A4B<2P...  ou  A4B<A4-B-t-0— 180" 

d’où  C>180",  ce  qui  n’est  pas. 

On  reconnaît  de  même  qu’il  n’y  en  a pas  deux  qui  soient 
< 180. 
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Celn  posé,  je  dis  qu’il  suffit  que  chacun  des  4 A soit  >0. 
En  efiet  A — P>0  donne  2A>2P 

ou  A>A+B4-C— 180°, 

d’où  A + 180°>B+C, 

de  même  B4-180°>>A-I-C® 

C+180°|>A+B  (Géom.,\.  7,  p.  10,  r.  1) 
'Posons  maintenant 

P<180°,A — P<180“,  etc. 

Delà  2P<360°  et  A<180°-PP. 

La  dernière  est  évidonte. 

La  première  donne  A4-B+C<540°. 

Cette  condition  est  renfermée  dans  les  précédentes. 

Ainsi,  pour  que  Ig  - a soit  réel,  il  faut  et  il  suffit  que 

la  somme  des  A surpasse  180°,  et  que  le  plus  petit  /\, 
augmenté  de  180",  surpasse  la  somme  des  deux  autres. 

PROPOSITION  XXXI11. 

Problème. 

Connaissant  deux  côtés  a,  b,  et  l'angle  compris  C, 
trouver  c,  A , B. 

Les  équations  de  Néper  donnent  (p.  24) 

1 

t cos- (a -b) 

tÿ-(A+B)==— ï .col-  C, 

cos-{a+b) 


Digitized  by  Google 


LIVRE  II. 


1 


t 7,  (a—b>  t 

*4  2 (A— B)  =~ co1 2 C> 

sin-  (a -h  h) 

a 

De  là  on  déduira  A,  B. 

sina.sin  C 

On  aura  ensuite  sine— : — - — . 

sin  A 
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Mais  comme  cette  formule  peut  donner  deux  valeurs  pour 
c,  il  est  bon  d’avoir  une  autre  formule  qui  ne  laisse  point 
d’ambiguité.  C’est  la  formule  (3),  pr.  23. 

cos  c=cos  a cos  b-hsin  a sin  b . cos  C. 


Elle  montre  que  si  a,  b sont  de  môme  espèce , et  C 
<90°,  cos  c sera  > 0 et  l’arc  c < 90  ; si  a,  b sont  d’es- 
pèce différente  et  C>  90°,  cos  c sera  < 0,  et  l’arc  c> 
90°.  Il  ne  reste  donc  du  doute  sur  le  signe  de  cos  c que  si 
cos  a cos  b et  cos  C sont  de  signes  contraires.  Dans  ce  cas, 
il  sera  nécessaire  de  calculer  les  deux  parties  de  cos  c,  ou  au 
moins  de  reconnaître  quelle  est  celle  qui  a la  plus  grande 
valeur  absolue.  Bien  n’empêche  pour  cela  de  les  diviser  par 
sûyi  sin  b,  de  sorte  que  la  question  sera  réduite  à recon- 
naître quelle  est  celle  des  deux  quantités  col  a.  col  b et  cosC, 
qui  a la  plus  grande  valeur  absolue  ; ce  qui  est  fort  simple, 
et  ne  pourrait  rester  indécis  que  dans  le  cas  où  ces  valeurs 
différeraient  extrêmement  peu  l’une  de  l’autre.  Du  reste,  on 
peut  aussi  transformer  la  valeur  de  cos  c,  afin  de  la  réduire 
à un  produit.  A cet  effet  on  pose 

sinbeos C . ...  . 

; — =109,  9 angle  auxiliaire, 

cos  b ' 

et  il  vient 


cos  b . . 

cosc=-cosb  (cosa+sin a.  Ig cos  (a — 9). 

Il  est  aisé  de  reconnaître  l’esprit  de  ces  transformations. 


Digitized  by  Google 


440 


t 


TRIGONOMÉTRIE. 


L’angle  9 n’étant  point  un  angle  d’un  -0  , il  s’ensuit 
qu’il  admet  une  infinité  de  valeurs.  Soit  « sa  plus  petite  va- 
leur positive,  on  aura  en  général 


Donc 


9=ÉTr-f-a  (1.  1,  p.  7.) 

, cos(a — kn — oc) 

COS  C=COS  b —— — - ; 

COS  [k 


mais  si  k est  pair,  on  peut  supprimer  ki:  en  haut  et  en 
bas  ; si  k est  impair,  cette  suppression  change  les  signes  des 
deux  termes  de  la  fraction  ; donc  on  n’a  pour  cos  c qu'une 
valeur,  et  on  peut,  prendre  pour  9 la  plus  petite  valeur 
positive. 

Remarque.  Four  trouver  A et  B,  on  peut  se  servir  des  for- 
mules (6),  (7),  pr.  23,  lesquelles  donnent 


rot  A: 


col  a stn  b — cos  b cos  C 
smC 


col  B= 


col  b stn  a — cos  a cos  C 
sin  C 


en  les  transformant  à l’aide  d’un  angle  auxiliaire. 


PROPOSITION  XXXIV. 


Problème. 


Connaissant  deux  angles  A,  R,  el  le  côté  adjacent  c,  trouver 
a,  b,  C. 

On  trouvera  a,  b par  les  formules  de  Néper  (p.  24), 

! rosi  (A— B)  i ' 

l9 ô («+*>)= ï — ’tg-c, 

2 
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t *m-(A— B)  t 

^-(«-6)=— tg-c. 


sm- (A+B) 


Ensuite 


sin  C= 


sine  sin  A 


stna 


L’inconnue  C donne  ici  lieu  à une  discussion  analogue  à 
celle  de  la  proposition  précédente.  On  se  servira  à cet  effet 
de  la  formule  (14),  pr.  23. 


eos  C =sin  A sin  B cos  c — fos  A cos  B. 


En  posant 


sinBcosc 


cos 


cos  C: 


— — = lyy,  on  trouvera 
cos  B 


cos  o 


cos  ( A — ®). 


Remarque.  Pour  trouver  a et  b,  on  peut  aussi  se  servir 
des  formulés  (8),  (9),  pr.  23,  en  les  transformant  à l’aide 
d’un  angle  auxiliaire. 

PROPOSITION  XXXV. 

. 

Problème. 

Etant  donnés  deux  côtés  a,  b,  et  l'angle  A opposé  à l'un 
d'eux,  trouver  le  reste. 


On  a 


sin  B: 


sin  A . sin  b 


stna 


Pour  trouver  c O,  ori  peut  se  servir  des  formules  (T)  et 
(6),  pr.  23.  Mais  chacune  de  ces  formules  exigeant  l’emploi 

d’un  angle  auxiliaire,  il  sera  plus  simple  de  tirer  tg-c  et 

2 

1 

ta  - C des  formules  de  Néper  (p.  24). 

c* 
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Remarque.  L’A  B n’étant  connu  que  par  son  sinus,  peut 
admettre  deux  valeurs.  On  discutera  ce  problème  plus  loin. 

PROPOSITION  XXXVI.  ' * 

Problème. 

Etant  donnés  deux  A A,  B,  et  le  côté  a,  opposé  à l'un 
. d’eux,  trouver  b,  c,  G. 

. ",  sirt  B 

On  trouve  sin  b=— — . sm  a , 
sin  A 

r.,  C seront  donnés  par  les  formules  de  Néper. 

Remarque.  Ici  b est  donné  par  son  sinus  et  peut  avoir 
deux  valeurs.  La  discussion  suit.  * 

PROPOSITION  XXXVII. 

Théorème.  — Fig.  24. 

• 

Si  d’un  même  point  A d’une  surface  sphérique  on  mène  sur 
un  grand  cercle  FBI)  qui  n’a  pas  ce  point  A pour  pôle,  un 
grand  cercle  perpendiculaire  CAB  et  différents  arcs  de  grands 
cercles  obliques  AK,  AF  et  AG,  # 

1°  Le  plus  petit  des  deux  arcs  AB,  AC  «sera  un  minimum, 

* et  le  plus  grand  sera  un  maximum  par  rapport  aux  arcs 
obliques; 

2°  Les  arcs  obliques  qui  s’écartent  également  de  part  et 
d’autre  de  l'arc  perpendiculaire  seront  égaux; 

3°  Les  arcs  obliques  sont  d’autant  plus  grands,  qu’ils  s’é- 
loignent plus  du  pied  de  l’arc  minimum,  ou  qu’ils  se  rappro- 
chent plus  de  l’arc  maximum. 

Soit  AB<C90o.  Prolongez  AB  d’une  quantité  A B égale  à 
AB  ; tirez  les  arcs  de  grand  cercle  A’E,  A’tJ,  AF. 

1°  Puisque  AB  <[  90°,  ABA’  sera  <;  180°;  donc  dans  le 
é)  AEA  le  cAté  ABA’  est  <C  AE  + A K.  Mais  les  -0  rectan- 
gles ABE , ABE  sont  égaux  comme  ayant  un  angle  égal 
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entre  côtés  égaux;  par  suite  AEsaA'E,  et  l’inégalité  précé- 
dente revient  à 2AB<2AE;  d’où  AB<AE. 

Donc  AB  est  un  minimum;  par  suite  son  supplément  AC 
est  plus  grand  que  les  suppléments  des  ares  obliques,  c’est- 
à-dire  que  AC  est  un  maximum. 

2°  Si  l’arc  BF=BE,  les  d)  égaux  ABE,  ABF  prouvent  . 
que  AE=AF. 

3°  Soit,  l’arc  BG>BK,  je  dis  que  AC  sera  > AK.  En  eiïet, 
prolongez  AE  jusqu’à  la  rencontre  de  A C : puisque  AA'< 
180°,  la  seconde  rencontre  de  A E et  AA'  se  fera  sur  le  pro- 
longement de  AA';  mais  d’un  autre  côté,  AG,  qui  est  <\AC, 
est  aussi  < 180°;  donc  la  seconde  rencontre  de  AE  et  AG  se 
fera  aussi  sur  le  prolongement  de  AC  : par  suite  le  prolon- 
gement de  AE  passera  entre  A et  G,  et  coupera  A'C  en  un 
point  H,  et  l’arc  A1I<^180°.  Cela  posé,  on  a A'E<A'H4- 
EH;  ajoutant  AEde  part  et  d’autre,  il  vient  A'E-t-AE<;A'H 

AII;  d’ailleurs  AH<AG4-GH;  ajoutant  A H,  on  a 

A'II + AH  < A G 4- AG  ; 
donc  A'E+AE<CA'C4  AG; 

prenant  les  moitiés  AE<AG. 

Donc,  etc. 

PROPOSITION  XXXVIII. 

Problème. 

• * * * / •*’ 

Discuter  les  solutions  des  pr.  3* et  31». 

La  prop.  36  se  ramène  a 35  par  le  moyen  du  triangle 
supplémentaire. 

Il  y a un  cas  d’impossibilité  que  le  calcul  indique;  c’est 
celui  où  uitll  cst>l  (üg.  25).  La  géométrie  le  fait  aussi 
reconnaître;  car  soit  l’angle  A <90°,  et  AG  = b;  soit 
mené  l’arc  CD  perpendiculaire  à AD,  on  aura  siii  CD= 
sinbsinX  (p.  23,  lorm.  2 );  mais  puisque  A <90°,  CD 
est  aussi  < 90°  (p.  23,  r.)  ; donc  CD  est  un  minimum 


« 


* 


* 
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. . . sin  b sm  A , 

: p.  37) ; or,  si  sm  B ou ; est  > 1 , c est  que  sm  CD 

stn  a 

est  >sm  a,  c’est-à-dire  que  CD  est  plus  grand  que  a,  ce 
qui  est  en  effet  impossible.  Si  l’angle  A est  obtus,  CD  sera 
>90°,  sera  par  suite  un  maximum,  etdes«nB>l,  on  con- 
clut que  a>CD,  ce  qui  est  encore  impossible.  Supposons 
donc  que  sin  B ne  soit  pas>l . 

Quant  à A il  y a trois  cas,  selon  qu’il  est  = 90". 


I"  A-<90°.  Prenez  (lig.  26)  AC=6,  menez  l’arc  CD  per- 
pendiculaire à AK;  dans  le  <?■  rectangle  ACD,  le  côté  CD, 
de  même  espèce  que  l’/\  A,  sera  <90°.  Donc  (p.  37)  CD  est 
un  minimum  ; si  le  point  Dse  meut  de  D vers  A ou  vers  A', 
l’arc  CD  augmentera.  Ainsi  il  y aura  deux  solutions  si  A est 
àla  fois  <AC=6,et  <A'C=180 — ô;il  n’yenaura  qu’une 
si  a tombe  entre  b et  1 80 — b;  enfin  il  n’y  en  aura  pas  si  a est 
>6  et  >180 — b : car  entre  A et  D il  ne  tombe  que  des 
arcs  <D,  entre  A'  etl)  il  n’y  a que  des  arcs  <180 — b. 

Dans  le  cas  d’une  seule  solution,  on  saura  si  a tombe 
entre  CD  et  AC,  ou  entre  CD  et  A'C.  Supposons  que  ce  soit 
entre  A et  D,  et  sur  CB  : dans  le  rectangle  BCA,  l’/\  B 
sera  aigu,  vu  que  CD<CB.  Donc  /\  CBA>90,  ce  qu’il  est 
nécessaire  de  savoir,  vu  que  cet  /\  n’est  donné  que  par  son 
sinus.  On  décidera  de  même  la  question  dans  les  autres  cas. 

2"  A=90“.  Si  6=  90°  (fig.  25)  il  y a indétermination, 
vu  que  le  point  Cest  le  pôle  de  AD...,  par  suite  tous  les  arcs  • 
menés  de  C sur  AD  sont  égaux.  Ici  a est  nécessairement 
=90".  * 


Si  90°  (lig.  26)  AC  et  A'C  sont  les  arcs  perpendicu- 
laires menés  de  C sur  ADA'.  L’un  des  deux  est  le  minimum, 
l’autre  le  maximum  ; pour  que  le  soit  possible,  il  faut 
que  a soit  compris  entre  les  deux  , et  il  n’y  aura  qu’une  so- 
lution. 

3°  A>90°.  Fig.  27.  L’arc  Cl)  perp.  à ADA'  est  un  maxi- 
mum ; si  on  fait  mouvoir  D vers  A ou  vers  A',  cet  arc  CD 
décroît.  Il  y aura  donc  deux  solutions  si  a est  à la  fois  >6  et 


» 


’v  * 
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> 180  — 6 ; il  n’y  en  aura  aucune  si  a < que  6 et  < 
180 — b;  il  y ejiaura  une  si  a est  compris  entre  ces  deux  arcs. 

Soit  A=108°,  5=118°,  o=50°.  C’èst  le  troisième  cas 
(6g.  27).  On  a 180  —5=62°.  Ainsi  a<6  et  <180—6, 
le  <7*  est  impossible. 

Si  A=1 10,  5=104,  a=85°;  on  voit  que  a tombe  entre 
6=104,  et  180 — 6=76.  Donc  il  y aura  une  seule  solution, 


pourvu  que  gWAf— soit<l.  D’ailleurs  le  côté  CB  ou  a, 
sin  a 

aboutira  entre  D et  A’,  parce  que  les  arcs  menés  de  C entre 
A et  D sont  tous  >6  et  a fortiori  >a  ; et  comme  dans  le 
<?'  DCB  le  côté  CB<CD  qui  est  maximum,  l’/\  CBD  sera 
>CDB  qui  est  droit;  ainsi  /\B>90°. 


Pour  donner  un  exemple  relatif  à pr.  36,  soit 


A=86°,  B=64°,  «=48°.  . 


Dans  le  <7>  supplémentaire  «'=94°,  6 =116°,  A =132“. 
A'  étant  >90°,  et  d tombant  entre  6'  et  1 80 — 6',  il  y a 
une  seule  solution,  et  /\  B'sera>90".  Donc  dans  le  pro- 
posé 6 est  <90°. 


PROPOSITION  XXXIX. 

t 

Problème. 

- Trouver  la  surface  d’un  <?■  en  fonction  des  trois  côtés 
a,  b,  c. 


Nommons  A,  B,  C les  3 angles,  D l’angle  droit,  T l’aire 
du  ; on  a ( Géom I.  8) 

T A+B4-C— 2D 


*a'r 


D 


d’où  • 


— A-t-B4*t*"“2D, 

- rr* 

2 


> 


«r 
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T RltiOISOM  ETR I K. 


Je  représente  le  premier  membrp  pnr  S,  el  supposant 
les  angles  exprimés  en  degrés,  j’ai 


180  T 
7r  r* 


:S=A-t-B+C— 180, 


puis 


is=î(A+B+C)— 90; 
sin  — S=i — - cas  - (A+B-f-Ç) 

Jd 

11  .11 

= — cos-  A cos  - (B-t-C)-Mtn-A  «n-  (B-+-C) 

2 2 4 2 

1 1 1 1 . 1 1 

= — cos— X cos  — B cos— C+cos—  A *m—  B sin  - C 
2 2 2 2 2 2 

1.  . 1 . 1 1 1 1 

+ ros—  B sim  — A sut  -C+cos-C  sin- A.  sin-  B. 

2 2 2 2 2 2 

F.n  vertu  des  formules  de  pr.  31 , on  trouvera 

I 

sin  - S=  { — V siifp.sinip — a).  sin(p — b)  sin (p — c) 

+1 ^sin\p — a),  sinp,  sin(p — h).sin(p — c) 
+V sin*(p — b). sinp . sin  (p — afsin ( p — c) 


■+-V  sin\p—c). sinp. sin  {p — a)sinp — b ) :sina  sinb  sine 

irtp-a,+sin(p-by< 
sin  a sin  b sine 


./  T T- — , . , ; — r sin p sm(p -a )+sinp-b)+sMv-c) 

-V stnp.sin{p-à)sm(p-b)sm{p-c). r ' 


Mais  sin  ( p — a) — sinp= 2 sin  -a.cos^jp — - aj 

1 1 . 1 

— — 2sm  - a cos  - (b+c) , vu  que  p=-(a+b+c); 

— " JL 

sin  (p — V)  +sin  {p — c)=2  sin  ^p — - (M-c)^  cos  ^ [b — c) 


1 1 

= 2 sin  -a  cos  - (6— c) ; 
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ce  qui  donne  pour  le  numérateur  de  la  fraction 
2 sin  ^ a j cos  — c)— ros  ^ [b + c)  j =4  tm  - a s in  -b  s in  ^ c , 

le  dénominateur 

. • o • 1 1.1  1 . 1 1 

sina  sinb  sin  r=8.stn  - a cos- a sin-  I)  cos -b  sin—c  cos-c, 
2 2 2 2 2 2 

1 V'  sin  p.  sin  (p — a)  sin(p — b)  sin  (p — c) 

el  ,m-S= j j j • 

2 cos- a c os  - b cos  — r. 

2 2 2 

On  peut  déduire  de  là  une  formule,  due  à S.  Lhuillier, 
et  que  voici 


[p~a]  tg  i uj  \ (p~ 


c). 


Potit*  faire  usage  de  ces  formules  lorsque  les  côtéssont 
donnés  en  degrés,  on  calcule  les  log.  sin.  Ou  I.  tg.  comme 

à l’ordinaire,  et  l’on  a S en  degrés,  puis  T=irr1.— — 

180 

donne  l’aire  du  <?  rapportée  au  carré  de  l’unité  de  lon- 
gueur. . » 

EXEMPLES  DE  LA  RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES  STÉRIQUES. 

Ex.  1.  Dans  un  -{)  on  a 

a=64°  23’  54",  6=48°  18’  13",  c=72°  17’  28", 

trouver  l’angle  A. 

, ....  1 1 .1 

On  peut  prendre  ici  soit  sin- A,  soit  cos  A,  soit  Ig  - A. 

2 2 2 


1 J Sin  p.  sin  [p — a) 

Prenons  cos  - A—  j — j . 

2 f sin  b sm  r 


d’où 


log  cos  - A: 
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- [fog  sinp-hl.  sin  [p — a)+comp.  l.st'n  b+c.  l.sinc ] 

2p=185°  8'  35"  p=92°  34'  17",5 

p— a=28°  1"  23", 5 

. . f 9,9995622- 
/.  sinp=  | 2 

. . , , C 9,6719259 

l.stnlp — a = ? 

^ 138 

c.l.sinb—  0,1268654 

c.  I. sin c—  0,0210829 


Somme  = 19,8194505 


l.cm- A=  9,90972575  . 

2 

Dans  chacun  des  quatre  log.  ou  comp.  log.  employés, 
1 

l’erreur  est-<-.  (0,1)’,  excepté  le  troisième,  où  elle  est 
2! 

<(0,1)’;  donc  sur  la  somme  la  limite  de  l’erreur  est  <2,5 

X(0,1)’;  etpourl.  cos- A on  peut  dire  que  l’erreur  <1,5 
2 * 


X (0,1)’;  ainsi 


1.  cos  -A>9, 9097256 
<9,9097259 


d’où  i A <35“  40'  37", 443  et  > 35°  40'  37", 225 

A <71°  21'  14", 886  et  > 71°  21'  14", 450 

Ex.  2.  — Fig.  28.  Les  latitudes  et  les  longitudes  de  deux 
points  du  globe  étant  connues , trouver  la  distance  de  ces 
points. 

> Soit  AKA'  le  premier  méridien,  KFE  l’équateur,  A,  A' 
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les  pôles , B,  C les  deux  points , ABF,  ACE  leurs  méridiens; 
les  latitudes  des  deux  points  seront  FB,  EC;  les  longitudes 
KF,  KE;  tirons  l’arc  de  grand  cercle  BC  qui  mesure  la 
distance  des  points  B,  C.  Dans  le  <0  ABC  on  connaîtles  côtés 
AB,  AC,  compléments  des  latitudes,  et  l’aiigle  compris  A 
mesuré  par  FE,  différence  des  longitudes.  On  pourra  donc 
trouver  l’arc  BC.  Si  les  points  B,  C tombaient  de  diffé- 
rents côtés  de  l’équateur,  si  l’arc  FE  était  >180",  les  côtés 
du  -0  auraient  d’autres  relations  avec  les  données  de  la 
question . 

Par  exemple,  soient  les  deux  villes  de  Pétersbourg  et  de 
Nanking. 

Pour  Pétersbourg 

BF=59"  56'  23",  KF=27°  58'  30" 


pour  Nanking 

CE=32°  4'  40",  KE=116°  27'  O". 
Ainsi  \B=c=30°  3'  37" 

AC=6=62"  1'  30" 
et  l’angle  A=84°22' 20". 

Pour  trouver  le  côté  BC  ou  a,  on  a la  relation 


cos  a=cos  beos  c-f-sm  b sin  c cos  A. 
sinb  cos  A 

Posant  - — =tq(p=cosAtq  b, 

cos  b 1 


il  vient 


cos  a— 


cos  b 
cos  y 


.cos  (c — y). 


Calcul  de  <j>. 


l.tg  0 = 10,2747829 
l.cosA  = 8,9915158 

logtg  ?=:19,2662987 


» 
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460  TRIQ0NOHÉTRIE. 

Log,  4ÿ  II  est  affecté  d’une  erreur  dont  le  limite  est 
0 I 10?|  de  mêrne  log.  ces  A. 

L’erreur  de  log  tg  y est  donc  <1  ; lû1;  ainsi  log  tg  y est 
compris  entre 

9,2662986  et  9,2662988  *, 

Le  calcul  des  différences  conduit  aux  fractions 
9760  9780 

ÏÏ80’  il 80' 

L’arc  donné  par  la  table  est  10°  27’  30"  i le  tableau  D, 
page  393,  montre  que  si  l'on  calcule  ces  fractions  à P ,0i 
près,  on  aura  les  arcs  à 0",02  près. 

„ • 976  „ 978 

Mais  yjgŒ8,28 — et  jYs — 

Donc  les  limites  de  y sont 

œ'=10°  27'  38", 26  et  ?"=10°  27'  38'', 30. 

B 

Calcul  de  a. 


On  a pour  m « de»»  limites»,  qui  npnt 

COI  II  cou  (£—?") 
cos  y" 

log  cos  b = 9,6712527 
[9,9740774 


cosa< 


cos  <h 

log  cas  h = 9,6712527 
9,9740774 


. , [9,9740774  , . . ( 

l.  COS  (c  (f  )=j  10  l.C0S(C^')= 

c.l.cosaf=  0,0072787  c.  /.  cos  *'=  0,0072786 


9,6526098 


9,6526094 


L’erreur  sur  log  cos  b est  <5;  10"  ; sur  log  cos  (c — <f) 


1 Si  la  labié  indiquait  quels  sont  les  logarithmes  fautifs  en  excqs,  les  deux 
limites  de  I.  tg.  ç ne  différeraient  que  de  I MIT. 
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elle  est  <1:10\  parce  que  <^I  1 07  ; de  môme  sur 

c.  log  cos  y . Ainsi  sur  le  premier  résultat  la  limite  de  l’er- 
reur est  25;  108;  *de  môme  sur  le  second. 

Donc  log  cos  a<9, 65261005  et  >9,65260915. 

Les  tables  donnent  63°  17’  50",  et  les  fractions 
1345  1255 

4Ï9~  ' 419* 

Comme  le  complément  de  l’arc  tombe  entre  21»  et  27°, 
le  tableau  B,  page  391,  montre  que  si  l’on  calcule  ces 
fractions  à moins  de  O", 001,  on  aura  les  arcs  à moins  de 
0"015.  Ces  fractions  donnent 

3", 210+  , 2,996—, 

Ajoutant  au  premier  0",015  qu’on  ôtera  du  second,  on  a 
3", 225  2,981. 

Ces  nombres  retranchés  de  l’arc  trouvé  qui  a élé  fourni 
par  son  cosinus,  il  vient 

a>63°  17’  46", 775  * 

a <63°  17'  47", 019 

La  différence  de  ces  valeurs  n’est  que  de  0",244 

Cet  arc  réduit  en  mètres  à raison  de  dix  millions  pour 
le  quart  du  méridien  donne  à peu  près  7025524“  + ....., 
résultat  qui  suppose  la  terre  sphérique. 


* 


n 


# 
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IV.  Développer  le  sinus  et  le  cosinus  suivant  les  puis- 
sances de  l’arc. 

Pour  établir  nos  formules,  nous  nous  fondons  sur  le 
principe  que  voici  : 

Soit  fx  une  fonction  de  x qui  ne  devient  infinie  ou  imagi- 
naire pour  aucune  valeur  de  x comprise  entre  deux  nombres 
a,  jSj  si  on  est  certain  que  cette  fonction  a la  môme  valeur 
pour  x—a  et  pour  x=Ç> , de  sorte  que  /«=/P , on  pourra 
conclure  que  fx  ne  varie  pas  toujours  dans  le  môme  sens,  de 
Æ=a  à x=[3.  Cela  posé,  il  y aura  donc  entre  ces  limites 
# au  moins  une  valeur  de  fx  qui  surpassera  les  valeurs  précé- 
dentes et  les  suivantes,  c’est-à-dire  un  maximum;  ou  bien 
il  y aura  entre  fa  et  f\ 3 au  moins  une  valeur  de  fx  qui  sera 
surpassée  par  les  précédentes  et  les  suivantes,  c’est-à-dire 
un  minimum.  Soit  à la  valeur  de  x qui  y répond  , de  sorte 
• que  foi  est  ou  un  maximum  ou  un  minimum;  soit  ai+i 

une  valeur  de  x différant  infiniment  peu  de  à.  Quel  que  soit 
le  signe  de  »,  foi  devra  être  ou  plus  grand  que  f{a+i), 
ou  plus  petit;  c’est-à-dire  que  f[oi+t) — foi  ne  devra  pas 
changer  de  signe  avec  i.  Or,  supposons  que  f[à+i)  — foi 
puisse  se  mettre  sous  la  forme  i (A-4-infin1  p‘)  ; si  A est  fini 
et  différent  de  zéro,  le  signe  du  facteur  de  i sera  celui  de 
A;  donc  f(oi+ i) — foi  changera  de  signe  avec  i.  Donc /a  ne 
serait  ni  maximum  ni  minimum.  Si  donc  fà  est  maximum 
ou  minimum,  À doit  être  nul.  Par  conséquent,  le  facteur 
de  i dans  f[x-^-i) — fx  devient  nul  nu  moins  une  ÿis  entre 
« et  (3. 


s» 


* 
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Cela  posé,  soit  la  différence  sin(a-hb) — sin  a ; je  nomme 
k son  rapport  avec  6,  c’est-à-dire  que  je  pose 

sin(a+b) — sina — kb=o.  (1) 

Il  s’ensuit  que  la  fonction  sin  (o-t-a?) — sin  a — kx  devient 

nulle  pour  x—b  ; mais  elle  l’est  aussi  pour  x=o.  Donc, 

entre  x=b  et  x=o,  elle  a au  moins  un  maximum  ou  un 
. ■ * . . 
minimum.  Prenons  sa  variation  • 

sin  (a-t-jc-H-) — sina — k{x+t) — {sin  (a -Mb) — sina — kx  j 

ou  sin(a-HB4-t) — sm(a+a;) — ki  ; 

et  d’après  pr.  3,  =t  (cos(a+a:) — fc+infin*  p‘ j 

—i { sin |^-7r+a  4-æ^ — fc-t-inf1  pl) } , (2) 

et  il  y a entre  o et  b une  valeur  qui , mise  pour  x,  annule 
cos  (o-Mc) — k.  Soit  bt  cette  valeur;  on  aura 

fc=cos(a-t-6,)=sm^7r+a+61^;  (3) 

d’où,  ayant  égard  à (1),  on  tire 

sin(a-f6)=si’no4-6  sin  n+a-\-bt\  (4) 

Cela  posé,  je  dis  que 

sin  (a  4-  b) =st'n  a -4-  b sin  ir  4-  aj  4-  ^ . sïn  ^ n 4- a^-f- 

b*  . / 3 \ à”-1  . /,  \ 

+^«n(n5+°+6')-  (5) 

b'  tombant  entre  a et  b. 

Pour  le  prouver,  je  supposerai  cette  formule  démontrée, 
et  je  prouverai  qu’on  peut  l’étendre , suivant  la  même  loi , 
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d'an  terrtle  dé  plus.  Comme  (t)  l’établit  pour  h=l,  elle 
se  trouvera  complètement  prouvée. 

A cet  elTet,  je  pose 

$in  (a-t-  b)  — tin  a — b sin  ( - «4-a  ) etc. . . 


) 


b “ 


— 2r-+a)~~  kbn+'  — °- 


Soit  la  fonction 


fx=siti  (à-\-x)  — sina  — x sin  [-r.+aj — etc. . . 

x"  . fn  \ , 

~W'SlUy2  K+aj—kx  . 


(7) 


Cette  fonction  devient  donc  nulle  pour  x=b\  mais  elle 
l’est  aussi  pouf  æ=*o.  Donc  entre  o et  b elle  a un  maximum 
Ou  un  minimum.  Prenons  sa  variation  ; celle  d'un  terme 
tel  que  Aas”  est  » 

Afx+i)"1 — Axm=rn\ixm~‘ AtV’-f- . . . 

2 

— ((mAaî^'+infin1  pl). 

Celle  de  sin  [a+x)  est  i{sin  ^7t  +«4-^4-  infin1  p1); 
donc  la  variation  de  (7)  est 


*T*i»/r-jr4-Œ+®  J — «w(  -îH-a  1 — xsin{ -rc-f-a \ — etc. 

\2  / \2  / V2  I 

— 'pziji- •«*»  *+«)  — (»+  l)fcV+infin‘  p‘] . (8) 


ft’où  il  suit  qu’il  \ a etltre  o et  b un  nombre  b"  «ttl,  mis 
polir  x,  annulé  la  partie  finie  du  facteur  de  (i),  et  donne 


* • 
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etc. 


in — sin ^ n -t-a')— b"  sin  ( ~ it -4-  a 

1//B— 1 ' \ 

— pîri.*m(^-jr-+-oj  = {n+l)A'6"D.  (Ô) 

Or,  si  dans  (5)  on  remplace  a par  ^r-fa.  6 par  b",  on 
* £ 

voit  que  le  premier  membre  de  (9)  se  transforme  en 

b'"  . / TT  rf  .„A 

~pii‘»\»:J+5+«+‘  j. 

6 ” tombant  entre  a et  b \ par  suite  entre  a et  6;  donc 

h"U  / 7T  \ 

—.gin((n+l)-+a+ b j=(«4- 1 )/«  V\ 
d’où  fc'= Jïlïil  •*«'»  (W 1 ) J +a-Ul>""\. 

Cette  valeur  mise  dans  (6) , notre  formule  est  prouvée. 
Ainsi,  on  a en  génértil  la  formule  (5);  si  l’on  y remplace 

1 ....  /I  \ 

a par  —E-\-a,  et  qu’on  n’oublie  pas  que  sm(  — vr-f-m  )= 

? . • 2 
cosm , il  vient 

/I  \ 6*  2 \ 

ros  (a-\-b)=:cosa-\-bco${-z-\-aj-\-—cos^~z-\-aj+... 

+Jï=üïC0S  ((«—0  )+p,;.  cos  (^+a+b'J . (1  (V 

Dans  les  formules  (5)  et  (10)  je  fais  a=o,  et  je  rem- 

.1  4 .2  „ .3 

place  b par  x;  on  sait  ijue  sm  ir=1.  sm-n=0,  sm-tr 

2 2 2 

4 

= — 1 , sin  --  t:=o,  etc. 

£ 


*.»î«  ’ * •***'  - '-f-' 
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>1  2 3 4 

cos-n—o,  cos  — 7t= — 1,  ro*-7i=o,  «os -it=1  , etc.. 
4 1 JL  J.  JL 


X 


et  il  vient 
sm  x=, 
x étant  entre  o et  a;,- 


x"  x°  . /m  A 

»*=»— pîî+piî— 1 etc...4-piï<mf  — +*  y 


. x * a:1  æ“  /nir  »\ 

«»*=i— +piî— pr*+-+îîr* cos  \t+x  )' 


x entre  o et  x. 


FIN  DE  LA  TRIGONOMETRIE. 


Digitized  by  Google 


NOTE  111 

(GÉoiÉTi'u) 


SUR  LE  VOLUME  DU  TRONC  DE  PRISME,  DU  TRONC 
DE  PYRAMIDE,  ET  DE  L’OBÉLISQUE. 

(Voyez  la  planche  de  Trigonométrie.) 


Théorème  1.  — Fiü.  29. 

Dans  un  tronc  de  prisme  triangulaire  on  peut  faire  varier 
à volonté  la  longueur  (le  chaque  arête  latérale , pourvu  que  la 
somme  des  trois  arêtes  reste  constante. 

Soit  le  tronc  ABCDEF;  sur  une  arête  latérale  BE  prenez 
un  point  quelconque  U;  joignez-le  au  point  I,  milieu  de  EF, 
et  achevez  la  section  DGH.  Les  A GIE,  HIF,  seront 
égaux  et  les  tétraèdres  DGIE,  DIHF  ayant  bases  égales  et 
même  hauteur,  sont  équivalents.  Il  s’ensuit  que  le  tronc 
proposé  est  équivalent  à ABCDGH , où  l’arête  BG  est  arbi- 
traire de  longueur,  la  somme  des  trois  arêtes  latérales 
n’ayant  pas  changé,  vu  que  GE=FH.  * 

Corollaire.  On  peutdoncremplacerchacunedestrois  arêtes 
par  leur  moyenne  arithmétique,  et  le  tronc  de  prisme  est 
équivalent  à un  prisme  construit  sur  la  même  base,  avec 
cette  arête  moyenne,  ladirection  des  arêtes  restant  la  même, 
il  est  évident  que  la  somme  des  perpendiculaires  ou  hau- 
teurs menées  de  D,  E,  F,  sur  ABC  n’a  pas  varié  non  plus. 

Car  pour  les  points  G,  H,  la  somme  des  hauteurs  est  double 
de  la  hauteur  du  point  I,  comme  pour  E,  F.  De  là  l’énoncé 
ordinaire. 

DÉF.Nops  appelons  obélisque  un  polyèdre  dont  deux  faces 
opposées  sont  des  polygones  ayant  les  côtés  parallèles  deux 
à deux  ; les  autres  faces  sont  des  trapèzes.  Ces  deux  premiers 
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polygones  (bases)  sont  donc  équiangles  ; s’ils  sont  sembla- 
bles, le  polyèdre  est  un  tronc  de  pyramide.  Dans  un  obé- 
lisque à bases  quadrangulaires,  pentagonales,  etc.,  on  peut 
concevoir  qu’un  ou  plusieurs  côtés  d’une  des  bases,  s’annu- 
-lent,  ce  qui  donne  lieu  à plusieurs  espèces  de  pojyèdres,  aux- 
quels le  théorème  suivant  s’applique.  Il  est  entendu  d’ail- 
leurs qu’il  convient  à tout  tronc  de  pyramide  (à  bases 
parallèles). 

3S2L-,  Théorème  ii. 

m 

L’obélisque  est  égal  à la  somme  de  trois  pyramides  ayant 
pour  hauteur  comm  une  la  moitié  de  la  sienne,  et  pour  bases, 
l’une  la  base  supérieure,  l'autre  la  base  inférieure,  la  troi- 
sième le  quadruple  de  la  section  faite  à égales  distances  de  ces 
bases. 


1°  Soit  (lig.  30)  l’obélisque  triangulaire,  oit  tronc  de  té- 
traèdre ABCIiEF.  Prenez  le  milieu  G d’une  arête  latérale  FC, 
\ * et  joignez— le  aux  sommets  de  la  face  opposée  ABDE,  Lé  tronc 

pourra  être  considéré  comme  décomposé  en  trois  pyrami- 
-»  des  G. ..DEF,  G. ..ABC,  G. ..ABED.  Le»  deux  premières  sont 

deux  des  trois  pyramides  en  question.  Quant  à la  troisième 
G... ABED,  on  en  transformera  la  base  dans  le  triangle  ADI, 
DI  joignant  le  point  D aü  milieu  de  BE,  et  cette  pyramide 
4V-Î  se  trouve  changée  en  G. .ADI,  ou  D..AGL  Or  ce  tétraèdre 

est  équivalent  à celui  qui  a même  base  AGI,  et  pour  sommet 
L;  car  DG  étant  ±=GL  , le?  hauteurs  sont  les  mêmes. 
. * Ainsi  le  troisième  tétraèdre  est  LG  AI,  où  l’on  peut  prendre 

AIL  pour  base  et  G pour  sommet,  mais  ALI  a pour  côtés  les 
• sommes  des  côtés  homologues  de  ABC, DEF;  donc  ALI  est 

1 • f quadruple  de  la  section  moyenne. 

2°  Soit(fig.  31)  un  obélisque  à bases  quadraugulaires 
ABCD  abed.  Par  Un  sommet  quelconque  C d’une  base,  menez 
une  droite  qui  rencontre  les  côtés  opposés  à ce  sommet  eu  E, 
F,  par  EF  et  Ce,  conduisez  un  plan  terminé  aux  faces  ac,  oB, 

■ dC,  De  là  trois  troncs  de  tétraèdres,  dont  les  bases  inférieures 

" sont  AKF,BEC,I)CF.  Les  deui  derniers,  retranchés  du  pte- 
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mier  donnent  |»otir  reste  l’obélisque  en  question  ; les  bases 
etles  sections  moyenne»  offrent  la  même  relation.  Donc,  etc. 

3°  L’obélisque  pentagonal  peut  de  même  être  ramené  à 
l'obélisque  quadrangulaire,  ou  immédiatement  au  tronc  de 
tétraèdre. 


Remarque.  La  dénomination  de  ce  corps  est  tirée  d’une 
brochure,  dont  l’auteur,  M.  Koppé,  professeur  à Soëst,  pri^ 
Munster  en  Prusse  (Westphalie),  démontre  que  l’obélisque  est 
égal  à la  somme  d’un  prisme  et  d’une  pyramide  ayant  tous  deux 
la  hauteur  du  premier  polyèdre  . leurs  hases  sont  équiangles 
avec  celles  de  l'obélisque  ; celle  du  prisme  a pour  côtés  les 
deux  sommes , et  celle  de  la  pyramide,  les  demi-différences 
des  côtés  parallèles  des  bases  du  polyèdre  donné. 

Cette  propriété  peut  se  démontrer  par  décomposition,  dans 
le  cas  du  tronc  de  tétraèdre;  elle  se  déduit  d’ailleurs,  ainsi 
que  le  théorème  u ci-dessus,  de  la  pr.  17,  I.  8.  En  effet , 
soient  B3,  b • les  aires  des  bases  du  tronc,  li  sa  hauteur. 
Son  volume  est  (p.  1 7), 

V = *h  (B1  -I-  6*4-  B6) — -h  (B*4-  ê*  +(B 4- b)'  ) , 


ce  qui  est  notre  théorème  11. 


On  a aussi  V 


=*( 


B1 + 6' -+- 2 B h B1 4-6'— 2Bé 

1 * — 

i 12 


i 


-(t )'*Kt)' 

C’est  la  règle  de  M.  K. 


Si  les  bases  de  l’obélisque  sont  des  trapèzes  de  même 
hauteur,  soient  a,  a les  bases  de  l'un  de  ces  trapèzes,  a,  a 

celles  de  l’autre;  celles  de  la  section  moyenne  seront — 

a 4- « 

— - — ; soit  li  la  hauteur  commune  de  ces  trapèzes,  11  celle 

w * 

de  l'obélisque.  Le  volume  est 
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a-|-a' 
2 " 


a+a 


'a  + « a +« 


■+-4  < 2 


=H. 


/(a-t-a')Jt 
\ 2“ 


2 


c’est  la  demi-somme  des  bases  multipliée  par  la  hauteur. 
Ce  résultat  peut  être  trouvé  d’une  autre  manière  ; car  le 
corps  dont  il  s’agit  est  un  ^ tronqué. 


FIN. 


...  t v - ,-fcv- 
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